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Streszczenie

W pracy przedstawiona jest pelna analiza klasycznej i kwantowej dynamiki w trojwymia-
rowej, anizotropowej putapce harmonicznej obracajacej sie wokét osi dowolnie zorientowanej
wzgledem putapki. Sklasyfikowane sa obszary dynamicznej stabilnosci i niestablilnosci uktadu
oraz przewidziane jest zjawisko rezonansu grawitacyjnego. Zdefiniowana i przeanalizowana jest
cala klasa uktadow - tzw. uktadéw liniowych i podany jest jednoznaczny przepis na konstrukcje
zupelego zbioru funkcji falowych dowolnego uktadu liniowego na podstawie znajomosci wy-
tacznie klasycznych trajektorii. Zaproponowany jest model jako$ciowo opisujacy oddziatywania
w uktadzie i zbadany jest wptyw tych oddzialywan na dynamike uktadu.
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Wstep

SWiedy bowiem sqgdzimy, zeSmy dang rzecz poznali,
gdy$my wykryli pierwsze przyczyny i pierwsze zasady
az do ostatecznych elementow.”

Arystoteles, Fizyka

Obrét makroskopowych obiektéw kwantowych, takich jak hel w fazie nadciektej czy atomy
tworzace kondensat Bosego-Einsteina, jest zrédtem spektakularnych zjawisk, ktorych doglebne
zbadanie stoi przed wspolczesng fizyka. Do$wiadczalnie takie badania najczesciej realizuje sie
umieszczajac uklad w pulapce magnetooptycznej, ktorg z bardzo dobrym przyblizeniem mozna
modelowaé przez obracajacy sie potencjal harmoniczny. Choé powszechnie uzywa sie takiego
opisu, to dotychczas pelna analiza dynamiki w takim potencjale nie byla dokonana. W pierw-
szym kroku bowiem zawsze zaktada sie [10, 11, 12, 13, 14|, ze obr6t nastepuje wokot wyrdznionej
osi putapki (skierowanej pionowo). Tym samym zagadnienie zostaje sprowadzone do problemu
dwuwymiarowego znanego w mechanice klasycznej od ponad stu lat [4]. Taki dwuwymiarowy
problem zostal dogtebnie przestudiowany dla klasycznego gazu w stanie rownowagi [12], zostaly
znalezione jednoczastkowe funkcje falowe dla takiego modelu [10, 11|, przeprowadzono analize
w sformuowaniu hydrodynamicznym mechaniki kwantowej [13] i przeprowadzono pierwsze eks-
perymenty na kondensujacych atomach w takich putapkach [14].

Przewidziane teoretycznie [15], a nastepnie zaobserwowane w doswiadczeniach [16, 17| tzw.
mody nozyczkowe (ang. scissors modes) powstajace w skutek minimalnego odchylenia osi obrotu
od kierunku osi gtéwnej putapki kaza przypuszczaé, ze dowolno$é w ustawieniu osi obrotu moze
prowadzié¢ do nowych, ciekawych efektéw. Pojawia sie zatem potrzeba pelnego przestudiowania
dynamiki w ogélnym, tréojwymiarowym przypadku, co jest przedmiotem mojej pracy.

Cel pracy

Moja praca ma mie¢ w zamierzeniu charakter przegladowy i dawaé pelny opis dynamiki
w obracajacej sie trojwymiarowej putapce harmonicznej. Wychodzac od najprostszych wtasno-
$ci uktadéw harmonicznych, przez petna analize ich klasycznej dynamiki w trzech wymiarach
(rowniez z uwzglednieniem zewnetrznego pola grawitacyjnego) pokazuje, ze dyskutowany uktad
jest jedynie szczegdlnym przypadkiem szerszej klasy uktadéw - uktadoéw liniowych. Nastepnie
podaje jednoznaczny przepis (korzystajac wylacznie ze znajomosci klasycznych trajektorii) na
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b4 Wstep

konstrukcje zupelnego uktadu funkcji falowych opisujacych dowolny uktad liniowy. Ostatnim
krokiem jest uwzglednienie w opisie oddziatywain wewnetrznych uktadu realizowane poprzez do-
danie do réwnania Schrédingera cztonu nieliniowego.

W rozdziale 1. przedstawiona jest podstawowa wlasnos¢ uktadéw harmonicznych - separo-
walnosé ich dynamiki. Okazuje sie, ze dla uktadu wielu ciat oddziatujacych dowolnymi sitami
wzajemnymi i znajdujacych sie w zewnetrznym potencjale harmonicznym dowolnie zalezacym
od czasu dynamike mozna zawsze podzieli¢ na dynamike §rodka masy uktadu oraz dynamike
ruchu wzglednego. Separacja ta zachodzi zaréwno w opisie klasycznym jak i kwantowym, a dy-
namika $§rodka masy jest w obu przypadkach zgodna z dynamika pojedynczej klasycznej czastki
w zadanym potencjale zewnetrznym |[18].

Pelny opis dynamiki klasycznej czastki w obracajacym sie jednostajnie, tréojwymiarowym
potencjale harmonicznym przedstawiony jest w rozdziale 2. W odréznieniu od wszystkich do-
tychczasowych rozwazar problem przedyskutowany jest bez naktadania dodatkowych warunkéw
na kierunek obrotu. Przy zalozeniu, ze obrot nastepuje wokot osi, ktéra nie jest réwnolegta do
jednej z osi gtownych putapki pojawia sie dodatkowy obszar niestabilnosci - przedzial czesto-
§ci obrotu putapki, pomiedzy ktorymi dynamika jest niestabilna [3]. Ta obserwacja moze by¢
istotna dla fizyki eksperymentalnej kondensatéw Bosego-Einsteina.

Trzeci rozdzial mojej pracy wyrasta z obserwacji, ze eksperymenty fizyczne przeprowadzane
na Ziemi muszg zawsze uwzglednia¢ istnienie sity przyciaggania ziemskiego. W wielu przypadkach
to oddzialywanie nie ma zadnego znaczenia lub, jak w przypadku drgan obciazonej sprezyny,
wplywa jedynie na polozenie punktu réwnowagi. Jednak w przypadku uktadéw obracajacych
sie wokoét osi nachylonej wzgledem pionu ziemskie pole grawitacyjne w uktadzie spoczywajacym
pulapki ma charakter wirujacy i jak zostato pokazane w rozdziale 3. przy pewnych warunkach
moze prowadzi¢ do zjawiska rezonansu [1]. Przedstawiona jest pelna dyskusja tego zjawiska
w wirujacej, tréjwymiarowej putapce harmonicznej.

Uktady liniowe, czyli uktady, ktérych kanoniczne réwnania ruchu sa réwnaniami rézniczko-
wymi liniowymi pierwszego rzedu sa przedmiotem dyskusji rozdziatu 4. Pokazuje, ze dysku-
towany dotychczas przypadek wirujacej pulapki harmonicznej jest szczegdlng realizacja uktadu
liniowego. Ma to istotne znaczenie w rozdziale 5., gdzie podaje pelny opis kwantowej dyna-
miki dowolnego uktadu liniowego. Okazuje sie, ze zupely uktad funkcji wlasnych kwantowego
uktadu liniowego mozna skonstruowaé znajac jedynie rozwigzania klasycznych réwnan ruchu
- tzw. mody wilasne. Ta obserwacja oznacza, ze cala wiedza na temat dynamiki kwantowej
zawarta jest w klasycznych trajektoriach w przestrzeni fazowej uktadu.

Rozdzial 6. jest proba uwzglednienia w opisie oddziatywan wewnetrznych w uktadzie. Naj-
czesciej dokonuje sie tego rozwazajac nieliniowe rownanie Grossa-Pitaevskiiego [25]. W mojej
pracy, rezygnujac z ilosciowego opisu zjawiska, rozwazam tzw. logarytmiczne réwnanie Schrédin-
gera i pokazuje, ze nieliniowo$¢ (symulujaca w pewien sposoéb oddzialywanie miedzyatomowe)
prowadzi do zaskakujacych wnioskéw [2]. Okazuje sie, ze nawet oddzialywanie odpychajace
w uktadzie moze prowadzi¢ do stabilizacji dynamiki w warunkach, w ktérych dynamika bez
oddzialywania jest niestabilna. Dyskusja ta, ze wzgledu na koniecznosé rozwigzywania réwnan
nieliniowych, przeprowadzona jest w przypadku putapki obracajacej sie wokél jednej z jej osi
gtownych.

Niektore fragmenty niniejszej pracy zostaly opublikowane |1, 2, 3].



Rozdziat 1

Separacja dynamiki oddzialujacego
ukladu

Zasadniczym celem mojej pracy magisterskiej jest dogtebne zbadanie i przedyskutowanie dy-
namiki pojedynczej czastki umieszczonej w obracajacej sie putapce harmonicznej. W niniejszym
rozdziale chcialbym przedstawié¢ argumenty, ze dobre zrozumienie tego problemu ma réwniez
znaczenie w opisie uktadu wielu czastek, zaré6wno klasycznych jak i kwantowych, oddzialuja-
cych dowolnymi wzajemnymi sitami. Jest tak bowiem dlatego, ze jedli tylko mamy do czynienia
z potencjatem harmonicznym (nawet dowolnie zaleznym od czasu), to dynamika srodka masy
calego ukladu (zaréwno klasycznego jak i kwantowego) jest calkowicie niezalezna sie od dyna-
miki wewnetrznej uktadu i jest taka sama jak dynamika pojedynczej klasycznej lub kwantowej
czastki w takim potencjale. Udowodnienie tego faktu, za [18], jest wlasnie przedstawione w tym
rozdziale.

1 Separacja dynamiki klasycznej

Rozwazamy uktad N identycznych, klasycznych punktéw materialnych o masie m oddzia-
tujacych ze soba sitami dwucialowymi, ktore sa izotropowe i jednorodne w przestrzeni. Caly
ukltad umieszczony jest w putapce - zewnetrznym polu harmonicznym, ktérego parametry moga
zmienia¢ sie w czasie. Hamiltonian takiego ukladu jest nastepujacy!:

N 2 m N N N
— ' b
H = E 7 +5 E r®V.r® + E g U(|r“—r |>, (1.1)
a=1 a=1 a=1b>a

gdzie funkcja U jest potencjalem oddziatywania, a macierz 1% opisuje zewnetrzne pole i jest
symetryczna, ew. zalezng od czasu macierzg. Oczywiscie potozenia 7% i pedy p® sa wzajemnie

ndeksy gorne (z literami z poczatku alfabetu) numeruja czastki, a indeksy dolne (z literami ze $rodka
alfabetu) numeruja wspolrzedne przestrzenne wektorow.



2 Separacja dynamiki oddzialujacego ukladu

sprzezonymi zmiennymi kanonicznymi, tzn. spelnione sg nastepujace nawiasy Poissona:
{ri 05y = 60, (1.2a)
{rf,r? = {pg,plj’»} =0. (1.2b)

Aby uprosci¢ nasz opis mozemy przejsé do uktadu odniesienia zwigzanego ze $rodkiem masy
catego uktadu:

1N N
—_ a _ a
R—NZT, P—Zp. (1.3)
a=1 a=1
Wtedy wspotrzedne poszczegblnych atomoéow w tym ukladzie wyrazaja sie nastepujaco:
1
R*=r"—-R, P =p° — NP' (1.4)

W tym miejscu nalezy podkreslié, ze taka zamiana zmiennych nie jest transformacja kano-
niczna. Nowe wspolrzedne R® i P® nie s bowiem niezalezne, a zwiazane zalezno$ciami:

N
> R*=0, Y P"=0. (1.5)
a=1

Ze wzgledu na te zalezno$ci nawiasy Poissona dla nowych zmiennych maja postaé:

T T
{Ri B}y = 5D > {ripy =5 00" = by, (1.6a)

a=1 b=1 a=1 b=1
{Ri,R;} = {P,P;} =0, (1.6b)
a a 1 1 al b a 1
b=1
N
{PLRS} = {P.r8}—{P,Rj} = {ph.ri} +0i; =0, (1.6d)
b=1
{Ri,R}} = {B,P'}=0, (1.6e)

a a a a 1 a
By P}y = {0 Py = (R, PP} = (], P} = (ol )} — o {rd Py} =

N
1 1
_ ab a ,c\ __ ab
= 0507 - Zl{m P} = 0550 — <05, (1.6f)
(R, R}y = {P,P}}=0. (1.6g)

Z zaleznosci (1.6f) widaé, ze przesuniete zmienne dynamiczne (1.4) nie sa dobrymi zmiennymi
kanonicznymi, gdyz dla roznych czastek (a # b) wystepuje nieznikajacy nawias Poissona. Jest
to efekt wspominanej wczesniej zaleznosci nowych zmiennych (1.5).

Inaczej jest natomiast ze zmiennymi opisujacymi dynamike $rodka masy R i P. Z wzoréw
(1.6a) i (1.6b) wynika bowiem, ze maja one wiasno$¢ zmiennych kanonicznych. Dodatkowo



znikajace nawiasy Poissona (1.6¢), (1.6d) i (1.6e) oznaczaja, ze sa one catkowicie niezalezne od
pozostatych stopni swobody uktadu. Ma zatem sens pytanie o hamiltonian i dynamike opisujaca
srodek masy calego uktadu.

Hamiltonian (1.1) mozna przepisa¢ do nowych zmiennych wykorzystujac nastepujace zwiazki:

N N
Y rtvart = Y (R*+R)-V-(R'+R) =
a=1 a;l N N
= Y R“V-R"+2RV-) R"+) RV-R=
a=1 a=1 a=1
N
= Y R“V-R*+NRV'R, (1.7)
N a;l . ,
ZP(LZ _ Z(Pa_i_N) _
a=1 a=1
- ZP“2+—ZP“ P2
N
= ZPGQJF%, (1.8)
a=1
N N N N
ZZU<|r“—rb|> - ZZU(|R“—Rb|>. (1.9)
a=1b>a a=1 b>a

Hamiltonian separuje sie nam formalnie na dwie czesci, z ktorych jedna jest zwiazana wy-
lacznie ze zmiennymi opisujacymi ruch $rodka masy, a druga ze zmiennymi (niekanonicznymi)
opisujacymi dynamike wzgledem $rodka masy poszczegdlnych czastek:

H=Hcm + Hr. (1.10)
P? mN
Pa2 a a a b
Hr = Z + ZR VR +ZZU<|R ~R'|). (L.11b)
a=1 a=1 b>a

Poniewaz zmienne $§rodka masy maja znikajace nawiasy Poissona z pozostalymi zmiennymi,
to znikaja rowniez nawiasy {R;, H;} = {P;, Hr} = 0. Tym samym ruch $rodka masy jest catko-
wicie opisany przez hamiltonian Hcyy, ktory jest taki sam jak hamiltonian opisujacy dynamike
pojedynczej czastki o masie mN w zadanym zewnetrznym potencjale harmonicznym.



4 Separacja dynamiki oddzialujacego ukladu

2 Separacja dynamiki kwantowej

Analogicznej separacji mozemy dokonaé¢ w przypadku kwantowego nierelatywistycznego ukla-
du N nierozréznialnych czagstek. Najtatwiej to zauwazyé uzywajac formalizmu drugiej kwanty-
zacji w obrazie Schrodingera, gdzie wszystkie operatory sa niezalezne od czasu. Wprowadzamy
zatem operatory pola 12(7’) i ot (r) speiajace odpowiednie relacje (anty)komutacyjne?:

). = NeD =), (1.12a)
[0, 5], = [dfe).dten], = o (1.12b)

gdzie operator liczby czastek N zdefiniowany jest nastepujaco:
N= /d%« DY), (1.13)

Kwantowy hamiltonian rozwazanego uktadu czastek zapisujemy w tym formalizmie nastepu-
jaco:

A~ A~ —_ 2 2 A ~
H = /d3r1,Z)T(r)< va +%T-V-r>1p(r)+

+ % //d37‘ A3’ TZT(T){E[(T/)U(’T _ ’I"/‘) 12}\(,',,/)12}\(/”)7 (114)

gdzie tak jak poprzednio macierz 1% jest symetryczna i moze zalezeé¢ od czasu. Mozna pokazaé,
ze dla tak zdefiniowanego hamiltonianu operator liczby czastek N jest stala ruchu, tzn. jest
przemienny z tym hamiltonianem.

Tak jak zostalo pokazane w pracy [18| rozseparowanie hamiltonianu nastapi jesli wprowa-
dzimy nowe operatory (odpowiedniki wspolrzednych w uktadzie srodka masy) i wprowadzimy
nowe (przesuniete) wspolrzedne:

R = %/d‘g’r ﬁT(r)r{p\(r), (1.15a)

P - ?/dgr D) ), (1.15b)

re = r—R, (1.15¢)
he. = "v_1lp (1.15d)
7 ) N

Oprocz tego, ze operator liczby czastek N jest stata ruchu, to dodatkowo jest on przemienny
z operatorem potozenia srodka masy R i catkowitego pedu P. Natomiast operatory R i P
spelniaja nastepujaca relacje (wynikajaca z tego, ze [r;, 0j] = —d;;):

(R Py| = inNs;. (1.16)

2Zgodnie z twierdzeniem o zwiazku spinu ze statystyka komutatory sa w przypadku bozonéw, a antykomutatory
w przypadku fermionéw.



Dodatkowo operatory te komutuja z operatorami pola w nastepujacy sposob:

~

Riw)] = < [ [Ee e dw) i) -
= L [er [Pe.dw) #

1 ~ ~
= —ﬁ/d?’r'Né(?’)(r—r') r Y(r') =

—~

r’) =

= —r(r), (1.17a)
o] = & [ e [3) V d)

1

=)
3
I

= [ [0 00 o i) -
h ~ ~
= =7 /d3r'N5(3) (r—7") Vi p(r') =

= iANVi(r). (1.17Db)

Analogicznie jak w przypadku klasycznym kazda cze$é hamiltonianu mozna formalnie po-
dzieli¢ dwie czesci:

A~ ~

/ &Br ey Vo Br) = / Pro 9 (1) ro-Vore Dre) +

+ NR.V-R, (1.18)
/ & Pt (r) V2 (r) = / Pre P (re) V2 D) +
1 -
- P (1.19)

[ [ an St (e - o) S -

= / / &Pre Bl T ()T (FD)U (fre — 7)) D(rh)d(re). (1.20)

Zatem analogicznie jak dla dynamiki klasycznej (1.10) mozemy zapisa¢ hamiltonian jako:

H =Hou + Hi, (1.21)
gdzie:
P’ N

—~ mN ~ ~ =
H = ——+ —R-V-R, 1.22a

o = et (1.222)

~ ~ —-m*v: m . ~

_ 3, Ot c Moy
Hr /d re P (re) ( o + 5Te 1% rc> P(re) +

- % / / Bre Bl T (re)dt (U (e — 1)) D) (re). (1.22b)



6 Separacja dynamiki oddzialujacego ukladu

Tak zapisany hamiltonian opisuje dynamike dwoch uktadéw, z ktoérych jeden (ten opisujacy
dynamike srodka masy) w ogole nie zalezy od dynamiki wewnetrznej uktadu. Jest tak dlatego,
ze operatory polozenia srodka masy R oraz catkowitego pedu p komutuja z hamiltonianem ﬁj.
Istotnie, wykorzystujac relacje (1.16) i (1.17) otrzymujemy:

RA| = [RA| - [RAN| = gﬁ _ %13 o, (1.23a)
[13,7%] - [13,7%} . [ﬁ,ﬁm} — —ihmN?V-R+ihmN*V-R=0.  (1.23b)

W tym miejscu nalezy podkresli¢, ze separacja ruchu srodka masy zachodzi dla dowolnej
zaleznosci macierzy V od czasu.



Rozdziat 2

Dynamika czastki w obracajacej sie
pulapce harmoniczne]

W tym rozdziale zostanie przedyskutowana dynamika klasycznej czastki w jednostajnie ob-
racajacym sie trojwymiarowym potencjale harmonicznym. Jak wynika z analizy przedstawionej
w poprzednim rozdziale dokladnie taka sama dynamika opisuje ruch $§rodka masy dowolnej liczby
klasycznych czastek oddziatujacych sitami zaleznymi tylko od odlegtosci miedzy nimi, jak réw-
niez ruch §rodka masy dowolnego uktadu kwantowo-mechanicznego.

Jest zatem jasne, ze dokladne zrozumienie dynamiki klasycznej w takim potencjale jest
bardzo wazne w calej analizie problemu dynamiki uktadu oddziatujacego, a jak sie okazuje nie
jest ona do korica znana w literaturze (patrz [3]), cho¢by ze wzgledu na uproszczenia jakich sie
zawsze w takiej analizie dokonuje.

Zajmujemy sie dynamiks czastki w trojwymiarowym dowolnie asymetrycznym potencjale
harmonicznym, obracajacym sie wokot ustalonego kierunku w przestrzeni, ale dowolnie zoriento-
wanego wzgledem osi glownych putapki. Szczegdlnym przypadkiem naszej analizy (ktory rowniez
zostanie przedyskutowany) jest obrot wokot jednej z osi gléwnych putapki, ktory jest standar-
dowym podej$ciem w dotychczasowych pracach [4, 5].

1 Uklad obracajacy sie

1.1 Roéwnania ruchu

Uktad obracajacy sie nie jest uktadem inercjalnym. Nie jest zatem w nim spetniona II zasada
dynamiki. Taki uktad jest scharakteryzowany w ukladzie inercjalnym przez antysymetryczny
tensor drugiego rzedu zwany predkoscia katowa Q. Oczywiscie predkosé katowa (jak kazdy tensor
antysymetryczny w trojwymiarowe]j przestrzeni) jest stowarzyszona z pewnym pseudo-wektorem
Q zwanym wektorem predkosci katowej poprzez relacje:

Q' = FQ (2.1)

gdzie € jest calkowicie antysymetrycznym tensorem Levi-Civity. Czasami przydatne jest row-
niez zapisanie wektora predkosci katowej jako: € = Qn, gdzie n jest wektorem jednostkowym
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wskazujacym kierunek osi obrotu, a 2 jest dtugoscia wektora predkosci katowej.
Predkosé katowa pozwala nam przeliczaé¢ ewolucje dowolnej wielkosci wektorowej z uktadu
inercjalnego do obracajacego sie zgodnie ze wzorem:

—u=—u-—Qu (2.2a)

lub inaczej poprzez wykorzystanie wektora predkosci katowej €2:

d’ d
—u=—u—QXu. 2.2b
d’t dt ( )
Zgodnie z tymi wzorami przeksztalcaja sie wszystkie wielkosci wektorowe; w szczegdlnosci po-
tozenie i jego pochodne. Stosujac dwukrotnie ten przepis do wektora potozenia i wykorzystujac
IT zasade dynamiki do przyspieszenia mierzonego w ukladzie inercjalnym otrzymujemy odpo-
wiednik II zasady dynamiki w ukladzie obracajacym sie zwany wzorem Coriolisa':

1 . .
—F =#+2Q7+0%r, (2.3)
m

Drugi czton po prawej stronie tego réwnania historycznie nazywa sie przyspieszeniem Coriolisa,
a trzeci przyspieszeniem odsrodkowym.

1.2 Hamiltonian

7 punktu widzenia teoretycznego jak réwniez praktycznego wazne jest, aby znalezé hamilto-
nian, ktory prowadzi do wzoru Coriolisa (2.3). Wiemy, ze w ukladzie inercjalnym do II zasady
dynamiki prowadzi prosty hamiltonian:

p?

H(t) = 5+ V(rt). (2.4)

Jesli tylko V (7, t) jest energia potencjalna pola sity, tzn. F = —VV (r,t).
Pokazemy teraz, ze do wzoru Coriolisa prowadzi hamiltonian, ktory jest postaci (patrz np.
[5]):
p?

H(t) = %—Fr-ﬂ-p—i—V(r,t). (2.5)

Kanoniczne réwnania Hamiltona dla takiego hamiltonianu maja postaé:
1
m
F—

Po= —p—Qr, (2.6a)
Q-p.

p = (2.6b)

10d tej pory kropka bedzie oznaczata pochodng po czasie w ukladzie obracajacym sie.



RoézZniczkujac pierwsze réwnanie, oraz wykorzystujac réwnanie pierwsze i drugie do wyrugowania
pedu kanonicznego otrzymujemy:

1 R
i o= —p— Q7
m
1 1 4 -
= —F—-——Qp-—Q7
m m
1 14 . A
= —F——Q-(mi‘—i—mQ-r)—Q-i'
m m
— Lr 20402 (2.7)
m

Widzimy zatem, ze aby opisywaé¢ pewien uktad zadany jakim$ hamiltonianem w uktadzie obra-
cajagcym sie nalezy do hamiltonianu dodaé¢ czton r-Q2-p, ktory jest sprzezeniem momentu pedu
do predkosci katowej putapki: Q-(r x p).

2 Obracajacy sie potencjal harmoniczny

Energia potencjalna w trojwymiarowym potencjale harmonicznym jest forma kwadratowsa
wychylenia czastki ze stanu rownowagi. Jezeli taki potencjal sie obraca, to jedyna zmiana jest
taka, ze owa forma zalezy od czasu. Pozostaje jednak nadal forma kwadratowa wychylen. Zatem
hamiltonian czastki w obracajacym sie potencjale harmonicznym zadany jest nastepujaco:

H(t) = P %r-f/(t)-r. (2.8)

2m
Widag¢, ze znaczenie fizyczne ma jedynie cze$é symetryczna macierzy V(t) dlatego od tej pory
bedziemy zakladali, Ze macierz ta po prostu jest symetryczna. Aby opisywala ona uktad har-
moniczny musi by¢ dodatnio-okreslona, aby hamiltonian mial minimum i tym samym ruch byt
faktycznie harmoniczny.
Aby uprosci¢ dalsze rozumowanie wygodnie jest opisywaé nasz uktad w ukladzie wspotobra-
cajacym sie z potencjatem, w ktéorym potencjal nie zalezy od czasu. Zgodnie z argumentami
przedstawionymi w podrozdziale (1.2) hamiltonian w tym ukladzie ma postac:

p2

2m

H=2"trQp+ %r-f/-r. (2.9)
Hamiltonian ten juz nie zalezy od czasu, bo jedyna taka zaleznos¢ byta w potencjale, ktory sie
obracal.

Dodatkowo w tym uktadzie mozemy wybraé¢ uktad wspédlrzednych w ten sposéb, aby ma-
cierz potencjalu 1% byta diagonalna (jest bowiem macierza symetryczna). Predkosé katowa jest
oczywiscie nadal macierza antysymetryczna. Sparametryzujmy macierz potencjatu i predkosé
katowa nastepujaco:

) V, 0 0 ) 0 -9 Q
v=[o0o v, of, a=[ « 0o - . (2.10)
0 0 V -, Q 0
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Kanoniczne réwnania ruchu zadane przez hamiltonian (2.9) maja postac:
1
r = —p-—Q-r, (2.11a)
m
p = —-mV.-r—Q-p. (2.11b)

3 Stale ruchu

7 punktu widzenia prostoty opisu ruchu, jak réwniez wiedzy na temat samej dynamiki wazne
jest aby znaé stale ruchu wystepujace w problemie. Znajomosé bowiem statych ruchu zdradza
nam nie tylko jak w prosty spos6b mozna dynamike scharakteryzowaé, ale réwniez méwi nam
o symetriach uktadu. Dlatego teraz zajme sie problemem istnienia stalych ruchu w naszym
uktadzie.

3.1 Liniowe stale ruchu

Na poczatek sprawdZzmy, czy w naszym uktadzie wystepuja state ruchu liniowe w potozeniach
i pedach. Najbardziej ogélna taka stata ruchu musi by¢ postaci:

C=nr+&p, (2.12)

gdzie wektory m i € sa pewnymi parametrami charakteryzujacymi nasza wielkos¢. Rézniczkujac
ta wielkos¢ po czasie i wykorzystujac rownania ruchu (2.11) otrzymujemy:

0=C = nr+&p=
_ ,,7.<ip_ Q.r> b (—mVr—Qp) =
m
= <Q-n—m‘7-£)-r+<fl-£+%n> P. (2.13)

Zadanie, aby wielkos¢ C byta stala ruchu jest zatem réownowazne z zadaniem, aby byl speliony
ponizszy uktad réwnan na parametry £ i n:

0 = Qn-—mV-E, (2.14a)
A 1

0 = Q&+—n. (2.14b)
m

Wyznaczajac z rownania (2.14b) wielko$¢ n i wstawiajac do réownania (2.14a) otrzymujemy
natychmiast réwnanie:

((22 + f/) £=0. (2.15)
Rownanie to w ogolnosci nie moze by¢ spelione (poza trywialnym przypadkiem & = 0). Jednak

wystepujaca tu macierz 02+ V dla pewnych wartosci predkosci katowej ) jest zdegenerowana.
[stotnie, w naszej parametryzacji ma ona postaé:

Ve — Q2 — Q2 Q.Qy 0.9,
Crv= .9, v, — Q202 2,90, ) (2.16)
0,0, Q,0, V.- -2
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Degeneracja wystepuje gdy predkos¢ katowa pulapki zeruje wyznacznik tej macierzy, tzn. gdy
spelnione jest rownanie dwukwadratowe:

0 = Det (QQ + V) =02 (Tr(V) — QQ) n-Vn + @°n-V2.n + Det(V). (2.17)

Warunek ten wyznacza nam dwie charakterystyczne czestosci w naszym problemie dane wzorem:

b+ Vb2 — 4dac
Q= | 5 ——, (2.18)

gdzie a = n-V-n, b =Te(V)n-V.n — nV2nic= Det(V). Poniewaz parametry a, b i ¢ sa
dodatnie to wyznaczone w ten sposdb czestosci sa rzeczywiste.

Jak sie okaze w podrozdziale (5.1) pomiedzy tymi czestosciami lezy tzw. pierwszy obszar
niestabilnosci, w ktérym uklad ma niestabilne rozwiazania, a wyznaczone tutaj czestosci 2
wyznaczaja takie predkosci obrotu putapki, dla ktérych dodatkowa stata ruchu zwigzana jest
z pojawiajaca sie wtedy swobodna dynamiks.

3.2 Kwadratowe stalte ruchu
Podobng analize mozemy przeprowadzi¢ dla wielkosci, ktére sg kwadratowymi formami po-
tozen i pedéw. Najogolniejsza postaé takiej wielkosci mozna zapisa¢ nastepujaco:

N . 1 -
2 2m

gdzie macierze U, WiT sa parametrami charakteryzujacymi nasza zachowana wielkosé. Bez
zmniejszania ogdélnosci mozemy przyjaé, ze macierze TiU sa symetryczne, gdyz ich czedci
antysymetryczne nie wnoszg, zadnego wktadu do wielkosci C. Postepujac analogicznie jak w po-
przednim przypadku obliczamy pochodng tej wielko$ci po czasie i wykorzystujemy réwnania
ruchu (2.11) otrzymujac:

. ~ ~ ~ 1 N
m

O
<W _ TQ) p. (2.20)
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Zadajac zatem, aby wielkosé C byla stala w czasie otrzymujemy uktad rownan?:
0 = [QU} WV - VW, (2.21a)
0 = [Q W] T (2.21b)
0 = {QT} + W+ W (2.21¢)

Jest to uklad réwnan liniowych na macierze U TiW. Rozwigzanie takiego uktadu nie jest
trudne koncepcyjnie, ale zmudne. Dlatego do jego rozwigzania uzytem programu do obliczen
symbolicznych Maple 8. Szczegdlowy sposob rozwiazywania tego uktadu przedstawiony jest
w dodatku A. Tutaj podam tylko wynik tej analizy.

Okazuje sie, ze ten uktad réwnan mozna spelni¢ na trzy niezalezne sposoby, a macierze
opisujace nasze state ruchu mozna wyrazi¢ w sposéb niezalezny ani od ich parametryzacji ani
od wyboru uktadu wspotrzednych:

1. stata zerowego rzedu® - hamiltonian

(2.22a)

Il
O <>

T
CG={ U
W

Oczywiscie takiego wyniku nalezalto sie spodziewaé, gdyz w uktadzie obracajacym sie ha-
miltonian nie zalezy od czasu i tym samym jest stalg ruchu.

2. stala pierwszego rzedu

T vV — 302
Co=8 U = V2-V-Q2-Q2V-QV-Q (2.22b)
W QV+2V-0— O3

3. stata drugiego rzedu

(T = 3V24+402.V 4+4V- 02+ Q.V-Q 4802V +
—13Te(V)(Q2 — O?)

U = 3V3—2V.-Q%— 200V +302.V-O0%2 - 020V -O+

Cs = —3V2.02 - 302.V2 —3Q0.V2.0 - 9V- 02V —6V-Q-V-Q+  (2.22¢)
—6Q-V-Q-V —5Q2V2 + 13 Tr(V-Q2)V

W o= —20° —2V-O3 4+ 203V + 702.V-Q + 40 V- Q02+

+3Q0-V2 4+ 6V-Q-V +6V2.Q

2Wykorzystujemy fakt, ze dla wielkosci stojacych pomiedzy dwoma polozeniami lub dwoma pedami istotne
sa tylko ich czesci symetryczne. )
3Rzedem statej ruchu okreslamy wymiar macierzy T w jednostkach kwadratu czestosci.
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Istnienie trzech stalych ruchu kwadratowych w potozeniach i pedach nie powinno nas dzi-
wi¢. Nasz uklad jest bowiem kanonicznie réwnowazny uktadowi trzech niezaleznych oscylatorow
harmonicznych, ktérych struktura jest zaprezentowana w dalszej analizie. Tym samym mamy
tak naprawde trzy hamiltoniany jednowymiarowych oscylatoréw i kazdy z nich jest statg ruchu
w naszym problemie. Transformacja kanoniczna taczaca nasz uktad ze wspomnianym ukta-
dem niezaleznych oscylatoréw jest liniowa. Znalezienie jednak jej jawnej postaci z praktycznego
punktu widzenia jest niewykonalne. Znajomosé trzech statych ruchu w naszym problemie daje
natomiast pelng informacje o zachowanych wielkos$ciach, a nieznane hamiltoniany sa nadal nie-
znang kombinacja liniowa tych statych.

Przypadek zdegenerowany

Jesli wektor predkosci katowej putapki jest réwnoleglty do jednej z jej osi gtéwnych wyzna-
czone powyzej stale ruchu staja sie liniowo zalezne. Jest tak dlatego, ze ruch w kierunku osi
obrotu catkowicie sie wtedy oddziela od reszty dynamiki i energia drgan w tym kierunku staje sie
jedna ze statych ruchu. Wtedy pozostajemy z problemem dwuwymiarowej putapki harmonicznej
obracajacej sie wokot osi prostopadlej do plaszczyzny putapki. Uktad taki ma dwie state ruchu
kwadratowe w pedach i potozeniach okreslone przez uklad rownan (2.21). Maja one postac:

1. stala zerowego rzedu - hamiltonian

T =1
=S W = Q (2.23a)
U =V

Oczywiscie hamiltonian catego uktadu nadal ma ta sama postaé, z tym ze predkos$é katowa
Q) jest teraz macierza dwuwymiarowa postaci:

(2 )

Warto zauwazy¢ juz w tym miejscu, ze z tego powodu przypadek dwuwymiarowy jest duzo
tatwiejszy do rozpatrywania od przypadku ogélnego - trojwymiarowego. W tym przypadku
bowiem kwadrat predkosci katowej jest macierza proporcjonalng do macierzy jednostkowej
i tym samym jest przemienny ze wszystkimi innymi macierzami.

ol

2. stala pierwszego rzedu

T =V
Co=3 W = QV+2V.Q+20° (2.23D)
U = V24vV02-Q.v.Q

4 Rozwiazanie poprzez mody wlasne

4.1 Rownanie charakterystyczne

Rownania ruchu (2.11) sa rownaniami liniowymi. Dlatego naturalna droga ich rozwiazywania
jest poszukiwanie rozwigzan w postaci tzw. modéw wlasnych. W tym celu zapisujemy réwnania
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ruchu w postaci:
G =(oh 56 e

<r(t)> zbudowany z wektoréw potoze-

p(t)
nia i pedu. Rozwiazania liniowego réwnania ruchu (2.24) poszukujemy w postaci modu wtasnego
- rozwigzania oscylacyjnego o czestosci w:

i wprowadzamy nowy, szesciowymiarowy wektor R(t)

R(t) = Roe™". (2.25)
Po wstawieniu do (2.24) otrzymujemy uklad rownan liniowych jednorodnych, ktory musi spelniaé¢
amplituda R:
_ O —iwl 17
@ —iwl wl ) Ry =0 (2.26)
—mV —Q —dwl
W ten sposéb dostajemy warunek jaki musi spelniaé czestosé wlasna modu w, bowiem nie-
trywialne rozwiazanie tego rownania istnieje tylko wtedy, gdy wyznacznik macierzy mnozacej
amplitude R znika. Dostajemy zatem charakterystyczne rownanie na czestosci wlasne w zalez-

nosci od parametréow putapki, kierunku jej obrotu, oraz predkosci katowej obrotu. Jak zostato
pokazane w [18] ma ono postac:

Wb + Aw + Bu? +C =0, (2.27)

gdzie parametry rownania dane sa wzorami [18]:

A = —20%-Tx(V), (2.28a)
4 2 ’ ’ TT(V)Q - TT(VQ)

B = Q'+ [3n-Ven—Te(V)] + 5 , (2.28b)

C = —'nVn+0? {Tr(V)n-V-n—nVQ-n — Det(V). (2.28c¢)

Widag¢, ze rownanie charakterystyczne jest funkcjg kwadratu predkosci katowej putapki. To ozna-
cza, ze czestosci charakterystyczne, tak jak nalezy sie spodziewaé, nie zaleza od znaku predkosci
obrotu €. Rownanie (2.27) jest w istocie rownaniem trzeciego stopnia na kwadraty czestosci wla-
snych poszczegdlnych modéow y = w?. Warto rowniez zauwazyé, ze rownanie charakterystyczne
w tej parametryzacji w ogéle nie zalezy od masy czastki.

Czestosci wlasne zaleza od roznych parametrow, ktore mozemy (przynajmniej teoretycznie)
kontrolowaé¢ w do$wiadczeniu: kierunek i predkosci obrotu putapki i jej wartodci wlasne. Jesli
mamy do czynienia z putapks o ustalonych wartosciach wtasnych i ustalony jest kierunek jej
obrotu to jedynym parametrem, ktéry mozemy zmieniaé jest predkosé obrotu Q. W takiej
sytuacji réwnanie charakterystyczne

Q. Q) = x>+ A(V,Q,n)x*> + B(V,Qn)x + C(V,Q,n) (2.29)

definiuje nam pewna krzywa na ptaszczyznie {2y i pozwala graficznie odczytywaé wartosci wlasne
drgajacego uktadu (Rys.2.1).
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3 4 5 6
X

Rysunek 2.1: Krzywa zadana przez wielomian charakterystyczny (2.29) dla putapki V, =1, V, =21V, =3
oraz kierunku obrotu zadanym przez wektor jednostkowy n, = n, = n, = 1/4/3. Linie przerywane ograniczaja
pierwszy obszar niestabilno$ci, w ktorym kwadrat jednej pary czestosci wlasnych staje sie ujemny. Natomiast
pomiedzy kropkowanymi liniami znajduje sie drugi obszar niestabilnosci, gdzie istnieje tylko jedno rzeczywiste
rozwigzanie réwnania charakterystycznego.

5 Stabilnosé ruchu

Uktad harmoniczny bedziemy nazywamy stabilnym, gdy wszystkie jego mody wtasne (2.25)
beda mialy rzeczywiste czestosci wlasne. Jest to bowiem warunek konieczny, aby drgania uktadu
byly ograniczone. Uktad bedzie zatem stabilny dla tych predkosci obrotu putapki €2, dla ktorych
wszystkie trzy pierwiastki wielomianu (2.29) beda rzeczywiste i dodatnie.

Jak widaé¢ na rys. 2.1 moze sie zdarzy¢, ze istnieje taki przedziat predkosci obrotu €2, dla
ktorego dwie przeciwne czestosci wlasne sa urojone (ich kwadrat jest ujemny). To oznacza,
ze amplituda takich modéw zmienia sie wyktadniczo w czasie - dla jednego modu narasta, dla
drugiego wygasa. Poniewaz rozwiazanie (polozenie i ped w funkcji czasu) musi byé¢ wielkoscia
rzeczywista to jest ono kombinacja liniowa tych dwoch rozwiazan (zadne z nich nie jest rzeczy-
wiste) 1 w zwiazku z tym uktad bedzie niestabilny. Zakres tych predkosci obrotu, dla ktoérych
zachodzi taka sytuacja nazywamy pierwszym obszarem niestabilnosci.

W og6lnosci mozemy mieé réwniez do czynienia z drugim obszarem niestabilnosci. Widaé
bowiem na rysunku 2.1, ze (przynajmniej dla tej konkretnej sytuacji) istnieje taki przedzial
predkosci obrotu, dla ktorego istnieje tylko jedno rzeczywiste rozwiazanie réwnania charaktery-
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stycznego (2.29). Dwa pozostate sa zespolone i sprzezone do siebie?. W tym przypadku mamy
do czynienia z innym typem niestabilnos$ci - wystepuja oscylacje, ktorych amplituda narasta
7 czasem.

Warto rowniez zauwazy¢ w tym miejscu, ze dla odpowiednio duzej predkosci obrotu putapki
uklad zawsze bedzie stabilny. Jest to powszechnie znany efekt stabilizujacych wlasnosci sity
Coriolisa, ktorego naj$mielsza realizacja jest tzw. pultapka Paula®.

Doktadne zbadanie wystepowania obszaréw niestabilnosci jest przedmiotem dalszej dyskusji.

5.1 Pierwszy obszar niestabilno$ci

7 pierwszym obszarem niestabilno$ci mamy do czynienia, gdy jedno z rozwigzan réwna-
nia charakterystycznego (2.29) jest ujemne. Obszar ten zaczyna sie i koriczy zatem dla takiej
predkosci obrotu, przy ktorej jedna z czestosci wlasnych sie zeruje. Iloczyn wszystkich trzech
kwadratow czestosci wlasnych jest dany przez wyraz wolny réwnania charakterystycznego wziety
z minusem —C (V, Q,n). Jest on wielomianem dwukwadratowym w predkosci katowej putapki

Q.
W22 = 'V on — QATe(VIn-V-n —n-V2.n) + Det(V). (2.30)

Zatem pierwszy obszar niestabilnosci znajduje sie pomiedzy miejscami zerowymi tego wielomianu
ze wzgledu na predko$é katowa putapki. Wielomian ten ma miejsca zerowe jesli wyrdznik tego
réownania A jest nieujemny (jesli jest rowny 0 to nie istnieje obszar, w ktorym czestosé wlasna
jest urojona). Pokazmy, ze wyréznik ten nigdy nie jest ujemny. W tym celu, bez zmniejszania
og6lnosci wywodu, przejdzmy do uktadu wspoétrzednych, w ktérym pulapka jest diagonalna, a jej
wartodci wlasne spelniaja zwigzek V, <V, <V, i rozpiszmy ten wyréznik w tym ukladzie.
A = (Tt(V)n-V-n—n-V2n)? —4Det(V)n-V-n =
2
= [(Va+Vy+ Vo) (n2Ve +niVy +n2Ve) = naV: = ni Vil — n2V7]
—AV,VyV.(n2V, + iV, + n2Vs)
= [n2Va(Vy + Vo) +n2V, (Ve + V2)
— AV Vy Vo (n2Vy + nVy + n2Vs)
= [n2Vi(Vi = V) + 2V, (Vs = Vo) + n2Va(Vy — V)] +
+HV VL (VaVynZng + VoVen? — Van2V. + Vo Von2n2 + V, Vang +
—anZVy +nivV2 4 aning —n2V2 + V2n2n2 + VynianZ +
2 2‘ _

—i—anZni) = |Wykorzystujemy: ni =1- n, —n;

+niV, (Vg +V)]

= [n2Va(Ve = V) + 02V (Ve = Vo) + n2Va (Ve — V)]
+AnZV, Vo (Ve = Vo) (Vy — Vi) 2 0 (2.31)

Widzimy, ze wyréznik jest suma dwoéch nieujemnych wyrazen, zatem nasze twierdzenie jest
prawdziwe.

4Rozwigzania sa sprzezone, bo wspoélczynniki rownania charakterystycznego sa rzeczywiste.
5Paul za swoj pomyst putapkowania jonéw otrzymal w 1989 Nagrode Nobla z fizyki.
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Warto zauwazyé¢, ze wyr6znik ten moze sie zerowa¢ w pewnych warunkach i tym samym
pierwszy obszar niestabilnosci nie bedzie wystepowat. Moze to zachodzi¢ w dwoch przypadkach:

1. Putapka jest cze$ciowo symetryczna:
o jesli V, =V, to:
A= ”in(Vz —Vy)+ nin(Vz = Vy) =Va (Ve = V)1 - ”32;)
Zatem wyroznik ten znika jedli mamy obrot wokot trzeciej osi gléwnej putapki n, =1
(sytuacja zaprezentowana na rysunku 2.2) lub gdy pulapka jest catkowicie syme-
tryczna, tzn. V, =V, = V..
o jesli V, =V, lub V, =V to otrzymujemy analogiczne warunki obrotu woké? trzeciej
osi gtéwnej, odpowiednio n, = 1 lub n, = 1.
2. jedli kierunek obrotu nie ma sktadowej n, lub n,:0
e jesli ny = 0 to:
A = [niVm(Vz V) + (- ni)Vz(Vm - Vy)]2 =
= [niVy(Vz = Vo) = Va(Vy — Vx)]z-

Widaé¢ zatem, ze wyr6znik znika jesli:

2 _ Va(Vy — Vi)
= 2.32
n:L‘ (Vz Vx) ? ( a)
n? = M (2.32b)
Vy(Ve = Vi)’
Wielkosci te automatycznie spelniaja warunki n2 +n? = 1 oraz n2 < 1 dla do-

wolnych wartosci wlasnych macierzy V spelniajacych wcze$niej wymagany warunek
Ve <V < V.. Przy tym warto zwréoci¢ uwage, ze n, = 1 zachodzi tylko dla V, = V.,
an; =1tylkodla V, =V,.
Ten przypadek jest bardzo ciekawy, a zauwazony dopiero w naszej pracy [1|. Znikanie
bowiem pierwszego obszaru niestabilnosci zachodzi dla dowolnie asymetrycznej pu-
tapki harmonicznej jesli tylko odpowiednio wybierze sie kierunek osi jej obrotu. Taka
sytuacja jest zilustrowana na rysunku 2.3.
e jesli n, =0 to:
A = [niVm(Vz V) + (- ni)Vy(Vz - Vm)]2 =
= [nin(Vx = Vy) + Vy(Vz — Vx)]2
i warunek znikania wyréznika
2 Vy(VZ B VJ:)
VUV = V)
spelnia warunek n, <1 tylko w trywialnej sytuacjach V, = V,, = V, (i wtedy n, = 0)
oraz V, =V, (wtedy n, = 1).

n (2.33)

5Taki warunek daje mozliwo$é wyzerowania drugiego czlonu wyréznika (2.31).
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Rysunek 2.2: Krzywa zadana przez wielomian charakterystyczny (2.29) dla putapki V;, = V. = 2 oraz V,, = 3.
Obrot nastepuje wokol osi Y pulapki, tzn. wektor obrotu jest zadany przez ny = 1, ny = n. = 0. W takim
przypadku zeruje sie wyréznik (1) i pierwszy obszar niestabilnosci nie wystepuje.

5.2 Punkty o podwyzszonej symetrii

Warto zauwazy¢, ze warunek wystepowania dodatkowej statej ruchu (2.17) liniowej w po-
tozeniach i pedach jest réwnowazny zerowaniu sie jednej z czestosci wlasnych, co wynika ze
wzoru (2.30). Tym samym dyskutowane wczesniej dodatkowe symetrie zwiazane z dodatkowa
statg ruchu pojawiaja sie dla tych predkosci obrotu putapki, ktére ograniczaja pierwszy obszar
niestabilnosci. Dlatego punkty te nazywamy punktami podwyzszonej symetrii.

Pojawienie sie dodatkowej stalej ruchu jest oczywiscie zwiazane z dodatkows symetrig hamil-
tonianu. Aby pokazaé istnienie tej stalej w naturalny sposéb nalezaloby wykonaé transformacje
kanoniczna do zmiennych opisujacych poszczegolne mody. W takich zmiennych cze$é opisujaca
mod o zerowej czestosci miataby tylko czes¢ swobodna Hp = %.

Stosunkowo tatwo mozna podaé taka transformacje w przypadku zdegenerowanym - gdy
obrét putapki odbywa sie wokoét jednej z osi gléwnych. Bez zmniejszania ogblno$ci mozemy
przyja¢ wtedy, Ze obrét nastepuje wokot osi z z predkodcia katowa /V,, dla ktérej mamy do
czynienia z punktem o podwyzszonej symetrii. Hamiltonian takiego uktadu ma wtedy postaé
(dla uproszczenia m = 1):

2 2 2 2 2 2
p Ve Viy?  Vir
M=t B o 4 2 Vi(ap, — o). (2.34)
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Rysunek 2.3: Krzywa zadana przez wielomian charakterystyczny (2.29) dla putapki V, =1, V, =21V, = 3 oraz
kierunku obrotu zadanym przez wektor jednostkowy n, = \/§/2, ny = 0, n. = 1/2. Taki kierunek obrotu spelnia
warunki zerowania wyréznika (2.32). Jak wida¢ w tym przypadku nie wystepuje pierwszy obszar niestabilnosci
nawet dla pulapki asymetryczne;j.

Nowe zmienne kanoniczne, ktore rozseparowuja taki hamiltonian maja postac:

1

Ry = Ve +Vy)r — 24/ Vipy |, 2.3ba

L= e (Ve Ve -2V (2.35)

V, =V,

P o= 2= V 2.

1 3V$ + Vy (px + Vaﬁy> 9 ( 35b)

1

Ry = —— (Vo +V,)y—2VVepe|, 2.35

> T 31, [0+ Vi r:| (2.35¢)
P, = py+ Vs, (2.35d)
Ry = =z, (2.35€)
Py = p.. (2.35f)

Latwo sprawdzi¢, ze jest to transformacja kanoniczna. Istotnie, mamy bowiem nastepujace
nawiasy Poissona:

1 Vv, —V,
R, P} = Y 2 (V,+V,+2V,) =1, 2.36a
th B VOV + V)V, — Vo) \ 3Va — v, vtV (2.362)
1
{R, P»} Ve +Vo+V,)) =1, (2.36b)

3V, +V,
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Rysunek 2.4: Krzywa zadana przez wielomian charakterystyczny (2.29) dla putapki V, =1, V, =31V, =4
w przypadku gdy obrét nastepuje wokél jednej z osi putapki n, =n. = 01iny, = 1. Pierwszy obszar niestabilnosci
jest ograniczony wtedy przez czgstosci Q— = /V, oraz Qy = /Vi. Jest tak zawsze dla obrotéw wokot jednej
z osi. W ogo6lnodci szerokosé pierwszego obszaru niestabilnosci zalezy réwniez od kierunku obrotu.

{Rly P2} - {R2a Pl} — 07 (236C)
B 1 “2VVa(Va + V) +2VVa(Va + V) _
{Ri,R2} = N A 3é+% 2 =0, (2.36d)

(PLP) = ,/%(—M+m>:o (2.36¢)

W tych nowych zmiennych kanonicznych hamiltonian (2.34) ma postac:

P2 P} P2 (3V,4V, V.
H:%+72+73+%R%+7R§- (2.37)

Widzimy zatem, ze dynamika opisana zmiennymi (R1,P;) jest dynamika swobodna, a mod uzu-
pelniajacy drga z czestoscia /3V, + V,, a dodatkowa stala ruchu liniowa w pedach (zgodnie z
rozumowaniem w punkcie 3.1.) jest po prostu kanoniczny ped Pj.

5.3 Drugi obszar niestabilnosci

Drugi obszar niestabilnosci charakteryzuje sie tym, ze istnieje tylko jeden rzeczywisty pier-
wiastek wielomianu charakterystycznego (2.29). Dwa pozostale sa zespolone i sprzezone do
siebie.
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Rysunek 2.5: Krzywa zadana przez wielomian charakterystyczny (2.29) dla putapki V, =1, V, =21V, =3
przy minimalnym odchyleniu osi obrotu od osi pulapki, tzn. n, = sin(1/20), ny, = 01 n. = cos(1/20). Widac, ze
natychmiast pojawil sie drugi obszar niestabilnosci (pomiedzy przerywanymi liniami).

Na poczatek udowodnijmy nastepujace proste stwierdzenie: jesli obrét putapki nastepuje
wokél jednej z jej osi gléwnych, to drugi obszar niestabilnosci nie wystepuje. Istotnie, zat6zmy
bez zmniejszania ogdlnosci, ze obrét nastepuje wokot osi z, tzn. w uktadzie wspotrzednych,
w ktorym macierz potencjaltu jest diagonalna kierunek obrotu jest zadany przez n = (0,0,1).
Wtedy wielomian charakterystyczny natychmiast sie faktoryzuje do postaci:

Q) = [X* —x2® + V, + V) + Q' — Q*(V, + V) + V.V, ] (x — V2). (2.38)

To co wida¢ od razu, to fakt, ze dynamika wzdhuz kierunku obrotu jest calkowicie niezalezna
od pozostalych stopni swobody, jak réwniez od predkosci obrotu. Jest to oczywiste, gdyz obrot
moze zmienia¢ dynamike tylko w plaszczyZnie prostopadiej do kierunku obrotu. Pozostajemy
wiec w zasadzie z problemem dwuwymiarowym.

Rownanie kwadratowe na kwadraty czestosci wlasnych, ktoére opisuje dynamike w kierunku
prostopadtym do osi obrotu ma rzeczywiste pierwiastki jesli tylko nastepujacy wyrdznik jest
nieujemny:

A = 20+ V,+V,)? -4 - Q*(Vu + V) + V. V) =
892(‘/96 + Vy) + (VJ: - Vy)2 > 0. (2.39)

Zatem faktycznie, dla obrotu woké! jednej z osi gtéwnych putapki drugi obszar niestabilnosci nie
wystepuje.

Jesli tylko o$ obrotu jest odchylona od kierunku osi gtéwnej (nawet minimalnie) natychmiast
pojawia sie drugi obszar niestabilno$ci. Taka sytuacje ilustruje rysunek 2.5.
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Rysunek 2.6: Szerokos¢ drugiego obszaru niestabilnosci w funkcji kierunku osi obrotu dla putapki V, = 1,
Vy, =21V, = 3. Kierunek osi obrotu okreslony przez katy ¢ i 6 zwiazkami n, = sin(6) cos(¢), n, = sin(8) sin(¢)
in, = cos(f). Wida¢, ze drugi obszar niestabilnosci nie wystepuje tylko, gdy obrét nastepuje wzgledem osi
gltownej putapki.

Warunkiem istnienia drugiego obszaru niestabilnosci jest istnienie pierwiastkéw podwojnych
wielomianu charakterystycznego (2.29) dla dwoch réznych predkosci obrotu putapki. Wtedy
bowiem drugi obszar niestabilnodci (jak wida¢ cho¢by z rysunku 2.1) znajduje sie miedzy tymi
predkosciami. Jak wiadomo z elementarnej algebry istnieje algorytm pozwalajacy sprawdzaé
istnienie miejsc zerowych wielomianéw trzeciego stopnia (jakim jest (2.29)). Trzeba bada¢ w tym
celu wyr6znik wielomianu trzeciego stopnia postaci:

A*  AB €>2 (M)g, (2.40)

Ag=(=—
3<27 6 2 9

Latwo sie przekonaé, ze wyrdznik ten jest jednak wielomianem piatego stopnia w kwadracie
predkosci obrotu putapki i jedynie analiza numeryczna zagadnienia jest mozliwa.

Dobrym parametrem charakteryzujacym drugi obszar niestabilnosci jest jego szerokosé, ktora
definiujemy jako réznice kwadratéw predkosci obrotu putapki ograniczajacych ten obszar, tzn.:
o= Q% — Qf (linie kropkowane na rysunku 2.1). Dla ustalonej putapki mozna badaé¢ zaleznosé
pomiedzy szerokoScia obszaru o, a kierunkiem osi obrotu (rysunek 2.6). Z takiej analizy, ktora
oczywiscie nie jest Scistym dowodem matematycznym, wynika, ze drugi obszar niestabilnosci
wystepuje zawsze, jesli tylko obrét nie nastepuje wokot jednej z osi gtownych putapki.
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6 Symulacja numeryczna dynamiki

Dobra ilustracja do rozwazani o réznych obszarach niestabilnosci i stabilnosci sa symulacje
numeryczne trajektorii czgstki znajdujacej sie w takiej pulapce. Symulacje realizowatem za
pomoca samodzielnie napisanych programéw (dodatek B).

6.1 Obroé6t zdegenerowany

Na poczatek rozwazmy dynamike czastki w pulapce obracajacej sie wokoét jednej ze swoich
osi gtéwnych. Jak byto juz dyskutowane na poczatku podrozdziatu 5.3 w takim przypadku
mamy do czynienia z catkowita separacja dynamiki wzdluz osi obrotu i do rozwazenia pozostaje
jedynie dynamika dwuwymiarowa w plaszczyznie prostopadtej do osi obrotu. Jesli przyjmiemy,
ze obrot nastepuje wokot osi z z predkoscia katowa € to w ptaszczyznie prostopadlej do tej osi
ruch (w uktadzie obracajacym sie) jest opisany przez dwa réwnania:

i o= (9% = V) + 29y, (2.41a)
(% =V, )y — 2. (2.41b)

Roéwnania te sg oczywiscie rozwigzywalne analitycznie. Moga tez stuzyé jako réwnania wyjsciowe
w analizie numerycznej. Zadajac warunki poczatkowe mozna wykresli¢ trajektorie czastki dla
roznych predkosci obrotu putapki € przy ustalonych parametrach putapki (rysunek 2.7).

6.2 Obrot niezdegenerowany

W ogdlnosci obrét putapki moze nastepowaé wokoél dowolnie ustalonej osi wzgledem osi
gtownych putapki. W takim przypadku nie zachodzi separacja dynamiki, a dodatkowo pojawia
sie drugi obszar niestabilno$ci. W takim przypadku réwnania ruchu sa nadal liniowe, ale duzo
bardziej skomplikowane.

W tym przypadku trudno jest wyobrazié¢ sobie obrét naszej putapki i tym samym zrozumieé
dynamike w uktadzie obracajacym sie. Dlatego w tym przypadku wykreslitem trajektorie ob-
serwowane w ukladzie laboratoryjnym, w ktérym putapka sie obraca. Jak wida¢ z rysunkéw 2.8
w tym przypadku rowniez charakterystyka trajektorii zalezy od obszaru (nie)stabilnosci.
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x
(a) Brak obrotu. Standardowa krzywa Lisajoussa. (b) Powolny obrét (2 = 0.2). Pierwszy obszar stabil-
nosci.
Y v
X X
(c) Obrot destrukcyjny (2 = 1.5). Pierwszy obszar (d) Szybki obrot (2 = 2). Drugi obszar stabilnosci.

niestabilnosci.

Rysunek 2.7: Trajektorie czastki w plaszczyznie prostopadlej do osi obrotu w pulapce o parametrach V, = 3
i Vy =1 w zaleznosci od predkosci obrotu. Dla takiej putapki pierwszy obszar niestabilnoci wystepuje w za-
kresie predkosci obrotu Q € (1,v/3). Widaé zdecydowana réznice w dynamice pomiedzy pierwszym obszarem
stabilnosci (gdzie dominujaca role maja sity potencjalu modyfikowane przez site odsrodkowa) i drugim obsza-
rem stabilnosci (gdzie funkcje stabilizujaca pelni sita Coriolisa). Warunki poczatkowe wybrane jako: z(0) =1,
y(0) =0, 2(0) =0, y(0) = 1 w przyjetych jednostkach. Osie nie sa wyskalowane, gdyz w potencjatach harmonicz-
nych (zgodnie z zasada podobienstwa mechanicznego) wszystkie trajektorie sa do siebie podobne, tzn. skaluja sie
razem z warunkami poczatkowymi.
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z
Y
X
(a) (€2 = 0) Brak obrotu. Ze wzgledu (b) (€2 = 0, 1) Powolny obrét. Pierwszy (C) (€ = 1,5) Obrét destrukcyjny.
na warunki poczatkowe ruch odbywa sie¢ obszar stabilnosci. Pierwszy obszar niestabilnosci.

wylacznie w plaszczyznie X — Y.

(d) (@ = 2,1) Obrét stabilizujacy. (e) (2 = 2,9) Obrét destrukcyjny w (f) (€ = 4) Stabilizacja bardzo szybkim

Drugi obszar stabilnosci. drugim obszarze niestabilnosci. obrotem.

Rysunek 2.8: Trajektorie czastki w ukladzie laboratoryjnym znajdujacej sie w obracajacej sie putapce o pa-
rametrach V, = 3, V, = 2i V, = 1. Kierunek obrotu zadany przez n, = 0, n, = n, = 1//2. Dla takiej
pulapki pierwszy obszar niestabilnosci wystepuje w zakresie predkosci obrotu ) € (%, \/g), a drugi (z obliczen
numerycznych) w zakresie Q@ € (~ 2,49;~ 2,98) Widaé¢ zdecydowana roznice w dynamice pomiedzy pierw-
szym (wyktadnicze narastanie amplitudy), a drugim (oscylacje narastajace) obszarem niestabilnosci. Dodatkowo
pierwszy obszar stabilnosci (przewazaja sily pulapkujace) rozni sie od drugiego i trzeciego obszaru stabilnosci
(role sil stabilizujacych pelni sita Coriolisa). Wida¢ réwniez, ze dla odpowiednio szybkiego obrotu ruch jest
ustabilizowany. Linie przerywane okreslaja o$ obrotu putapki. Warunki poczatkowe wybrane jako: z(0) = 1,
y(0) = 2(0) = 0, (0) = 2(0) =0, ¥(0) = 1 w przyjetych jednostkach.
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Rozdziatl 3

Wplyw pola grawitacyjnego na
dynamike

Dotychczas dyskutowatem dynamike czastki znajdujacej sie jedynie pod wplywem obraca-
jacej sie pulapki. Oczywiscie w rzeczywistych eksperymentach (np. wykonywanych na kon-
densujacych atomach w takich putapkach) nie mozna pomina¢ wplywu pola grawitacyjnego.
Owszem, jesli obrot putapki nastepuje wokol pionowej osi (tak byto we wszystkich znanych mi
doswiadczeniach) wplyw ten jest trywialny, gdyz jedynie zmienia polozenie punktu rownowagi.
Celem niniejszej pracy jest jednak przedyskutowanie dynamiki w dowolnie obracajacej sie pu-
lapce i w tym przypadku (jak zostanie pokazane w tym rozdziale) uwzglednienie sit grawitacji
prowadzi do zupekie nowych zjawisk ([1]).

1 Dlaczego grawitacja jest wazna?

Wydaje sie w pierwszym odruchu, ze stale pole grawitacyjne nie powinno mieé¢ znaczacego
wplywu na dynamike w pulapce harmonicznej. Jednak nalezy zauwazy¢, ze jesli potencjal ob-
raca sie wokot osi nieréwnolegtej do kierunku pola grawitacyjnego, to w ukladzie obracajacym
sie sita grawitacji bedzie ,widziana” przez czastke jako obracajgca sie sita wymuszajaca. Z pro-
stego kursu mechaniki wiemy natomiast (patrz np. [5]), ze wszedzie gdzie pojawia sie cykliczna
sita wymuszajaca przy pewnych warunkach moze zajs$¢ zjawisko rezonansu. W tym przypadku
réwniez mozemy mieé¢ do czynienia z takim efektem.

2 Wirowanie pola grawitacyjnego w ukladzie obracajacym sie

Jak bylo wspomniane juz wczesniej (Rozdzial 2. punkt 1.1.) w ukladzie nieinercjalnym
obracajacym sie inaczej ewoluuja wielkosci wektorowe - zgodnie ze wzorem (2.2). Aby wyznaczy¢
ewolucje wektora przys$pieszenia grawitacyjnego w uktadzie obracajacej sie putapki wprowadzmy
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nastepujacg baze ortogonalnych wektordw:

e1 = n(nG), (3.1a)
ez = G—n(nG), (3.1b)
e3 = nxey=nxGaG. (3.1¢)

gdzie wektor m jest jak zawsze wektorem jednostkowym w kierunku osi obrotu, a G = g(0)
wektorem przyspieszenia grawitacyjnego w pewnej ustalonej chwili czasu. Podkreslmy, ze jest
to baza, ktoéra nie zmienia sie w czasie w uktadzie obracajacym sie. Oczywidcie wektor przyspie-
szenia grawitacyjnego w dowolnej chwili czasu mozna roztozyé¢ w tej bazie:

g(t) = g1(t)er + g2(t)e2 + gs(t)es, (3.2)
a parametry gi,g2 i g3 musza spetnia¢ warunki poczatkowe

91(0) = 92(0) =1, g3(0) = 0. (3-3)
Z jednej strony ewolucja wektora g opisana jest przez ewoluujace parametry:

g(t) = g1(t)er + ga(t)ez + gs(t)es. (3.4)

Z drugiej strony, zwazywszy na fakt, ze g jest wielkoscia wektorows, musi spetnia¢ rownanie
(2.2). Zatem mamy:

§) = —Qxglt) =
= —Q(gin x e+ gn xe+g3n X e3)
= Q(—g2e3+ g3e2). (3.5)

Poréwnujac wyrazenia (3.4) i (3.5) otrzymujemy wzory na ewolucje wspotczynnikéw rozktadu
W naszej umownej bazie:

gl = 0) (36&)
g2 = SQgs, (3.6b)
gg = —Qgg. (360)

Rownania te, po uwzglednieniu warunkow poczatkowych (3.3) maja nastepujace rozwiazanie:

g1(t) =1, g2(t) = cos(0Qt), g3(t) = —sin(Qt). (3.7)
Tym samym, wprowadzajac naturalne oznaczenia: g = e; na czes¢ rownolegla do wektora
predkosci katowej wektora przyspieszenia oraz g, = ez na czes¢ prostopadla, otrzymujemy

ewolucje wektora przys$pieszenia grawitacyjnego w uktadzie obracajacym sie:

g(t) =g + g, cos(Qt) —m x g sin(). (3.8)
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Warto zauwazy¢, ze cze$¢ zalezna od czasu znika jesli tylko obrot putapki nastepuje wokot osi
wyznaczonej przez wektor przy$pieszenia grawitacyjnego!. W tym wlasnie przypadku zjawisko
rezonansu nie zachodzi, bo nie ma oscylujacej sity wymuszajacej. Z ta sytuacja najczesciej mamy
do czynienia w eksperymentach.

Dla dalszych celow warto rowniez zauwazy¢, ze wektor przy$pieszenia grawitacyjnego g(t)
mozna zapisaé jako czes$¢ rzeczywista pewnego wektora zespolonego:

g(t) =% (g + (g1 +i(n x g.)e™). (3.9)

3 Rownania ruchu 1 warunki rezonansu

W obecnosci zewnetrznego pola grawitacyjnego hamiltonian naszego problemu w uktadzie
obracajagcym sie ma postac:

P’ Ao Mo -
= — .Q. . . i . . .1
H(t) 2m+r ptoT Ver —mr-g(t) (3.10)
Hamiltonian ten prowadzi do nastepujacych réwnan ruchu:
dr(t) _ pt) ¢
dp(t A ]
% Ve — Qep(t) + mg(t). (3.11b)
Roéwnania te mozna réwniez zapisa¢ w postaci:
dR(t - ‘
R _ 1(@)-R() +R(G) + G1e™), (312)

gdzie zostaly uzyte nastepujace oznaczenia:

R() = <; i > (3.13a)

B

Il
/—\
b>
I 3=
2~

> : (3.13b)

g = (m(;> (3.13c)

G = (gLH(nxgl)). (3.13d)

Rozwiazanie rownania (3.12) jest czeScia rzeczywista rozwiazania nastepujacego zespolonego
réwnania rozniczkowego:

0
dt

!Podkreslmy, ze putapka moze byé dowolnie zorientowana wzgledem tej osi, tzn. o ta nie musi by¢ osig wlasna
putapki.

= M(Q)-W(t) + G| + G e (3.14)
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7 matematycznego punktu widzenia jest to rownanie liniowe niejednorodne, zatem sposéb jego
rozwigzywania jest jasny - nalezy rozwiazaé¢ réwnanie jednorodne i nastepnie metoda ,;uzmien-
nienia stalej” otrzymaé rozwigzanie rownania niejednorodnego. Mozna jednak na ta procedure
spojrzeé¢ z punktu widzenia fizyki i odpowiednio zinterpretowaé kolejne kroki, jak réwniez otrzy-
many wynik. W tym celu zal6zmy na poczatek, ze znamy juz rozwiazanie zagadnienia wlasnego
dla macierzy M(Q) - doktadna analiza znajduje sie w punkcie 4 rozdziatu 2. Tym samym
przyjmujemy, ze znamy sze$é¢ wektoréw spetniajacych warunek?:

M(Q)- Xy =i wp(Q) X, Vi=1..6 (3.15)

Powszechnie znane twierdzenie matematyczne mowi, ze wektory wlasne kazdej macierzy (ew.
uzupekione o baze jej jadra) sa liniowo niezalezne i stanowia zupelna baze w przestrzeni, w kto-
rej dziala dana macierz. Zatem wektory X}, wczesniej zwane modami wlasnymi, stanowia zu-
pelna baze w naszej przestrzeni i w zwiazku z tym w tej bazie musi daé si¢ przedstawié¢ wektor
przyspieszenia ziemskiego G(t), tzn. istnieja takie wspolczynniki 'yﬁ i ’yﬁ, ze:

6

G = D % (3.16a)
k=1
6

G = > 4. (3.16D)
k=1

Roéwniez rozwigzanie naszego rownania, w kazdej chwili czasu mozna roztozyé w tej bazie:
6
W(t) = A1) X
k=1
lub wprowadzajac inne zmienne o (t) = A¥(t)e=“rV rozklad ma postaé:

of () er Wt (3.17)

NE

W(t) =
k=1

Rozktad ten jest o tyle pozyteczny, ze w tej sytuacji rownanie (3.14) ma postaé:

6 6

Z <iwk(ﬂ) of + dk) it g — Z <iwk(Q) oF ek (@) | ,Yﬁc n ,ch_eiﬂt> X, (3.18)
k=1 k=1

Poniewaz jednak wektory X sa liniowo niezalezne to réwnanie to jest réwnowazne niezaleznym

réwnaniom na wspotczynniki o

da® ki@

dar e i(giwk(m)t, Vi=1..6 (3.19)

+he

2Nawet jesli macierz jest zdegenerowana, to mozna podaé takie wektory - wtedy czesé z nich bedzie stanowila
liniowo niezalezna baza rozpinajaca jadro macierzy M(Q).
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Podkreslmy, ze roztozyliémy nasze rozwiazanie w bazie modéw wtasnych, zatem wspodtczynniki
o (t) maja jasna interpretacje fizyczna - amplitudy danego modu w danej chwili czasu. Z row-
nania (3.19) wynika, ze w ogélnogci amplituda danego modu o*(t) ma charakter oscylacyjny.
Jednak jesli zdarzyloby sie tak, ze czesto$¢ danego modu wlasnego wy jest réwna czestosci ob-
rotu putapki €2, to bedziemy mieli do czynienia z narastajaca liniowo w czasie amplituda danego

k _ zajdzie zjawisko rezonansu. Jest to warunek konieczny, ale nie wystarczajacy, bo-

modu «
wiem gdyby wektor G, nie mial w swoim rozkladzie k-tego wektora wlasnego (tzn. 'yﬁ =0) to
w rownaniu (3.19) nie wystapi ostatni czton i tym samym rezonansu nie bedzie.

Warto zauwazy¢, ze rowniez w punktach o podwyzszonej symetrii (dyskutowanych w punk-
cie 5.2 rozdziatu 2), dla ktorych wy = 0 pierwszy czton rownania (3.19) traci swoj oscylacyjny
charakter. Jesli zatem tylko G| ma w swoim rozkladzie mod odpowiadajacy tej czgstosci to on
bedzie sprzegal sie z grawitacja rezonansowo. Tym razem sam mod ma juz jednak narasta-
jaca liniowo w czasie amplitude i rezonans grawitacyjny bedzie jedynie zwiekszal tempo tego
narastania, ale sam charakter dynamiki tego modu sie nie zmieni.

Rozktad rozwiazania oraz przyspieszenia grawitacyjnego w bazie modéw wlasnych umozliwit
nam latwa interpretacje zjawiska rezonansu i pozwolil wyznaczyé warunek jaki musi byé spet-
niony, aby rezonans zachodzil. Nalezy teraz sprawdzié¢ czy te warunki mozna spelni¢ w realnej

sytuacji.

4 Poszukiwania rezonansu

7 przeprowadzonej powyzej analizy wynika, ze warunkiem koniecznym zajscia zjawiska re-
zonansu jest rownosé czestosci wlasnej pewnego modu i predkosci obrotu putapki Q = w;(£2).
Nalezy zatem rozwiaza¢ rownanie charakterystyczne (2.29) ze wzgledu na predkosé obrotu pu-
tapki, w ktorym polozy siec y = Q2. Po wykonaniu tego podstawienia okazuje sie, ze rownanie
to redukuje sie (patrz [1]) do réownania dwukwadratowego postaci:

DO+ EQ? + F =0, (3.20)
gdzie:
D = -2 [Tr(f/)—n-f/-n],
Tr(V)? — Te(V? L .
E = r(V) 5 1r(v)—|—Tr(V)n-V-n—n~V2-n,
F = —Det(V).

Rownanie to ma rozwiazanie (i tym samym rezonans grawitacyjny moze mie¢ miejsce) jesli jego
wyroznik Ag jest nieujemny. Okazuje sie, ze dla dowolnej putapki i dowolnego kierunku obrotu
tak jest. Istotnie, wypisujac bowiem ten wyréznik w uktadzie, w ktérym macierz potencjalu jest
diagonalna i spetnia V, <V, <V, mamy:

Ag = E?-4DF = (3.21)
= [A=n2/2V,V. — (L +02)V,Ve — (1 +n2/2)V, V)" +
+ AV, [n2(Ve = Va)(V, Ve + V2 /2) + nl(Vy — Vo) (V,Va + V2/2)] .
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Widaé zatem, zZe jest on suma dwoch nieujemnych wyrazen i tym samym réwnanie (3.20) ma
zawsze rozwiazania rzeczywiste, czyli sytuacja rezonansowa moze mie¢ miejsce dla dowolnej
putapki.

Rozwigzan rownania (3.20) mozna rowniez szukaé graficznie podobnie jak to robitem z cze-
stosciami wlasnymi, ktore sa rozwiazaniami réwnania (2.29). Czestosci rezonansowe sa bowiem
zadane warunkiem Q2 = y. Zatem jesli na wykresy przedstawiajace czestosci wlasne ukladu
zostanie dodatkowo naniesiona krzywa zadana warunkiem 22 —y = 0, to miejsca przeciecia tych
krzywych beda zadawaly czestosci wlasne (Rys. 3.1-3.3).

Posta¢ wyrdéznika (3.21) pozwala nam rowniez tatwo sprawdzi¢ kiedy istnieje tylko jedno
rozwiazanie rzeczywiste (wyréznik musi by¢ rowny zero). W tym celu zauwazmy, ze drugi czton
wyr6znika (3.21) mozna wyzerowa¢ w dwoch przypadkach: pulapka jest czesciowo symetryczna
lub obrét nastepuje wokoét osi gtéwnej putapki n,. Latwo sprawdzié, ze pierwszy przypadek jest
nieinteresujacy, gdyz nie daje mozliwosci wyzerowania pierwszego czltonu. Natomiast w przy-
padku drugim jesli tylko spelniony jest warunek:

L_o(Ll | (3.22)
—_ = JE— —_— n{L’ = .
v, v, )

to wyroznik znika i istnieje tylko jedna czesto$é rezonansowa (Rys. 3.4).

5 Symulacja dynamiki z polem grawitacyjnym

Pelne potwierdzenie istnienia rezonansu grawitacyjnego daje symulacja dynamiki pod wpty-
wem pola grawitacyjnego. Tak jak mozna bylo sie spodziewaé¢ w ogblnosci pole grawitacyjne
zmienia polozenie punktu rownowagi i amplitude drgan, a w szczegolnym przypadku (obrotu
z czestoscia rezonansowa) prowadzi do niestabilnego ruchu i ucieczki czastki z putapki (rys. 3.5).
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0 1 2 3 4 5 6

X

Rysunek 3.1: Krzywa zadana przez wielomian charakterystyczny (2.29) dla putapki V, =1, V, =21V, =3
oraz kierunku obrotu zadanym przez wektor jednostkowy n, = sin(%ﬂ)7 ny =0,n, = cos(%ﬂ). Linie przerywane
ograniczaja pierwszy obszar niestablinoéci. Dodatkowo naniesiona jest krzywa rezonansowa Q2 — x = 0 (linia
pogrubiona). Punkty przeciecia definiuja czestosci rezonanowe. W tym przypadku obie czestosci rezonansowe

leza w pierwszym obszarze stabilnosci.

0 1 2 3 4 5 6

X

Rysunek 3.2: Ta sama pulapka co na rysunku 3.1. Tym razem obrét nastepuje wokot osi n, = sin(§), ny =0,
n, = cos(§). Tym razem druga czesto$¢ rezonansowa lezy w pierwszym obszarze niestabilnosci.
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Rysunek 3.3: Ta sama pulapka co na rysunku 3.1. Tym razem obrét nastepuje wokot osi n, = sin(gg), ny = 0,

n. = cos(g5). Nizsza czestos¢ rezonansowa lezy w pierwszym, a wyzsza w drugim obszarze stabilnosci.

o4

0 i ; 3 7 5

X

Rysunek 3.4: Graficzne poszukiwanie czestosci rezonansowych dla putapki V, = 1, V,, = 10/3, V. = 5 oraz
kierunku obrotu ny = 1, ny, = n, = 0. Takie parametry spelniaja warunek (3.22) i dlatego istnieje tylko jedna
czestos¢ rezonansowa.
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(a) Brak obrotu. Sila grawitacji przesunegla polozenie row-

nowagi i zmienila amplitude drgan.

Zv

D,
~

(C) Q= \/3) Rezonansowy wplyw sily grawitacji na dyna-

mike.

e

(b) (€ = 0,15) Powolny obrét w pierwszym obszarze sta-

bilnosci.

),
L

(d) (€2 = 2) Szybki obrét w drugim obszarze stabilnosci.

Rysunek 3.5: Wplyw sily grawitacji na dynamike czastki w obracajacej si¢ putapce. Pulapka obraca sie wokot
swojej osi glownej y. Parametry putapki V, = 1, V. = 3. Warunki poczatkowe z(0) = 1, z(0) = y(0) = 0,
z(0) = ¢(0) = 0, 2(0) = 1. Linia siwa prezentuje trajektorie bez uwzglednienia pola grawitacyjnego. Linia czarna
to trajektoria czastki zakreslona w tym samym czasie w obecnosci pola grawitacyjnego, ktérego przyspieszenie
w przyjetych jednostkach wynosi g = 2. Narys. (c¢) widac¢ jak sila grawitacji rezonansowo destabilizuje dynamike

czastki.
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Rozdziat 4

Klasa uktadéw liniowych

W dotychczasowej analizie dyskutowalem dynamike w obracajacym sie potencjale harmo-
nicznym. Jest to szczegdlny przypadek uktadu liniowego, tzn. takiego, dla ktérego réwnania
ruchu sg rézniczkowymi réwnaniami liniowymi. Gdy do analizy zostalo dodane state pole gra-
witacyjne uklad nadal pozostal liniowy - jedynie pojawila sie niejednorodno$é w réwnaniach
ruchu. W niniejszym rozdziale pokaze, ze kazdy uktad liniowy daje sie sprowadzi¢ do opisanych
juz sytuacji za pomocg odpowiednich transformacji kanonicznych.

Catle uogdlnienie rozwazanego problemu na wszelkie uktady liniowe bedzie miato kluczowe
znaczenie w nastepnym rozdziale, gdzie przedstawie bezposredni zwiazek klasycznych uktadéw
liniowych z dynamika kwantowej paczki gaussowskiej i podam przepis na konstrukcje wszystkich
kwantowych stanéw stacjonarnych dla danego uktadu liniowego.

1 Hamiltonian uktadu liniowego

Poniewaz kanoniczne rownania ruchu Hamiltona powstaja przez jednokrotne rézniczkowanie
hamiltonianu, to uktady liniowe sa opisane takimi hamiltonianami, ktére sa maksymalnie kwa-
dratowe w pedach i potozeniach. Najogélniejszy taki hamiltonian w dowolnej skoiiczonej liczbie
wymiaréow dla zmiennych kanonicznych p i 7 jest postaci:

1 A A m o 1
H= %TI'-F-F +p-Q-+ Ep-G-p%—mf(t)'p%— Eh(t)-ﬂ-, (4.1)

gdzie macierze F oraz G sa symetryczne, a wektory f(t) i h(t) odpowiadaja za ewentualne
niejednorodnosci w réwnaniach ruchu. Aby taki hamiltonian mogt opisywaé uktad fizyczny
nalezy zalozyé dodatkowo, ze macierz F jest dodatnio okreslona, gdyz tylko wtedy wyraz wFm
bedzie petnit role cztonu kinetycznego (energia kinetyczna powinna rosnaé z pedem czastki).

1.1 Diagonalizacja formy pedéw

Zauwazmy, ze istnieje taka nieosobliwa macierz O, ktora spelnia nastepujacy warunek:

OT.F.O=1 (4.2)

37
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Jest tak dlatego, ze macierz T jest symetryczna i dodatnio okreslona'. Wykonajmy zatem
nastepujaca transformacje kanoniczna do nowych zmiennych (p’, w’):

7 = O lm, (4.3a)
p = OTp (4.3b)

Jest to w istocie transformacja kanoniczna, gdyz mamy nastepujace nawiasy Poissona:

{hmj} = OO {pr,m} = OkiO},! = bij, (4.4a)
{vl.oj} =0, (4.4b)
{772,77}} 0. (4.4¢)

Hamiltonian (4.1) w nowych zmiennych kanonicznych ma postac:

H = % %+l Wen' + %p’-ff-p' +m f'(t)-p’ + %h'(t)-ﬂﬂ (4.5)
edzie:
W = 07%Q-0, (4.6a)
v o= 06 (7). (4.6b)
£ty = O-f(), (4.6¢)
W) = (07) h). (4.6d)

1.2 Uproszczenie niejednorodnosci

Prosta transformacja kanoniczna mozna usunaé z hamiltonianu (4.5) jedna z niejednorodno-
$ci. Transformacja taka polega na przesunieciu o staly wektor jednej ze zmiennych kanonicznych
i ma postaé¢ (nowe zmienne kanoniczne to (R, P)):

R=/p, P=x"+h(t). (4.7)

Hamiltonian w nowych zmiennych kanonicznych upraszcza sie do postaci:

1 . m._ o 1. h’
=—P? W-P+—=RU-R—m|—=W-h(t)—f'(t))] R— —. 4.
H o +RW +2RUR m(mW (t) f())R o (4.8)
Wprowadzajac upraszczajace oznaczenie na wystepujacy tu wektor niejednorodnosci:
1 4
g(t) = — TV R(t) = £'(1 (149)

!dodatnio okreslonosé formy jest tutaj kluczowa. Jak wynika bowiem z twierdzenia o bezwladnosci Sylvestera
dla form kwadratowych taka transformacja nie moze zmieni¢ sygnatury formy.
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oraz odrzucajac zalezaca jedynie od czasu wielko$é¢ h’” /2m, ktora nie ma zadnego fizycznego zna-
czenia (nie zmienia ona kanonicznych rownan ruchu) otrzymujemy prosty hamiltonian naszego

uktadu: 1
H= P+ RW-P+ZRU-R—mg(t)R. (4.10)

Warto podkresli¢ w tym miejscu, ze w ogolnosci nie mozna podaé takiej transformacji, ktora
usuwalaby jednoczesnie obie niejednorodnodci. Jest tak dlatego, ze w ogbélnym problemie macierz
cztonu mieszanego W przy usuwaniu jednej niejednorodnosci produkuje drugg.

1.3 Antysymetryzacja czlonu mieszanego

Ostatnim krokiem w uproszczeniu hamiltonianu (4.1) jest usuniecie symetrycznej czesci
czlonu mieszanego. WprowadZzmy w tym celu nastepujace oznaczenia na cze$é symetryczna
i antysymetryczna macierzy W:

§ = %(WJFWT), (4.11a)
O = %(W—WT>. (4.11b)

Wykonajmy nastepujaca transformacje kanoniczna do zmiennych (7, p):

r = R, (4.12a)
P +mS-R. (4.12D)

Jest to faktycznie transformacja kanoniczna, gdyz mamy spelnione nastepujace nawiasy Pois-
sona

{rispit = {Ri, Pj} +mSjp {Ri, R} = 6ij, (4.13a)
{risri} {Ri, Rj} =0, (4.13b)
{pispj} = {P, P} +m?SuSj{Ri, R}
—mSix { Rk, Pj} — mSu{P;, Ri} =
= —m (SiOk; — Sjdu) =
= —mS;; +mSj; = 0. (4.13c)

Zauwazmy, ze spelnienie ostatniego warunku na transformacje kanoniczng (4.13c) bylo mozliwe
jedynie dlatego, ze macierz S jest symetryczna. Tym samym widzimy, ze w og6lnosci nie mozna
wykona¢ transformacji z calty macierza W.

Hamiltonian w nowych zmiennych kanonicznych ma postaé:

2
P Ot (82 -90.8) .y — .
H—2m+er+2r(U S 295>r mg(t)-r. (4.14)

Jak widaé¢ transformacja (4.12) usunela cze$é symetryczng czlonu mieszanego i zmienita od-
powiednio forme kwadratowa w polozeniach. Ze wzgledu na juz opisang subtelnosé¢ zaleznosci
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(4.13c) taka transformacja nie mozna usuna¢ w ogolnosci catego czlonu mieszanego. Wprowa-
dzajac oznaczenie?:

V_0—52— [QS} (4.15)
otrzymujemy nastepujacy hamiltonian naszego uktadu:

P’ Ao mo o

=— Q- —r-V.r— t)-r. 4.16

H 2m+r p+2r r—mg(t)r (4.16)

Hamiltonian ten formalnie wyglada tak samo jak hamiltonian (3.10) opisujacy ruch w obracaja-
cym sie potencjale harmonicznym z jednorodnym, zewnetrznym polem grawitacyjnym. W tym
przypadku jednak hamiltonian ten opisuje dynamike n wymiarowego dowolnego uktadu linio-
wego. Macierz V' w ogolnym przypadku nie jest dodatnio okreslona (co wynika z (4.15)), a wektor
g(t) jednorodnego pola potencjalnego sity zewnetrznej moze w dowolny sposodb zaleze¢ od czasu.

Kanoniczne réwnania ruchu dla czastki opisanej takim hamiltonianem maja postac:

dr P A

= - £_0. 4.1

dt m " (4.172)
dp N N

Udalo sie zatem wykazac, ze dowolny uktad liniowy (tzn. opisany hamiltonianem postaci
(4.1)) moze zostac¢ sprowadzony za pomoca prostych transformacji kanonicznych do uktadu ob-
racajacego sie potencjalu harmonicznego (przyciagajacego lub odpychajacego) w zewnetrznym,
jednorodnym, dowolnie zaleznym od czasu polu sity.

2 Zagadnienie wlasne dla jednorodnego uktadu liniowego

Wazna cecha kazdego uktadu liniowego sg jego czestosci i mody wtasne. Aby je znalezé
rozwazamy oczywiscie uktad jednorodny z usunietym wyrazem mg(t) z rownania (4.17b).
Modem wtlasnym o czestosci w jednorodnego uktadu liniowego nazywamy rozwiazanie postaci:

r(t) = roe, (4.18)
p(t) = poe™t. (4.18b)

Aby mod taki byl rzeczywiscie rozwiazaniem dynamicznych rownari ruchu (4.17) bez niejedno-
rodnosci amplituda tego modu musi spetlniaé¢ réwnanie:

—Q—iw L T
N UL =0. 4.19
< -mV. -0 iw) <p0> (419)

2Ze wzgledu na to, ze iloczyn macierzy 208 stoi pomiedzy dwoma polozeniami istotna jest jedynie jego czesé

symetryczna, ktéra jest rowna komutatorowi tych macierzy [fl, S|.
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Aby istniato nietrywialne rozwiazanie tego ukladu réwnania czestos¢ wlasna modu w musi byé
miejscem zerowym wyznacznika wystepujacej tu macierzy czyli musi by¢ zerem wielomianu cha-
rakterystycznego. Poniewaz rozpatrywany przez nas uktad jest n wymiarowy to réwnanie cha-
rakterystyczne jest wielomianem stopnia 2n w czestosci wlasnej w.

W dodatku C podane jest twierdzenie matematyczne i jego dowod, ze w wielomianie charak-
terystycznym wystepujacej tu macierzy nie wystepuja wyrazy z nieparzystymi potegami w co
znaczy, ze réwnanie to sprowadza sie do réwnania stopnia n na kwadraty czesto$ci wtasnych.
Ptynie stad bardzo wazny fakt fizyczny: niezaleznie od wiasnosci danego uktadu liniowego ani
od ilosci jego stopni swobody czestosci i mody wlasne zawsze sa podzielone na pary. Jesli uktad
ma mod o czestosci w to ma réwniez mod o czestosci —w.

Ten fakt bedzie mial duze znaczenie przy konstruowaniu funkcji falowych uktadu liniowego
w nastepnym rozdziale.
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Klasa ukladéw liniowych




Rozdziatl 5

Funkcje falowe ukladéw liniowych

Rozwazany przeze mnie problem obracajacego sie potencjatu harmonicznego (lub ogolniej
dowolnego uktadu liniowego) jest oczywiscie problemem nierelatywistycznym. Zatem pelny opis
dynamiki kwantowej moze by¢ zrealizowany w jezyku funkcji falowej pojedynczej czastki, ktoéra
spelnia réwnanie Schrédingera. Poniewaz w poprzednim rozdziale wykazalem kanoniczng réw-
nowaznos¢ dowolnego uktadu liniowego z uktadem obracajacego sie potencjalu harmonicznego
w zewnetrznym jednorodnym polu sily, punktem wyjscia do rozwazan kwantowych moze by¢
hamiltonian (4.16)!, w ktérym oczywiscie nalezy zastapi¢ polozenia i pedy przez kwantowe ope-
ratory tych obserwabli. Funkcja falowa w reprezentacji polozeniowej ¥(r,¢) powinna zatem
spetniaé¢ nastepujace réwnanie Schrodingera:

. h2 2 h A m ~
ihoy U (r,t) = —%V + gr-Q-V + E’I’“V-’r‘ —mg(t)-r | U(r,t). (5.1)

Podkredlmy jeszcze raz, ze jest to réwnanie Schrodingera opisujace n-wymiarowy uktad li-
niowy i wystepujace w nim macierze i V sa kwadratowymi macierzami n x n. Dodatkowo
macierze te sg odpowiednio antysymetryczna i symetryczna. Operator rézniczkowania V' ma
n skltadowych, tzn. we wspohrzednych kartezjaniskich ma postaé: V.= > | €e'o;.

W niniejszym rozdziale pokaze, w jezyku funkcji falowej, jaki jest $cisty zwiazek dynamiki
kwantowe]j opisanej rownaniem (5.1) z klasycznym ukladem liniowym opisanym hamiltonianem
(4.16). Okaze sie, ze dynamike paczki gaussowskiej mozna catkowicie zrozumieé znajac jedynie
klasyczne rozwiazania rownan ruchu (4.17). Roéwniez skonstruowanie z klasycznych rozwiazan
dowolnego stanu stacjonarnego jest mozliwe bez potrzeby diagonalizowania kwantowego hamil-
tonianu. W ostatnim kroku podam przepis na konstrukcje zupetnego uktadu funkcji wlasnych
rozwazanego problemu.

'Przy dochodzeniu do tego hamiltonianu zostata odrzucona zalezaca jedynie od czasu wielkosé e(t) = h'2/2m
jako niemierzalna fizycznie. W mechanice falowej moze ona zostac¢ usunigta prosta zmiang globalnej fazy funkcji
falowej ¥ — e h Utdtle(tl)\ll, czyli réwniez nie ma fizycznych konsekwencji.
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1 Dynamika paczki gaussowskiej

W pierwszym kroku do zrozumienia dynamiki kwantowej przeanalizujmy ewolucje paczki
gaussowskiej podyktowanej przez rownanie (5.1). Najogolniejsza paczka gaussowska jest postaci:

U(r,t) = N()e?D/exp (-% (r — R(t))-K(t)-(r — R(t)) + %r-P(t)) : (5.2)

Czes¢ normujaca funkcje falows zostata dla pozniejszych celéw roztozona na jej modut N i czesé
fazows ¢. Zaktadamy, ze nasza funkcja falowa jest dobrze unormowana w chwili ¢ = 0, tzn.:

oh "2
—(0))] . (5.3)

1 :/ & | (r, 0)2 = N(0) :

Oczywiscie rownanie Schrodingera (5.1) zachowuje norme (patrz np. [7, 6]) i dlatego funkcja
falowa podczas swojej ewolucji jest zawsze dobrze unormowana.

Warto zauwazy¢ w tym miejscu, ze aby funkcja falowa (5.2) miala rzeczywiscie ksztatt paczki
gaussowskiej i byla normowalna do jednosci, to okreslajaca jej ksztalt macierz K musi mieé
dodatnio okreslong czesé rzeczywista.

Parametry R i P funkcji falowej (5.2) maja naturalng interpretacje fizyczna. Sa one war-
tosciami $rednimi kwantowomechanicznych operatorow potozenia 7 i pedu p. Mamy bowiem
zwiazki:

7 = / A1) U, 1) = R(D), (5.4)
B = /d"r\Il*(r,t)?V\I!(r,t):P(t). (5.4b)

1.1 Roéwnania ewolucji

Aby wyznaczy¢ réwnania ewolucji dla paczki gaussowskiej (5.2) obliczam najpierw odpo-
wiednie pochodne wystepujace w rownaniu Schrodingera:

oU(r,t) = % + % + %R-f(-(r - R)+
—ﬁ(T—R)-K-(T—R)+ﬁT-P:| U(r,t), (5.5a)
VU(r,t) = [—%K-(r ~R)+ %P] U(r,t), (5.5b)
m,._. - m? .
V2U(r,t) = [—%Tr(K) + ﬁ(r —R)-K-(r—R)+
2mi 2

-~ -P.K-(r—R)- —} (r,t). (5.5¢)
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Wykorzystujac (5.5) rownanie Schrodingera mozna uporzadkowaé i sprowadzi¢ do postaci:
0 = (r—R) [?R’— %R’Q + imQK + %V] (r—R)+
+(r— R)-K- [—imR —imQ-R + z’P} +
+7r- [P +Q-P+mV-R— mg] +

h A P: m

N ;

Zatem rownanie Schrodingera (5.1) jest catkowicie rownowazne nastepujacemu uktadowi row-
nan opisujacych nasza paczke:

%t(t) = —i[%’(t)Q—i-iV—[Q,R'(t)}, (5.7a)
O _ PO g g, (5.7b)
dlz—f) — _mV-R(t) — Q-P(t) + mgl(t), (5.7¢)
%t(“ = @Tr(sfc(t)), (5.7d)
do(t)  h . P(t)? m -

S8 = SInRE@) - S + TRV -R() (5.7¢)

Poréwnujac rownania (5.7b) i (5.7¢) z klasycznymi rownaniami ruchu (4.17) widzimy od razu,
ze dynamika srodka masy paczki gaussowskiej jest catkowicie zgodna z dynamika klasyczna
pojedynczej czastki. Jest to przejaw znanych z kursu mechaniki kwantowej rownari Ehrenfesta
(patrz np. [7]), ktore dla ukladéw liniowych sa spetnione doktadnie?.

Warto réwniez podkredlié, ze dynamika srodka masy paczki gaussowskiej catkowicie odse-
parowala sie od pozostalych (kwantowych) stopni swobody. Zmienne opisujace srodek masy
paczki R i P wystepuja jedynie w rownaniu na zmiane fazy i nie maja zadnego wplywu na
ksztalt paczki. Jest to réwniez wynik zgodny, z rozumowaniem przedstawionym w rozdziale 2.
na temat separacji dynamiki srodka masy.

1.2 Ewolucja ksztaltu paczki

Zajmijmy sie teraz blizej rownaniem opisujacym dynamike ksztaltu paczki falowej (5.7a).
Jest to macierzowe rownanie rézniczkowe, nieliniowe. Jego rozwiazanie moze sie wydawaé bardzo
trudne, jesli w ogdle mozliwe. Réwnania macierzowe postaci naszego réwnania na ksztalt paczki
sa jednak bardzo dobrze przestudiowanymi z matematycznego punktu widzenia réwnaniami
rozniczkowymi znanymi pod nazwa réwnari Riccatiego (8, 22, 9|. Istnieje generalna metoda
matematyczna rozwiazywania takich rownan. Wiedzac jednak, ze réwnanie to opisuje pewien

2Dla ukladéw liniowych mamy bowiem taka wlasnosé, ze sita usredniona po pewnym odcinku przestrzeni, jest
sita od $redniego polozenia, czyli srodka tego odcinka.
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fizyczny uktad postaram sie nada¢ tej metodzie pewna interpretacje fizyczna (postepujac tak
jak bylo to nakreslone innym problemie w [21]), co jak sie p6Zniej okaze bedzie miato kolosalne
znaczenie w zrozumieniu pelnej dynamiki kwantowej rozwazanego uktadu.

Pierwszym krokiem prowadzacym do rozwiazania roéwnania (5.7a) wykonujemy podstawienie
macierzowe postaci:

K(t) = ——N(t)-D71(¢). (5.8)

Na tym etapie wymagamy, aby macierz D nie byla osobliwa w dowolnej chwili czasu. Pozniej
okaze sie, ze jesli macierz D nie jest osobliwa w pewnej ustalonej chwili czasu to nie bedzie
osobliwa réwniez podczas calej swojej ewolucji.

Wykonujac to podstawienie rownanie (5.7a) sprowadza sie do postaci:

N

N-D71Q. (5.9)

]
m

'dNA 'AAdﬁA C o . C
_ LY pt + N1 p-r - LN PN DY iV + Y AQNDL—
m dt m dt m? m

W nastepnym kroku rozbijamy to réwnanie na dwa niezalezne réwnania, ktére musza spelniaé
macierze N i D:

e przyrownujac do siebie pierwszy wyraz z lewej strony z drugim i trzecim po prawej stronie
oraz mnozac z prawej strony przez macierz D i wspolczynnik ¢m otrzymujemy:

— =—mV-D-Q-N, (5.10a)

e przyrownujac do siebie odpowiednie strony ztozone z pozostalych wyrazow i mnozac row-
nanie z prawej strony przez macierz Diz lewej strony przez iloczyn macierzy D-N—1 oraz
wspolczynnik —im otrzymujemy:

—Q-D. (5.10b)

Otrzymujemy w ten sposdb dwa macierzowe réwnania rozniczkowe liniowe na macierze D
i N. Jegli poréwnamy te rownania z klasycznymi roéwnaniami ruchu (4.17) to zauwazymy, ze
kolumny macierzy DiN spelniaja odpowiednio réwnania ruchu dla klasycznych potozen i pedéw.
Cala zatem dynamika ksztattu kwantowej paczki gaussowskiej zakodowana jest w klasycznych
rozwigzaniach réwnani ruchu!

Cata opisana tutaj konstrukcja przeksztalcenia réwnania Riccatiego w uktad réwnari linio-
wych moze wydawaé sie na poczatku oparta na zbyt ostrych zalozeniach. Nie wiemy bowiem,
czy nie istnieja takie rozwiazania réwnania Riccatiego (4.17), ktore nie daja sie przedstawié
w postaci ilorazu dwoch macierzy. W dodatku C przedstawiam ogdlny dowod, ze rozwigzywanie
rownania Riccatiego jest catkowicie réwnowazne rozwigzywaniu uktadu réownan liniowych dla
macierzy N i D i kazde rozwigzanie réwnania (5.7a) daje sie przedstawi¢ w postaci (5.8).
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Przyklad w jednym wymiarze

Zilustrujmy na prostym przyktadzie ([19, 20]) jak dziala opisany powyzej mechanizm kon-
struowania ewolucji paczki gaussowskiej przez rozwiazywanie klasycznych réwnan ruchu. W tym
celu rozwazmy jednowymiarowy oscylator harmoniczny o czestosci w. Hamiltonian dla takiego

uktadu ma postaé:
2 2

p mw- 2
= — 4+ —2" 5.11
om 2 " (5.11)
Hamiltonian ten prowadzi do prostych réwnan ruchu:
S - = ) 5.12
T % m P e mw’e ( )

Rozwiazanie tych réwnan ruchu dla warunku poczatkowego x(0) = xg, p(0) = pp ma postac:

xz(t) = xpcos(wt)+ % sin(wt), (5.13a)
p(t) = pocos(wt) — mwxgsin(wt). (5.13b)

W mechanice kwantowej jednowymiarowy oscylator harmoniczny opisany jest rownaniem Schro-

dingera ([7, 6]):

. w9 2.2
ihoy U (z,t) = (—%W + mwz ) U(z,t). (5.14)
Rozwazmy funkcje falowa w postaci unormowanej paczki gaussowskiej:
1
hm 4 m 2
V(e t) = [ —— i9(t) o= 5p ()2 1
@20) = () 0B (5.15)

Ksztalt paczki opisuje zmienny w czasie parametr «(t). Zgodnie ze wzorem (5.7e) faza funkcji
falowej jest calkowicie zdeterminowana przez ewolucje parametru «(t) i wyraza sie wzorem:

b(t) = —% /0 Ra(r)dr. (5.16)

Zalozmy, ze w chwili poczatkowej paczka falowa jest opisana przez warunek a(0) = kw, gdzie
k jest dowolng stala bezwymiarowa i zbadajmy dalszg ewolucje naszej paczki. Zgodnie z naszymi
poprzednimi rozwazaniami parametr a(t) spetnia rézniczkowe réownanie Riccatiego:

alt) = —ia?(t) + iw?. (5.17)

Wykonujac podstawienie linearyzujace rownanie Riccatiego a(t) = — %% otrzymujemy réwna-

=

nia na parametry d(t) i n(t) zgodne z rownaniami klasycznymi (5.12)°.

d(t) = %t) n(t) = —mw?d(t). (5.18)

3Wielkosci d(t) i n(t) ewoluujg tak samo jak odpowiednio klasyczne potozenie i klasyczny ped.
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Mamy pewna dowolnos¢ w wyborze warunku poczatkowego dla wielkosci n i d zgodnego z wa-
runkiem poczatkowym na parametr a(0) - mozemy wybraé je z doktadnoscia do statej multipli-
katywnej, ktéra nie ma oczywiscie zadnego znaczenie fizycznego, gdyz uprosci sie podczas dzie-

lenia. Mozemy wybraé¢ warunek poczatkowy na przyktad tak: d(0) = —iy/ -2, n(0) = kv/Emw.

mw’
Z rozwiazania klasycznego natychmiast odezytujemy rozwiazanie rownan (5.18):

ity = —i % [cos(wt) — i ksin(wt)], (5.19a)
n(t) = Vhmw kcos(wt) — isin(wt)]. (5.19b)

To pozwala nam wypisaé cale rozwiazanie réwnania Schrodingera bez koniecznosci jego rozwia-
zZywania:

1 I 1 o
o t) = <7r_h> 1 (ﬁcos(wt) —1 ksm(wt)) T s exp < mw k cos(wt) — isin(wt) x2> 7

mw k cos(wt) — i sin(wt) 21 cos(wt) — i ksin(wt)

(5.20)
gdzie faze ¢(t) mozna wyliczy¢ ze wzoru 5.16.

Taka funkcja falowa opisuje dobrze znane z kursu mechaniki kwantowej stany pulsujace zwane
w optyce kwantowej stanami Scisnietymi.

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze jesli w chwili poczatkowej wybralibySmy k& = 1 to cala
zaleznos¢ od czasu pozostanie jedynie w fazie funkcji falowej, ktora jest niemierzalna (reszta
uprosci sie ze wzgledu na to, ze n(t) i d(t) beda wtedy do siebie proporcjonalne). W ten sposob
otrzymamy jeden ze stanéw stacjonarnych rownania Schrodingera (5.14).

2 Gaussowski stan stacjonarny

W przytoczonym przed chwilg przyktadzie jednowymiarowy stan pulsujacy w szczegdlnym
przypadku przechodzil w stan stacjonarny, czyli stan, ktoérego jedyna zaleznos¢ od czasu jest
w zmieniajacej sie fazie. Przedstawie teraz ogdlny przepis na konstrukcje gaussowskiego stanu
stacjonarnego w przypadku n-wymiarowego uktadu liniowego.

2.1 Warunki stacjonarnosci

Z najogolniejszej postaci gaussowskiej funkcji falowej (5.2) oraz wzoréw (5.7) na ewolucje
parametrow tej paczki wynika, ze aby stan ten byl stacjonarny musimy potozy¢ R(t) = 0 oraz
P(t) = 0. Jest tak dlatego, ze rownania na dynamike srodka masy sa catkowicie odseparowane
od reszty i warunki R(t) = 01i P(t) = 0 mozna spetni¢ jedynie w ten sposob. Oczywiscie
wymaga to réwniez, aby nie wystepowalo zalezace od czasu zewnetrzne pole jednorodne g(t)*.
Dlatego od tej pory zaktadamy, ze zewnetrzne pole nie wystepuje.

Aby nie zmienial sie ksztalt paczki falowej musi by¢ spetniony warunek:

d_ 4
—RK =0 5.21
CRE =0, (521a)

4Samo pojecie stanu stacjonarnego jest dobrze zdefiniowane dla hamiltonianéw niezaleznych od czasu.
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gdyz tylko cze$¢ rzeczywista macierzy K ma wplyw na mierzalng ewolucje ksztaltu. Jednak
wzor (5.7a) na ewolucje K sprzega ze soba czesé rzeczywista i urojona macierzy K , a zatem
jedynym sposobem na zapewnienie warunku (5.21a) jest spelienie analogicznego warunku dla
calej macierzy:

d -
TE=0 (5.21b)
Ostatnim warunkiem na stan stacjonarny jest bezsladowos$é cze$ci urojonej macierzy K, ktora
wynika ze wzoru (5.7d) (N = 0). Warunek ten jest jednak automatycznie spetniony jesli tylko
spelniony jest warunek (5.21b), gdyz réwnanie Schrodingera zachowuje unormowanie funkcji
falowej i jesli ksztalt paczki sie nie zmienia to nie ma mozliwosci aby ewoluowata wielkosé
normalizujaca funkcje falowa N (¢).

2.2 Algebraiczne macierzowe réwnanie Riccatiego

Warunek (5.21b) sprowadza sie¢ do problemu znalezienia rozwiazania, tzw. algebraicznego
macierzowego rownania Riccatiego (patrz [22]):

0= —iK3+iV — [Q f(o] . (5.22)

Macierz K nie zalezy od czasu i opisuje ksztalt gaussowskiego stanu stacjonarnego.

Latwo jest sprowadzi¢ to rownanie do uktadu réwnan liniowych wykonujac, tak jak w przy-
padku zaleznego od czasu réwnania Riccatiego, podstawienie (5.8). Nalezy bowiem zauwazy¢,
7e jesli uda nam sie znalezé takie dwie macierze N(t) i D(t), ktore beda miaty postac:

D) = Dy-E(t), (5.23a)

N(t) = No-E(t), (5.23b)
gdzie cala zaleznos¢ od czasu obu macierzy znajduje sie w nieosobliwej macierzy E(t), to wtedy
macierz Ky zdefiniowana zgodnie z (5.8):

Ko = ——N()-D(t) = —%NO-E(t)-E_l(t)-Do_l = —%NO-DO—1 (5.24)
jest niezalezna od czasu. Caly zatem problem rozwiazywania rownania (5.22) sprowadza sie do
znalezienia odpowiednich macierzy N(t) i D(t).

Okazuje sie, ze znalezienie takich macierzy nie jest trudne. Przypominajac sobie bowiem,
ze kolumny tych macierzy spetniaja doktadnie te same réwnania co klasyczne polozenia i pedy
od razu zrozumiale jest, ze wybierajac jako kolumny klasyczne mody wlasne problemu (4.18)
macierze D(t) i N(t) beda mialy poszukiwana whasnoéé (5.23). Wtedy bowiem macierz E(t)
jest diagonalna macierza wykladnikéw typu e™i!, a macierze Dy i Ny maja w i-tej kolumnie
odpowiednio amplitude polozenia i pedu modu wlasnego o czestosci w;. Zatem problem znale-
zienie stacjonarnego gaussowskiego rozwiazania rownania Schrodingera (5.1) sprowadza sie do
znalezienia klasycznych modéw wlasnych problemu.
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2.3 Wyboér modéw wlasnych do konstrukcji IA(O

Przedstawiony powyzej sposob konstrukcji macierzy KO opisujacej stan stacjonarny nie jest
jeszcze kompletny. Nalezy zauwazyé bowiem, ze do konstrukeji tej macierzy jest potrzebnych n
niezaleznych® modéw wlasnych. Jednak rozpatrywany uktad klasyczny, z ktéorego modéw mamy
skorzystaé¢ jest n wymiarowy i zatem posiada az 2n modéw wlasnych. Naturalnie pojawia sie
wiec pytanie, ktére mody wlasne nalezy wybara¢ do konstrukcji macierzy K.

Do tej pory nie wykorzystaliémy jeszcze jednego warunku jaki musi spelniaé¢ kazda macierz
K opisujaca stan gaussowski. Otdz, aby mogt to by¢ stan gaussowski to czesé rzeczywista REK
musi by¢ dodatnio okre§lona. Jest to kryterium, ktore rozstrzyga o wyborze modéw wlasnych
potrzebnych do konstrukeji stacjonarnej macierzy Ky - nalezy wybraé¢ takie mody, aby macierz
K miala dodatnio okreslong cze$¢ rzeczywista.

Nie zawsze jednak mozna takiego wyboru dokona¢. Okazuje sie bowiem, ze jesli uklad
opisywany klasycznymi réwnaniami ruchu jest niestabilny, tzn. przynajmniej jeden z modow
wlasnych ma nierzeczywista (zespolona lub urojona) czesto$¢ wtlasna, to nie mozna wybrac
modow wlasnych tak, aby skonstruowana znich macierz K, speliata powyzszy warunek. Tym
samym istnieje pelna korespondencja pomiedzy stabilnoscia uktadu klasycznego, a kwantowego.

W tym miejscu warto podkresli¢, ze nawet jesli hamiltonian nie jest ograniczony od dotu
(jak np. w ukladzie obracajacego sie z odpowiednio duza predkoscia potencjatu harmonicznego
opisanego w rozdziale 2), ale posiada wszystkie rzeczywiste czestosci wlasne to istnieje dla takiego
uktadu kwantowy gaussowski stan stacjonarny, choé¢ nie jest to oczywiscie stan podstawowy.

W dalszej analizie bede zakladal, ze rozpatrujemy ukiad w obszarze stabilnosci i tym sa-
mym istnieje stacjonarny stan gaussowski dla rozwazanego problemu. Dla p6zniejszych celow
oznaczmy taka paczke (bez unormowania) przez:

Wo(r) = exp (-%rko-r) , (5.25)

gdzie macierz Ky spetia warunki stacjonarnego ksztattu (5.21b).

3 Pozostale stany stacjonarne

W poprzednim punkcie przedstawilem przepis na konstrukcje stacjonarnego stanu gaussow-
skiego naszego uktadu uzywajac jedynie klasycznych modéw wlasnych. Nastepnie wykazaltem,
ze jest on jedynym stacjonarnym stanem gaussowskim. Pojawia sie naturalnie pytanie o inne
stany stacjonarne - najlepiej zupelny ich zbiér. Okazuje sie, ze wykorzystujac znaleziony juz
stan gaussowski oraz klasyczne mody wtasne mozna skonstruowaé wszystkie stany stacjonarne.

3.1 Ruch paczki o stalym ksztalcie

Rownania (5.7) dopuszczaja w oczywisty sposob ewolucje polegajaca na ruchu stacjonarnej
paczki (5.25) po klasycznej trajektorii. Funkcja falowa opisujaca taka sytuacje ma postaé:
iP(t)r

U(r,t) = Ne®/Pexp —;”—h(r — R(t))-Ko-(r — R(t)) + — | (5.26)

5 . . 4 2 . . ., . . 22 . S
°Niezalezno$¢ modoéw jest niezbedna, aby zapewni¢ nieosobliwo$é macierzy Dy.
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gdzie wektory R(t) i P(t) speliaja klasyczne rownania ruchu (4.17b). Wybierzmy specyficzne
rozwigzanie klasycznych réwnan ruchu - mod wlasny o czestosci —w;:

1 A
R(t) = —Rge ™, (5.27a)
K
1 A
P(t) = —Pge ™ (5.27b)
K
Ry i Py sa amplitudami modu klasycznego speliajace uktad réwnan (4.19), a x jest dowolna

stala normalizujaca mod, ktoéra podzniej wybierzemy w odpowiedni sposéb.
Zgodnie z rownaniem (5.7e) faza takiej funkcji falowej spelia rownanie:

. h - P2 m_ .
g ——T _— J— . . P
o(t) 5 r(RKH) 7 t5 R V-R
_ _huni m oo P{ \ oit
= —§Tr(3%K0) + (2/@ Ry-V-Ry — 2mm2> e . (5.28)

Przy zalozeniu, ze w chwili poczatkowej faza funkeji falowej byta wybrana jako ¢(0) = 0 otrzy-
mujemy wzor na faze:

hit » 1 m . P? i
o(t) = —=Tr(RKo) + —— (ERO-V-RO - 2m22> (1 —e 2wty (5.29)

2 2iw;

Wtedy funkcja falowa (5.26) (przy wykorzystaniu oznaczenia (5.25)) ma postac:

U(r,t) = Nexp [z% - %R-KO-R+ %r-KO-R+ %r-P} To(r) =
hit . m’Ry-V-Ry — P} —2iw;t
= Nexp —ETr(%KO) + W Zhom (1 —e™2)
m ~ s mf(o-Ro + ZPQ
_ Ka- 2iw;t . I ) )
QKZQHRO 0 R() (§ +r ( pr ) 0(7“) (5 30)
Wprowadzajac nastepujace oznaczenia:
1 N
QO = §T1“(§RKO), (531&)
N (P2 —m? ROV-RO> (5.31b)
4hwzm 0 ’
1 N
= — (mKo-Ry +iP ) 31
o 2ﬁh<m o Rog+11Py, (5.31c)
_ 1 2 > y 2
b = tmom [m R0-<2wZK0 - V)-R0 +P0] (5.31d)

funkcja falowa daje sie zapisa¢ w postaci:

U(r,t) = Ne Xe 0texp [—ﬁe_%“"’t +2a-r e_i“it] Uy (7). (5.32)
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3.2 Wybér modu wzbudzajacego
W tym miejscu nalezy podkresli¢, ze parametry o i § sg rowne zero jesli wybierzemy mod,
ktory zostal uzyty do konstrukcji macierzy Ky. Wtedy bowiem zachodzi nastepujacy zwiazek:

Ko Ry = —%PO. (5.33)

Ten wniosek wynika bezposrednio z konstrukcji macierzy Ky = —%]\Afo-f)o_ L edyz jesli Ry i Py

sa k-tymi kolumnami odpowiednio macierzy Dy i Ny, to oczywiscie mamy:

0

S
=
|

(5.34)

0

gdzie 1 stoi na k-tym miejscu, a na pozostalych 0. Stad automatycznie wynika, ze parametr o
zadany wzorem (5.31c) réwny jest 0.

Dodatkowo nalezy zauwazy¢ (wykorzystujac zaleznosé 5.33), ze w takim przypadku rownanie
(5.31d) na [ ma postac:

N 1
3 —2iw; Ry- Py — mRy-V - Ry + EP%) . (5.35)

- 452hwi <
Z drugiej strony jednak wiemy, ze amplitudy Rg i Py musza spelnia¢ réwnania wynikajace
z warunku (4.19):
A . 1
—O0-Ry —iwjRy+ —Pyg = 0, (5.363)
m
—mV-Ry — Q-Py —iw; Py = 0. (5.36b)

Mnozac rownanie (5.36a) skalarnie przez Py, a rownanie (5.36b) skalarnie przez R oraz dodajac
do siebie i wykorzystujac antysymetryczno$é macierzy €2 otrzymujemy:

. 1
—2iw; Ry- Py — mRy-V-Ry + — P} = 0. (5.37)
m

Zatem w tym przypadku rowniez parametr [ opisany wzorem (5.35) jest rowny 0 i funkcja falowa
(5.32) sprowadza sie do juz znalezionego stacjonarnego stanu gaussowskiego (5.25).

Od tej pory, bez zmniejszania ogblnosci rozwazan, bedziemy zaktadaé, ze wybrany przez nas
mod nie poshuzyl do skonstruowania macierzy K.
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3.3 Rozwiniecie w stany stacjonarne

Okazuje sie, ze funkcja falowa (5.32) jest superpozycja catej rodziny funkcji wlasnych naszego
problemu - rodziny wzbudzen o czestosci w;.

Po pierwsze zauwazmy, ze dowolna dotychczas zmienna x moze nam teraz postuzyé, aby
uprodci¢ wyrazenie na funkcje falowa. Jesli bowiem wybierzemy ja odpowiednio, to mozemy
sprawié¢, ze wspotczynnik 8 = 1. Spowoduje to odpowiednie przeskalowanie wektora a. Funkcja
falowa ma wtedy postac:

U(r,t) = Ne Xe “lexp [—e 2t 4 2a0-r e ™it] Wy (r). (5.38)

W tym momencie nalezy przypomnie¢ znany powszechnie fakt o funkcji tworzacej dla wielo-
mianéw Hermitte’a Hy, (§). Otoz zachodzi zaleznosé (patrz np. [7]):

0 n
.2 z

o™ Az ZHn(g)H. (5.39)

n=0
Przeprowadzajac to rozwiniecie w funkcji falowej (5.38) (dla & = -7 i z = e ~™i) otrzymujemy:

. 1 4

U(r,t) = Ne Xe 80! Z —H, (- 7)e ™y (r). (5.40)

= n!

Widzimy zatem, ze nasza funkcja falowa jest superpozycja standéw, ktorych ewolucja polega
jedynie na ewolucji fazy - stanéw stacjonarnych. Dla kazdego n mamy okreslony jeden stan
stacjonarny, czyli n-te wzbudzenie i-tego modu. Zatem funkcja falowa stanu stacjonarnego
(nieunormowana) jest:

O (r) = H,(a - 7)T(r). (5.41)

n

Funkcja ta jest funkcja wlasng hamiltonianu z wartoscia wlasna E,(f) = hnw; + h€)y. Przepro-
wadzajac w ten sposob konstrukcje dla wszystkich modoéw wilasnych otrzymujemy wzbudzenia
pozostatych modéw.

Jak juz wczesniej wspominalem rozwiniecie w inne stany stacjonarne jest mozliwe tylko po-
przez wykorzystanie modoéw, ktore nie postuzyty do konstrukeji macierzy Ky W tym momencie
fakt ten ma bardzo dobra interpretacje fizyczna. Ot6z jesli hamiltonian (4.16) jest dodatnio
okreslony, to poprawng macierz K, otrzymuje sie wybierajac do jej konstrukcji mody o dodat-
nich czestosciach wtasnych. Wtedy do konstruowania stanéw wzbudzonych poprzez rozwiniecie
(5.38) uzywamy modow o czestosciach ujemnych. W ten sposéb powstajace funkcje falowe opi-
suja stacjonarne stany kwantowe, ktoére sg funkcjami wlasnymi hamiltonianu, ktoérych warosé
wlasna rosnie z n. 7Z drugiej strony, jesli hamiltonian nie jest dodatnio okreslony, to niektore
z modéw wybranych do konstrukeji macierzy K, maja ujemng czestosé. Tym samym do konstru-
owania niektérych stanéw wzbudzonych bedziemy uzywali modéw o dodatniej czestosci i tym
samym ich warto§¢ wlasnie bedzie malata z n i nie bedzie ograniczona od dotu.

Ostatecznie, poniewaz udalo sie skonstruowaé¢ wzbudzenia dla kazdego n dla kazdej czestosci
wlasnej, a z drugiej strony wiemy, ze uktad daje sie sprowadzi¢ transformacjg kanoniczna do
ukltadu trzech niezaleznych oscylatoréw harmonicznych, to tym samym udato nam sie skonstru-
owaé zupelny uktad stanéw wtasnych hamiltonianu kwantowo-mechanicznego.
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Rozdzial 6

JakoSciowe uwzglednienie oddzialywan

W ostatnim rozdziale swojej pracy postaram sie przedstawi¢ prosty model teoretyczny umoz-
liwiajacy jako$ciowe uwzglednienie wplywu oddzialtywan miedzyatomowych na dynamike uktadu.
Oczywiscie dotychczasowe rozwazania na temat dynamiki srodka masy uktadu sa wcigz aktualne,
gdyz jak juz wykazalem w pierwszym rozdziale jest ona calkowicie odseparowana i niezalezna
od dynamiki wewnetrznej uktadu. Jest to szczegélna wlasnosé dynamiki w potencjatach harmo-
nicznych.

1 Nieliniowe réwnania Schrodingera

Uwzglednienia oddziatlywan miedzyatomowych dokonam w najprostszy mozliwy sposéb - me-
todg pola sredniego. Punktem wyjscia jest hamiltonian oddziatujacego uktadu bozondéw w jezyku
drugiej kwantyzacji (1.14):

2%72
H = /d?’ruﬂ()( hmv +% rV. )J(TH

//d3rd37‘ ’L/JT )1/1T( nu (r—r')@(r')w(r). (6.1)

Wykorzystujac rownania Heissenberga (patrz np. [6, 25]) z wielocialowym hamiltonianem
(6.1) wyprowadzamy réwnania na ewolucje operatoréw polal:

ihoyp(r,t) = [J(r,t),ﬁ]:

IRV - - " 0
[‘ om +%r-v-rJr/dg"",W(?“',f)U("“""/)7/)(7',”5) v(r,1).

W nastepnym kroku rozktadamy nasz operator pola na dwie czesci - jego wartos¢ oczekiwana
U(r,t) = (P(r,t)) oraz caly reszte ¢/ (r,t):

Ol t) = U(r,t) + ' (r, ). (6.2)

"Wykorzystujemy relacje komutacyjne dla bozonowych operatoréw pola (1.12).

95
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Funkcja ¥(r,t) bedzie pelnita role parametru porzadku, a historycznie nazywa sie ja funkcja
falowa ukladu®. Celem rozwazanej przez nas teorii pola $redniego jest znalezienie réwnan dyna-
micznych na ta wlasnie wielkos¢ przy zalozeniu, ze wlasnie ta wielkos¢ w pewnym przyblizeniu
opisuje dobrze zachowanie naszego uktadu, tzn. cze$é operatorowa 1)’ jest w jakims$ sensie mata
i mozna ja traktowaé jako zaburzenie.

W takim przypadku réwnanie na ewolucje (6.2) w pierwszym przyblizeniu ma postaé:

ih@t\ﬂ(r, t) =

h2 2 R
— QZ —i—%r-v-r—i—/d?’r'\lf*(r',t)U (r—r")U(r,t)| O(r,1). (6.3)

Otrzymane réwnanie jest rownaniem nieliniowym na funkcje falowa W(r,t) dlatego nazywa
sie je nieliniowym réwnaniem Schrédingera. Warto podkreslié w tym miejscu, ze nie podwa-
zamy jednak tym samym postulatu mechaniki kwantowej o jej liniowym charakterze. Nielinio-
wosé pojawila sie wylacznie z powodu naszego przyblizenia operatora pola przez jego wartosé
oczekiwang.

Przyblizenie takie pracuje najlepiej, gdy poszczegblne atomy oddzialuja ze soba jedynie na
bardzo krotkich odlegtosciach. Takie oddzialywanie mozemy zamodelowaé¢ potencjatem typu ¢
(patrz np. [25]), tzn. przyjaé, ze oddzialywanie nastepuje jedynie, gdy czastki sie znajduja
w tym samym punkcie przestrzeni®:

Ulr' —r)=g6(r" —r). (6.4)

W zaleznosci od znaku stalej g oddzialywanie miedzy atomami jest przyciagajace lub odpycha-

jace.
Przy zastosowaniu takiego modelu oddzialywania rownanie (6.3) ma postac:

h2 2 R
Y Y 4 g, 2| W, b). (6.5)

ih@t\I’(r, t) = om 5

Jest to tzw. réwnanie Grossa-Pitaevskiiego* wyprowadzone niezaleznie jeszcze w latach '60 przez
Grossa [24] i Pitaevskiiego [23]. Réwnanie to jest bardzo czesto punktem wyjscia przy opisie
kwantowo-mechanicznym zjawiska kondensacji Bosego-Einsteina i jego wtasnosci sa gruntownie
przestudiowane (np. w przegladowym artykule [25]).

2 Logarytmiczne réwnanie Schrodingera

Rownanie Grossa-Pitaevskiiego (6.5) jest dobrze uzasadnionym réwnaniem w przypadku
uktadéw, w ktorych zachodzi kondensacja Bosego-Einsteina i daje wyniki, ktére dobrze pa-
suja do danych doswiadczalnych [25]. Jest to jednak rownanie bardzo skomplikowane i jego
rozwiazania sa znane jedynie numerycznie w konkretnych sytuacjach.

2Jest tak dlatego, ze wyrazenie |¥(r)|*> jest w pewnych warunkach proporcjonalne do gestosci atomow
w punkcie 7.

3Jest to oczywiscie skrajny model matematyczny oddziatywania krotkozasiegowego.

4Rownanie Grossa-Pitaevskiiego formuuje sie najczesciej w ogolniejszej postaci dla dowolnego potencjatu ze-
wnetrznego. Wtedy zamiast wyrazenia %T-V-r pojawia sie dowolny potencjal Vexe (7).
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W latach ’70 zupelnie z innych powodéw [26] rozwazano inne réwnanie typu nieliniowych
rownan Schrodingera, tzw. logarytmiczne réwnanie Schrédingera, ktorym réwniez mozna symu-
lowa¢ oddzialtywanie miedzyatomowe w uktadzie. Réwnanie to ma postacé:

2
O (r,1) = |3V 4 Vese(r,1) — blog(5 |¥(r 1)) W(r 1) (6.6)
gdzie stala b ma wymiar energii i okresla ,site” oddzialywania miedzyatomowego. Stata a jest
jedynie stala wymiarowa zapewniajaca bezwymiarowos¢ argumentu funkcji logarytm. Nie ma
ona znaczenia fizycznego, gdyz jest niemierzalna w zadnym eksperymencie. W kazdym przyjetym
uktadzie jednostek mozemy przyjaé, ze jest réwna 1.

Rownanie (6.6) ma bardzo wiele ciekawych wtasnosci [26, 27|, ale jedna z nich jest dla nas
kluczowo wazna i jest powodem zastosowania tego réwnania, a nie réwnania Grossa-Pitaevskiiego
w dalszej analizie - znane jest jedno analityczne stacjonarne rozwiazanie rownania (6.6) w przy-
padku uktadéw liniowych. Jest to rozwigzania gaussowskie. Zilustrujmy te wlasno$é¢ w najprost-
szym przypadku - jednowymiarowym oscylatorze harmonicznym.

2.1 Logarytmiczne réwnanie Schrodingera dla oscylatora harmonicznego

Stacjonarne logarytmiczne rownanie Schrédingera dla oscylatora harmonicznego o czestosci
wlasnej w ma postaé¢ (a = 1):

2 42
< h* d . %mw%z B blog(!w\2)> W(z) = By(x). (6.7)

- 2m da?

Po wprowadzeniu nowych bezwymiarowych wielkosci &, €, v (dlugosé, energia, stala oddziaty-
wania):

hw
x =1/ —FE, E=—¢, b = hwy (6.8)

réwnanie (6.7) mozna zapisa¢ w postaci:

d2
(55 +€ 211080101 ) 69 = 0(©) 69)
Latwo mozna sie przekonaé, ze unormowana funkcja gaussowska:
1 o
Y(E) = <%) e, a>0 (6.10)

spelnia rownanie (6.9) dla dowolnego . Rzeczywiscie, wstawiajac te funkcje do rownania (6.9)
otrzymujemy:
a—a2§2+§2—’ylogg+2a7§2 =€ (6.11)
m

Poniewaz réwnanie to musi by¢ spelione dla dowolnego & otrzymujemy warunek na parametr
« opisujacy ksztalt paczki gaussowskiej oraz jej bezwymiarowa energie e:

1-a’+2ay = 0, (6.12a)
a — vlog e — (6.12b)
s
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-3 -2 -1 1 2 3

Rysunek 6.1: Rozwiazanie stacjonarnego logarytmicznego réwnania Schréodingera (6.9) dla trzech réznych war-
tosci parametru . Rozwiazanie rownania bez nieliniowosci (7 = 0) ilustruje linia czarna pogrubiona. Linie cienkie
ilustruja rozwiazania réwnania z nieliniowoécia: czarna przyciagajace (y = 2), szara odpychajace (y = —2).

7 réwnania (6.12a) wynika, ze a = v + /72 + 1 opisuje stacjonarng paczke gaussowska® dla
dowolnego ~v. Jak widac¢ z rysunku 6.1 dodatnie v mozna interpretowaé jako efektywne oddzia-
tywanie przyciagajace, a v ujemne jako odpychajace.

Ta podstawowa wtasno$é réwnania logarytmicznego, tzn. istnienie gaussowskiego rozwigza-
nia stacjonarnego dla uktadéw liniowych, pozwala doktadnie przeanalizowa¢ wptyw nieliniowo$ci
na dynamike uktadu i jakosciowe uwzglednienie oddziatywania w opisie.

3 Logarytmiczne ré6wnanie Schrodingera dla wirujacej putapki

Uwzglednienie jakosciowe oddzialywan miedzyatomowych w obracajacej sie putapce harmo-
nicznej oznacza (patrz [2]) zastapienie rownania Schrodingera (5.1) przez rownanie (6.6) z odpo-
wiednimi cztonami odpowiadajacymi za sity putapki i sity pozorne® (pomijamy nieistotng stala
a):

h2

“2m

1hoy W (r,t) = V2+?7‘-Q-V+ %T-V-r—blog(]\ll(r,t)\Q) U(r,t). (6.13)

®Drugie rozwigzanie rownania kwadratowego (6.12a) @ = v — /72 + 1 jest zawsze ujemne i tym samym nie
opisuje paczki gaussowskie;j.
5Problem rozwigzujemy tak jak dotychczas - w ukladzie obracajacym sie razem z putapka
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3.1 Ewolucja paczki gaussowskiej

Podobnie jak to byto zrobione w rozdziale 5. analize dynamiki kwantowej rozpoczynamy od
analizy dynamiki paczki gaussowskiej. W tym celu rozwazamy najogdlniejsza paczke gaussowska
postaci:

U(r,t) = N(t)e®/M exp <— n

o (1 = R()-K()-(r — R(t) + 1r-P(t)> . (6.14)

h

Przeprowadzajac analogiczne rachunki jak w punkcie 1.2 rozdzialu 5. otrzymujemy wzory na
ewolucje parametréw paczki podobne do wzoréw (5.7). Tym razem spodziewamy sie jednak, ze
parametr mierzacy nieliniowos$¢ b pojawi sie w tych wzorach. Réwnania ewolucji maja postac:

%ft) = —z'f((t)2+ﬂ7—[Q,f((t)}%—%m?b%f((t), (6.15a)
dg_it) - ?_Q-R(t), (6.15b)
%f) — _mV-R(t) - O-P(), (6.15¢)
%}ft) = @Tr(sfc(t)), (6.15d)
do(t) h 5 Pt)? m ~

. = Ty DRE®) - =+ SR V-R(®). (6.15€)

Jak widaé¢ z powyzszych wzoréw tym razem réwniez dynamika srodka masy catkowicie sie od-
separowala od dynamiki wewnetrznej. Jest to oczywiscie zgodne z wynikami przedstawionymi
w rozdziale 1. Jak bowiem jest tam wykazane separacja taka zachodzi niezaleznie od postaci
oddzialywan miedzyatomowych, ktére doprowadzily nas do nieliniowego réwnania Schrodingera.

Wtasnoscig logarytmicznego rownania Schrodingera jest natomiast fakt, ze cata informacja
o nieliniowo$ci uwidacznia sie jedynie we wzorze na ewolucje ksztattu paczki (6.15a). Oczywi-
Scie ta nieliniowo$¢ wplywa réwniez posrednio na ewolucje stalej normalizacyjnej i fazy (wzory
(6.15d) i (6.15¢)), gdyz wystepuje tam zaleznosé od macierzy K (t).

Jak wida¢ ze wzoru (6.15a) nieliniowo$¢ sprzega sie do czeSci rzeczywistej macierzy K (t).
Tym samym réwnanie (6.15a) przestaje by¢ macierzowym réwnaniem Riccatiego i nieznany jest
sposob poszukiwania analitycznego rozwiazania takiego rownania.

3.2 Rozwiazania stacjonarne

Podobnie jak w przypadku bez nieliniowosci w stanie stacjonarnym srodek masy musi byé
w stanie rownowagi (jedyny stan réwnowagi opisany jest warunkami R(t) = 0 i P(t) = 0).
Istotne pozostaje zatem jedynie rownanie na ksztatt K, stacjonarnego stanu gaussowskiego wy-
nikajace z rownania (6.15a) i warunku df(o/dt = 0 (od teraz przyjmujemy taki uklad jednostek,
w ktorym m =1, h = 1):

0= —iK2+iV — [Q f(o] +2ibREK, (6.16)
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lub rozdzielajac macierz Ky na czeSé rzeczywista i urojona Ky=A+iB otrzymujemy réwno-
wazny rownaniu (6.16) uktad dwoch réwnan macierzowych:

0 = B-A+A-B—[Q,A}, (6.17a)

0 = B2- A4V - [Q B} + 2bA. (6.17b)

Rownania (6.17) sa nieliniowymi rownaniami macierzowymi i dlatego ich rozwiazanie w trzech
wymiarach jest bardzo trudne. Gléwnym celem rozwazan tego rozdziatu jest jednak jedynie
jakosciowe zbadanie wplywu nieliniowosci na dynamike i dlatego w tym miejscu upraszczamy
nasz problem zaktadajac, ze putapka obraca sie wokot osi rownolegtej do jednej z osi gtéwnych
putapki. Jak byto pokazane w rozdziale 2. W takim przypadku dynamika wzdluz kierunku osi
obrotu catkowicie odseparowuje sie od pozostalych stopni swobody i w naszym przypadku bedzie
opisywana tak jak jest przedstawione w punkcie 2.1. Pozostaje zatem do rozwazenia przypadek
dwuwymiarowy opisujacy pozostale stopnie swobody za pomoca macierzy 2 x 2 spetniajacych
rownania (6.17).

Rozwiazan bedziemy poszukiwaé (tak jak w pracy [2]) w ukladzie odniesienia, w ktorym
macierz V jest diagonalna. Macierze ViQ maja zatem postaé:

(Ve 0 A (0 =0
(D) e (b 8) 619
Macierze A i B parametryzujemy nastepujaco:

i (a1« 5 (B B
io(m o) s- (3 2) 619

Przy takiej parametryzacji rownania (6.17) sprowadzaja sie do nastepujacego ukladu szesciu
réownan:

0 = prar+a(f+Q), (6.20a)
0 = Brag+a(f—19Q), (6.20D)
0 = (B1+B2)a+p(ag +a) + Qo — ay), (6.20¢)
0 = B2+ 82 —a®— a2 +2bay + Vy + 200, (6.20d)
0 = B*+08—a—a3+2bas +V, — 208, (6.20¢)
0 = (2b— a1 —az)a+ QB2 — B1) + B(61 + Ba). (6.20f)

W dodatku C w punkcie 3. pokazane jest, ze jesli pulapka nie jest symetryczna (tzn. V, # V), to
rozwigzanie powyzszego uktadu rownari istnieje tylko wtedy, gdy a = 1 = f2 = 0, tzn. macierz
A musi by¢ diagonalna’, a macierz B pozadiagonalna. Tym samym zagadnienie sprowadza sie
do rozwigzania trzech réwnan na pozostale niewiadome oy, ao i 3:

"State a1 i a2 staja sie wartosciami wlasnymi macierzy A.
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(a1 + ) — (a1 — )2 = 0, (6.21a)
3 —at+ V24 2ba; +26Q = 0, (6.21D)
B — a5+ V) +2bay +26Q = 0. (6.21c)

Pulapka spoczywajaca (2 = 0)

Na poczatku zbadajmy zachowanie sie rozwiazania, gdy putapka sie nie obraca. W takim
przypadku z rownania (6.21a) od razu wynika, ze wspotezynnik § = 0 i pozostale dwa réwnania
sa prostymi réwnaniami kwadratowymi na a1 i ao:

—a? + V24 2ba; = 0, (6.22a)
—aj + V) + 2bay (6.22D)

Sa to odpowiedniki rownania (6.12a) definiujacego ksztalt stacjonarnego rozwiazania dla jed-
nowymiarowego oscylatora harmonicznego. Zatem, tak jak nalezalo sie spodziewaé, problem
rozseparowal sie na niezalezne jednowymiarowe oscylatory harmoniczne opisane logarytmicz-
nym roéwnaniem Schrodingera (6.7).

Ostatecznie, w przypadku nieobracajacej sie pulapki harmonicznej istnieje jedno® rozwiaza-
nie gaussowskie logarytmicznego réwnania Schrédingera:

ap = b2+ V2 (6.23a)
ay = b4 /02 + V2, (6.23Db)

3 = 0. (6.23c¢)

Warto podkresli¢ w tym miejscu, ze rozwiazanie gaussowskie zawsze istnieje, nawet dla bardzo
silnego oddziatywania odpychajacego (ujemne b).

Brak oddzialywania (b = 0)

Drugim przypadkiem szczegdlnym jest putapka obracajaca sie, ale z ,wyltaczonym” oddzia-
tywaniem prowadzacym do nieliniowego réwnania Schrodingera. Jest to oczywiscie przypadek
juz dyskutowany w poprzednich rozdziatach.

Zaleznosé wartosci wlasnych czesci rzeczywistej macierzy K, (determinujacej ksztaltt paczki
gaussowskiej) od predkosci obrotu putapki przedstawia dla przyktadowej putapki (V, = 2/3
iV, = 4/3) rysunek 6.2. Z rysunku wida¢, ze paczka gaussowska jest stabilna, tzn. macierz A
ma dodatnie wartosci wlasne, w tych przedziatach predkosci obrotu putapki, w ktorych stabilna
jest klasyczna dynamika uktadu (patrz rysunek 2.4 oraz punkt 5. w rozdziale 2).

8Tylko jedno rozwiazanie kazdego z réwnaii (6.22) jest dodatnie; podobnie jak byto z réwnaniem (6.12a).
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Rysunek 6.2: Wykres przedstawia zaleznos$é parametréw o i ae w zaleznosci od predkosci katowej putapki 2
przy braku cztonu nieliniowego. Dla kazdej wartosci €2 z obszaru stabilnosci istnieje dokladnie jedno rozwiazanie
stacjonarne opisane parametrami o i ae. Parametry putapki: V, =2/31V, =4/3.

Przypadek ogoélny (b #0 i Q #0)

W ogolnym przypadku analityczne rozwiazanie rownari (6.21) jest niemozliwe, gdyz jest to
uktad réwnan nieliniowych prowadzacych do réwnan wyzszych rzedéw na wspoétezynniki aq,
as i 8. Dlatego w tym przypadku rozwiazywalem je numerycznie dla konkretnie wybranej
putapki harmonicznej (V, = 2/3 1 V,, = 4/3) oraz dwoch wartosci parametru b okreslajacego
wplyw nieliniowosci. Okazuje sie, ze w przypadku logarytmicznego réwnania Schrodingera moga
istnieé¢, przy pewnych warunkach, réwnoczesnie dwa, a nawet trzy rozwiazania gaussowskie.

Jak wida¢ z rysunku 6.3 dla oddzialywania przyciagajacego (b = 1) dodatkowe rozwiazanie
pojawia sie w tym przedziale predkosci obrotu putapki, dla ktérego klasyczna dynamika jest
niestabilna oraz ponad tym przedzialem. W zaleznosci od sily przyciagania mierzonym stala b
mozna sprawié, ze dla odpowiednio silnego przyciggania w ogole nie istnieje obszar niestabilnosci
dla rozwiazania kwantowego. Tzn. paczka gaussowska jest stabilna, natomiast jako calosé
zgodnie z rownaniami (6.15b) i (6.15¢) ucieka z putapki.

Dla oddzialywania odpychajacego (b = —1) sytuacja jest najbardziej zaskakujaca (rysunek
6.4). Okazuje sie bowiem, ze réwniez w tym przypadku dynamika moze by¢ stabilizowana,
cho¢ mamy do czynienia z odpychaniem. Jak wida¢ na rysunku 6.4 w obszarze klasycznej
niestabilnosci istnieja rozwiazania gaussowskie logarytmicznego rownania Schrédingera.

Ta jakosciowa analiza wplywu oddzialywan wewnetrznych na dynamike ukladu pokazuje,
ze nieliniowo$¢ w réwnaniu Schrédingera moze dramatycznie zmieniaé¢ wlasnosci uktadu, a od-
pychanie moze stabilizowa¢ dynamike. Te ciekawe wtasnosci nieliniowych réwnan Schrodingera
maja szczegolne znaczenie np. przy dyskutowaniu wlasnosci kondensatu Bosego-Einsteina [25].
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2,8 -
2,4 -

2,0 4

O Y A — Q=/V,

0,4

ap,a2

0,0 —
0,0 0,4 0,8 1,2

3,6

Rysunek 6.3: Wykres przedstawia zaleznos¢ parametréow a1 i e w przypadku przyciagajacego oddzialywania
nieliniowego. Dla odpowiednio silnego oddzialywania (ten przypadek) zawsze istnieja stabilne rozwiazania. Dla
matych i duzych predkosci katowych istnieje tylko jedno rozwiazanie stacjonarne, ale dla posrednich istnieja dwa,
a nawet trzy wspolistniejgce rozwigzania. Odpowiednie pary parametréw « oznaczone sg tym samym stylem linii.
Parametry putapki: V, =2/31V, =4/3.

12
2,8 -
2,4 -

2,0

Rysunek 6.4: Wykres przedstawia parametry a; i az dla oddzialywania odpychajacego. Cho¢ jest dodatkowe
odpychanie w ukladzie, to w poréwnaniu z przypadkiem braku nieliniowosci (rysunek 6.2) zmniejszyl sie ob-
szar niestabilnosci! Jest to bardzo zaskakujace, gdyz niestabilnosé ta jest wywolana sila odsrodkowa - réwniez
odpychajaca. W tym obszarze sa dopuszczalne az dwa niezalezne rozwigzania gaussowskie, ktérych parametry
oznaczone sg tym samym stylem linii. Parametry pultapki: V, =2/31V, =4/3.
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Dodatek A

Wyznaczenie stalych ruchu

W tym dodatku opisany jest sposob znalezienia statych ruchu dyskutowanych w punkcie
3.2 z rozdziatu 2. Sa one sparametryzowane macierzami U TiW,z czego dwie pierwsze sa
symetryczne. Jak dowodze w punkcie 3.2 macierze te parametryzuja state ruchu jesli spetniaja
macierzowy ukltad réwnan (2.21). Aby znalezé¢ rozwiazania tych réwnan uzylem programu do
obliczenn symbolicznych Maple 8 rozpisujac ten uklad réwnan w pewnym wybranym uktadzie
wspotrzednych.

1 Przypadek zdegenerowany

Na poczatku przedyskutuje poszukiwanie tych statlych w przypadku zdegenerowanym - gdy
obrot odbywa sie wokét jednej z osi putapki. Wtedy ruch wzgledem tej osi odseparowuje sie
i pozostajemy z problemem dwuwymiarowym. Bez zmniejszania ogblnosci wybieramy uktad
wspotrzednych, w ktorym obrét odbywa sie wokot osi z putapki i macierz potencjatu 1% jest

diagonalna:
~ (0 —=Q ~ (Ve 0
o= (5 ) v=(% D) s
Macierze opisujace kwadratowe state ruchu parametryzujemy nastepujaco:
Usy Uy Toy Ty Wye Wy,
W takim przypadku uklad rownan (2.21) jest rownowazny nastepujacemu uktadowi zwyktych
réwnan algebraicznych:

0 0 -—20 0 0 0 -2V, 0 0 0 Usa
0 0 20 0 0 0 0 —2V, 0 0 Uyy
Q -Q 0 0 0 0 0 0 ~Vy Vil | Usy
0 0 0 0 0 -—20 2 0 0 0 Tha
0 0 0 0 0 20 0 2 0 0 T | _y
0 0 0 Q -Q o0 0 0 1 1 Ty :
1 0 0 -V. 0 0 0 0 -0 —Q| | W
0 1 0 0o -V, 0 0 0 Q Q Wy
0 0 1 0 0o -V, Q -Q 0 0 Wiy
0 0 1 0 0o -V, Q -9 0 0 Wy
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Zatem w tej reprezentacji stale ruchu sa opisane wektorami rozpinajacymi jadro wystepujacej tu
macierzy. Za pomoca programu Maple 8 tatwo sprawdzi¢ (komenda rank), ze jadro tej macierzy
jest dwuwymiarowe, zatem istniejg dwie stale ruchu. Sa one opisane za pomocg nastepujacych
wektorow (komenda kernel):

v, V2 4+ Q2(V, - V)
v, V24OV, — V)
0 0

1 v,

1 v,

0 0

0 0

0 0
o) 203 — Q(2V, + V)
Q

— 203 + Q(2V, + V,)

Latwo mozna sprawdzié¢, ze te dwie stale ruchu mozna sprowadzié do postaci niezaleznej od
naszej parametryzacji i daja sie zapisa¢ w postaci podanej przez wzory (2.23). Sa to wlasnie
szukane stale ruchu.

2 Przypadek ogélny

Przepis szukania statych ruchu podany w przypadku zdegenerowanym mozemy réwniez za-
stosowa¢ w przypadku ogolnym. Tym razem (obrot nastepuje wokol dowolnie zorientowanej
osi) problem jest bardziej skomplikowany, ale réwniez daje sie do konca rozwiaza¢. W tym
celu wybieramy nasz uktad wspotrzednych tak, aby predkosé katowa i macierz potencjalu miaty
postac:

0 -0, V. 0 0
Q= Q, 0 Qs , V=10 V, 0 (A.3)
-Q, Q 0 0o 0 V.
Macierze opisujace stale ruchu parametryzujemy nastepujaco:
U=|Usy Uy Uy |, T= Ty Ty Ty |, W= | Wy Wy Wy
(A.4)

W takiej parametryzacji macierzowy uklad rownan (2.21) jest réownowazny uktadowi rownan
(A.5) podanemu na nastepnej stronie. W tym przypadku wystepujaca tu macierz ma jadro
trojwymiarowe co znaczy, ze wystepuja trzy stale ruchu. Analogicznie jak poprzednio mozna
znalez¢ baze rozpinajaca jadro tej macierzy! i sprowadzi¢ do postaci niezaleznej od wyboru bazy
i parametryzacji. Maja one wtedy posta¢ zadana przez wzory (2.22).

!Sama posta¢ wektoréw jest duzo bardziej skomplikowana, dlatego zrezygnowalem z ich wypisania.
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Dodatek B

Programy do symulowania trajektorii

Trajektorie z punktu 6. w rozdziale 2. oraz z rozdzialu 3. symulowalem na komputerze
za pomoca samodzielnie napisanych programéw w jezyku Pascal. Poniewaz réwnania ruchu sa
liniowe to do catkowania numerycznego uzylem najprostszej metody Newtona z odpowiednio
matym krokiem. Ponizej prezentuje kody zroédtowe tych programoéw.

1 Dynamika w dwéch wymiarach

Kod programu

Program Trajektoria_2D;

uses crt;
const
DT = 0.00001;

(*-- Plik do zapisu danych --*)
plik = ’dane.dat’;

(x-- Parametry pulapki i~predkosc obrotu --*)

Vx = 1;
Vy = 3;
Omega = 2;

(*-- Warunki poczatkowe --x%)

x0 = b;

yo = 0;

px0 = 0;

py0 = 5;
var

X,¥,pPX,py :@: real;
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Programy do symulowania trajektorii

f

x2,y2,px2,py2
: text;

: real;

begin
x:=x0; y:=y0; px:=px0; py:=py0;
assign(f,plik);
rewrite(f);
repeat
px2:=px+(-Vx*x+Omega*py) *DT;
py2:=py+(-Vy*y-Omegaxpx) *DT;
x2:=x+(px+0megax*y) *DT;
y2:=y+(py-Omega*x)*DT;
if ((round(x2*50)<>round(x*50))or
(round (y2*50) <>round (y*50) ) )
then writeln(f,x2,’ ’,y2);
X:1=X2; y:=y2; PpX:=px2; pPy:=py2;
until keypressed;
readkey;
close(f);
end.

2 Dynamika w trzech wymiarach

Kod programu

Program Trajektoria_3D;

uses crt;
const
DT = 0.0001;

(*-- Plik do zapisu danych --%)
plik = ’dane.dat’;

(*-- Parametry pulapki i~predkosc obrotu --x*)

Vx = 1;
Vy = 2;
Vz = 3;
Omega = O;

(*-- Warunki poczatkowe --x%)

x0 = b;
yo = 0;
z0 = 0;
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Vx0 = 0;

Vy0 = 5;

Vz0 = 0;
var

X,V,Z,WX,Wy,wz,Ax,Ay,Az : real;
x2,y2,z2 : real;
dVx,dVy,dVz,dx,dy,dz : real;
a,T : real;

f . text;

begin
x:=x0; y:=y0; z:=z20; wx:=Vx0; wy:=Vy0; wz:=Vz0;
x2:=1000; y2:=1000; z2:=1000;
T:=0;
assign(f,plik);
rewrite(f);
repeat
a:=0Omega*T;
AX:=-x*cos(a)*cos(a)*Vx-1/2*x*xVy+1/2xx*Vy*cos (a)*cos (a)
-1/2%x*Vz+1/2xx*Vzxcos (a) *cos(a) -1/2*y*sqrt (2) *sin(a) *
cos(a)*Vx+1/4*y*sqrt (2) *sin(a) *cos (a) *Vy+1/4*xy*sqrt (2) *
sin(a)*cos(a)*Vz+1/4*xy*sqrt (2) *sin(a) *Vy-1/4*y*sqrt (2) *
sin(a)*Vz-1/2*z*sqrt (2) *sin(a)*cos(a) *Vx+1/4*zxsqrt (2) *
sin(a)*cos(a)*Vy+1/4*z*xsqrt (2) *sin(a) *cos (a) ¥Vz-1/4xz*
sqrt (2) *sin(a) *Vy+1/4*z*sqrt (2) *sin(a) *Vz;
AY:=-1/2*sqrt (2)*x*sin(a) *cos (a) *Vx+1/4*sqrt (2) *x*sin(a) *
cos(a)*Vy+1/4*sqrt (2) *x*sin(a) *cos(a) *Vz+1/4*sqrt (2) *x*
sin(a)*Vy-1/4*sqrt (2) *x*sin(a) *Vz-1/2%y*Vx+1/2xy*Vx*
cos(a)*cos(a)-1/4xy*Vy*cos(a)*cos(a)-1/4xy*Vz*cos(a) *
cos(a)-1/2xy*cos(a)*Vy+1/2*xy*cos (a) *Vz-1/4*y*Vy-1/4xyx*
Vz-1/2%z*Vx+1/2xz*Vx*cos (a) *cos(a) -1/4*z*Vy*cos (a) *
cos(a)-1/4*z*xVz*cos (a)*cos(a) +1/4*xzxVy+1/4*z*xVz;
AZ:=-1/2*sqrt (2)*x*sin(a) *cos (a) *Vx+1/4*sqrt (2) *x*sin(a) *
cos(a)*Vy+1/4*sqrt (2) *x*sin(a)*cos(a) *Vz-1/4*sqrt (2) *
x*sin(a) *Vy+1/4*sqrt (2) *x*xsin(a) *Vz-1/2xy*Vx+1/2%y*Vx*
cos(a)*cos(a)-1/4*xy*Vy*cos(a)*cos(a)-1/4xy*Vz*cos(a) *
cos(a)+1/4*xy*Vy+1/4xy*Vz-1/2*%zxVx+1/2*z*Vx*cos (a) *
cos(a)-1/4*z*Vy*cos(a)*cos(a)-1/4*zxVzxcos(a) *cos(a)+
1/2*z*xcos (a) *Vy-1/2*z*xcos (a) *Vz-1/4*zxVy-1/4*z*Vz;
dVx:=AX*DT;
dVy :=AY*DT;
dVz:=AZ*DT;
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dx:=wx*DT;
dy :=wy*DT;
dz:=wzx*DT;
T:=T+DT;

wx :=wx+dVx;
wy:=wy+dVy;
wz:=wz+dVz;
X:=x+dx;
yi=y+dy;
z:=z+dz;

if ((round(x2*10)<>round(x*10))or
(round (y2*10) <>round (y*10))or
(round (z2*10)<>round(z+*10))) then
begin
writeln(f,x,’ ’,y,’ ’,z);
X2:=x; y2:=y; 2z2:=2z;
end;
until keypressed;
readkey;
close(f);
end.

3 Dynamika z uwzglednieniem grawitacji

Kod programu

Program Trajektoria_Grawit;

uses crt;
const
DT = 0.00001;

(*-- Plik do zapisu danych --%)
plik = ’dane.dat’;

(x-- Parametry pulapki i~predkosc obrotu --*)

Vx = 1;
Vy = 3;
Omega = 2;

(*-- Warunki poczatkowe --x%)
x0 = b;
yo = 0;
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py0 = 5;

(¥-- Przyspieszenie grawitacyjne --*)
g =2

var

X,y¥,pX,py : real;
x2,y2,px2,py2 : real;

T : real;
f . text;
begin

x:=x0; y:=y0; px:=px0; py:=py0; T:=0;
assign(f,’danel.txt’);
rewrite(f);
repeat
px2:=px+(-Vx*x+Omega*py-g+*sin(Omega*T) ) *DT;
py2:=py+(-Vy*y-Omega*px-g*cos (Omega*T) ) *DT;
x2:=x+(px+0mega*y) *DT;
y2:=y+(py-Omega*x) *DT;
if ((round(x2*50)<>round(x*50))or
(round (y2*50) <>round (y*50) ) )
then writeln(f,x2,’ ’,y2);
X:=x2; y:=y2; px:=px2; py:=py2; T:=T+DT;
until keypressed;
close(f);
end.
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Programy do symulowania trajektorii




Dodatek C

Twierdzenia matematyczne

W niniejszym dodatku podaje twierdzenia matematyczne z dowodami, do ktérych odwotuje
sie w tekscie.

1 Macierzowe réwnanie Riccatiego

Definicja

Ro6zniczkowym macierzowym n-wymiarowym rownaniem Riccatiego nazywamy réwnanie po-
staci:

dK (¢ - . . . .

% =aK*t) + K@) W+ WL K@)+ U, (C.1)
gdzie Wil sa niezaleznymi od czasu macierzami nxn i a niezaleznym od czasu wspotczynnikiem
liczbowym.

Twierdzenie

K (t) jest rozwiazaniem rézniczkowego macierzowego réownania Riccatiego (C.1) wtedy i tylko
wtedy gdy istnieja macierze A(t) i nieosobliwa B(t) spelniajace uktad rownan:

% _ 0B+ WA, (C.2a)
@ = —aA(t) - W-B(t). (C.2b)

i wtedy rozwiazanie ma postaé:
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Dowo6d

A~

< Zalézmy, ze istnieja macierze A i B spelniajace uktad rownan (C.2). Wykorzystujac
oczywisty fakt, ze:
d B_l.df)’.

S(B=-B B (C.4)

i podstawiajac do wzoru (C.3) zalozone zaleznosci (C.2) otrzymujemy:

dK (t) dA(t)

. . - dB(t) -
S\ Bl _ Al gl =
dt dt dt

= UBB'+WlAB'4+0A- B A B '+ AB L W.B.-B~ ! =

= oK)+ K@) W+WT.K@1t)+U. (C.5)
Zatem tak zdefiniowana macierz K spelnia rozniczkowe macierzowe réwnanie Riccatiego (C.1).

= Zalbézmy, ze istnieje macierz K (t) spelniajace rézniczkowe rownanie Riccatiego (C.1).
Zdefiniujmy nastepujace macierze:

B(t) = Texp [_ /Ot (afk(r) + W) dT], (C.6a)

Aty = K()-B(t) (C.6b)
Obliczajac pochodne po czasie tak zdefiniowanych macierzy otrzymujemy:

B0 (ko) + W)-B) = ~ad(0) - 1750 (C.70)
dA(t) dK(t) - dB(t)
o - @ BOFEE)— =

- (af%?(t) R W+ WTK(t) + U) B(t) +

—R (@) (aR () +W)-B(t)
= U-B@t)+ WT-K(t)-B(t) =U-B(t) + WT-A(¢). (C.7b)

Zatem rzeczywiscie tak zdefinjowane macierze A i B spelniajg uklad réwnan (C.2). Row-
noczesnie rownanie (C.6b) jest rownowazne rownaniu (C.3). Zatem kazde rozwiazanie rownania
Riccatiego daje sie przedstawi¢ w postaci (C.3).

U

Obserwacja

Wybierajac w niniejszych rozwazaniach o = —i, U=iV, W = Q, A= —iN, B =mbD
otrzymujemy rozwazania podane w punkcie 1.2 w rozdziale 5.
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2 Wartosci wlasne pewnej macierzy

Twierdzenie

Niech macierze W, A, B beda macierzami rzeczywistymi n x n. Niech AiB beda dodatkowo
macierzami symetrycznymi. Niech macierz M bedzie macierza 2n x 2n postaci:

M= <V; VZST). (C.8)

Wtedy jesli A jest wartoscia wlasna tej macierzy, to —\ tez jest jej wartodciag wlasna.

Dowo6d

Zauwazmy, ze zachodzi nastepujaca transformacja podobienstwa:
~MP =8 M-85, (C.9)

gdzie macierz podobienistwa jest postaci (f jest macierza jednostkowa n x n):

S= <_0f é) . (C.10)

Poniewaz macierze polaczone transformaq@ podobienistwa maja te same wartosci wlasne, to
jesli A jest wartodcia wlasna macierzy M to jest ona rowniez wartoscia, wlasng macierzy /\/lT
7 drugiej strony operacja transpozycji rowniez nie zmienia wartosci wlasnych. Stad wynika, ze
A musi byé¢ réwniez wartoscia wlasna macierzy — M. Jednak macierz przeciwna ma doktadnie
przeciwne wartosci wlasne. Zatem macierz M musi mie¢ rowniez wartosé wlasng —A\.

O
Obserwacja
Wybierajac w niniejszych rozwazaniach W=0Q, A= % I, B=-mV otrzymujemy wnioski
podane w punkcie 2 rozdzialu 5
3 Uklad réwnan (6.20)
W punkcie 3.2. w rozdziale 6. wykorzystaliSmy fakt, ze nastepujacy uktad rownari:
0 = [rog+ Oé(ﬁ + Q), (C.lla)
0 = [eaa+a(f—9Q), (C.11b)
0 = (61 +B)a+plar +az) +Qag — ay), (C.11c)
0 = [+ —a®—al+2ba; +V, + 2083, (C.11d)
0 = [+065—a®—a+2bay +V, — 298, (C.11e)
0 = (20— a1 —a)a+ QB — 1) + B(B1L+ o) (C.11f)
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ma rozwigzania dla pulapki niesymetrycznej (V, # V) tylko wtedy, gdy zachodzi zwigzek
(1 = P2 = a = 0. Udowodnijmy teraz ten fakt.

Po pierwsze zauwazmy, ze rownania (C.11a), (C.11b) i C.11c) stanowia uktad trzech réwnan
liniowych na parametry 3, 01 i B2. Latwo sprawdzi¢, ze sa one réwne:

ﬁ — M ﬁl — ﬂ 62 — 2042 (012)

’ - ’ .
a1+ Qo al + ao a1 + oo

Stad otrzymujemy natychmiastowy wniosek, ze £1 + fo = 0. Wstawiajac wyliczone wielkosci
(C.12) do réwnania (C.11f) otrzymujemy warunek:

4032

2b — =0. C.13
a (a1+a2)+a1+a2 (C.13)

Z drugiej strony jednak, odejmujac rownanie (C.11e) od réwnania (C.11d) otrzymujemy:
—a? + a3 +2b(a; — ag) + Vi — V, +498 = 0. (C.14)
Co, po wykorzystaniu wzoréw (C.12), prowadzi do zwiazku:

402

a1+ o

(1 — ) |20 — (041 + o) + + V-V, =0. (C.15)

Stad wida¢ natychmiast, Ze jesli tylko pulpka jest niesymetryczna, tzn. V, # V,,, to musza by¢
spelnione zawsze nastepujace nieréwnosci:

ap—ay # 0, (C.16a)
20 — (o1 + a2) + 207 # 0 (C.16b)
— (1 +a . .
! 2 o]+ g

Nieréwnosé (C.16b) oznacza jednak, ze jedynym sposobem na spekienie réwnania (C.13) jest
warunek o = 0. To pociaga za soba, ze wzgledu na réwnania (C.12), dodatkowy warunek

pr =2 =0.
O
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