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Wstep

»Wyjasnianie nowych zjawisk za pomoca, zjawisk juz znanych
Jest najwieksza, sztuka fizyki teoretycznej.”

Richard Feynman

Kwantowe uktady dwupoziomowe, nazywane od czaséw stynnej pracy Ben-
jamina Schumachera [Sch95] réwniez qubitami, sa najprostszymi obiektami
kwantowymi. Sa one kwantowymi odpowiednikami bitow — najmniejszych
porcji klasycznej informacji. Tym samym leza one w samym centrum zainte-
resowan burzliwie rozwijajacej sie dziedziny nauki z pogranicza fizyki i teorii
informacji zwanej informatyka kwantowa. Bardzo czesto w tym kontekscie
qubity traktuje sie jako obiekty calkowicie odseparowane od otoczenia. To
sprawia, ze staja sie one obiektami czysto abstrakcyjnymi — pozbawionymi
wlasnosci fizycznych. Za rozumowaniami prowadzonymi w tym duchu oczy-
wiscie nadal stoi pewien fizyczny obraz, ale przewidywanie iloSciowe wynikéw
doswiadczen, jesli w ogéle mozliwe, staje sie bardzo trudne i wymaga dodat-
kowych argumentéw fenomenologicznych. Takie podejscie daje jedynie moz-
liwos¢ badania ograniczen jakie na przechowywanie i przesylanie kwantowej
informacji naklada sama matematyczna struktura wynikajaca wprost z praw
mechaniki kwantowe;.

W swojej rozprawie chciatbym sie skupié na fizycznych wtasnos$ciach qubi-
tow. Kluczowym elementem, bez ktérego nie sposéb pojac natury tych wtasno-
Sci jest zrozumienie sposobu w jaki uklady dwupoziomowe oddziatuja z oto-
czeniem. Wynika to bezposrednio z faktu, ze jedynym sposobem doswiadczal-
nego kontrolowania, jak i wykonywania pomiaréw na obiektach kwantowych
jest wlasnie oddzialywanie. I cho¢ wszystkie swobodne qubity sa opisywane
w ten sam sposob, to ze wzgledu na rézne ich realizacje fizyczne nalezy sie spo-
dziewac, ze w ogdlnosci beda one mialy rézne wlasnosci. Dodatkowo, nawet
gdybySmy zupelnie nie interesowali sie problemem kontrolowania qubitéw to
nadal musielibySmy uwzglednia¢ ich oddzialywanie z otoczeniem. Nie istnieja
bowiem zadne fizyczne mozliwosci ,wytaczenia” tego oddzialywania i wszyst-
kie dynamiczne wtasnosci qubitu, takie jak chocby czas zycia w stanie wzbu-
dzonym, sa ich bezpos$rednia konsekwencja. Nalezy przy tym podkreslié, ze
zajmowanie sie fizycznymi wlasnosciami tych szczegélnych uktadow kwanto-
wych nie jest problemem jedynie akademickim i ma wymiar réwniez prak-
tyczny. Nie kwestionowanym przez nikogo faktem jest bowiem to, ze wtasdnie
fizyczne wlasnosci qubitéw beda w przyszlo$ci naktadaty ograniczenia na ope-
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racje kwantowe i tym samym moga by¢ gléwna przeszkoda w praktycznym
zrealizowaniu idei komputera kwantowego.

Przedstawiona praca wyrasta z obserwacji, ze do opisu uktadéw dwupo-
ziomowych mozna zastosowaé¢ wyrafinowane metody kwantowej teorii pola.
Cho¢ w pierwszym odruchu wydaje sie to zbednym skomplikowaniem opisu,
bardzo szybko okazuje sie, ze jest to nie tylko inny, bardzo elegancki sposéb
zrozumienia ich dynamiki, ale ré6wniez prosta droga do otrzymania konkret-
nych rezultatow, ktére dotychczasowymi metodami byly bardzo trudno lub
w ogoéle nieosiagalne [Bia07]. Unikamy przy tym potrzeby uzywania jakich-
kolwiek dodatkowych argumentéw fenomenologicznych. Wszystkie wnioski
plyna wprost z pierwszych zasad, na ktérych opieramy nasze rozumowanie.

Opis ukladéw dwupoziomowych w jezyku operatoréw kreacji i anihilacji,
ktore sa podstawowym elementem sformulowania teoriopolowego byt stoso-
wany juz wczesniej (patrz np. [Lou73]). Niemniej jednak do tej pory nikt nie
wykorzystal w pelni mozliwosci jakie daje takie podejScie. Zasadniczym ele-
mentem przedstawionego w pracy sformutowania jest przettumaczenie wszyst-
kich waznych pytan na jezyk propagatoréw i systematyczne uzywanie diagra-
mow Feynmana. W ten sposéb diametralnie zostaja uproszczone rachunki
perturbacyjne, a interpretacja otrzymanego wyniku znacznie utatwiona.

Struktura pracy

Pierwszy rozdzial rozprawy jest krétkim wprowadzeniem w zagadnienie
ukladéw dwupoziomowych. Cho¢ rozpoczyna sie on od oméwienia najprost-
szej teoretycznie sytuacji qubitu calkowicie odizolowanego, szybko staje sie
jasne, ze podstawowym problemem jest badania oddzialywania tych uktadow
z otoczeniem. Opisane sa dwie podstawowe realizacje do§wiadczalne ukladow
dwupoziomowych, ktére w nastepnych rozdziatach sa doglebnie analizowane
pod katem fizycznych konsekwencji wynikajacych z oddzialywania z polem
elektromagnetycznym. Omoéwiony jest rowniez pierwszy historyczny model
ukladéw dwupoziomowych, tzw. model Jaynesa-Cummingsa [Jay63] oraz cze-
sto spotykane w literaturze tzw. przyblizenie wirujacej fali.

W drugim rozdziale sformulowany jest problem oddzialywania ukladow
dwupoziomowych z kwantowym polem elektromagnetycznym w jezyku kwan-
towej teorii pola. Cho¢ opisywane w tym rozdziale metody sa doskonale znane
w innych dzialach fizyki teoretycznej, to ze wzgledu na fakt, ze takie podej-
Scie nie bylo dotad stosowane w kontekscie qubitéw duzy nacisk polozylem na
gruntowne wytlumaczenie stosowanych metod. Takie podejScie ma tez duzy
walor dydaktyczny. Okazuje sie bowiem, ze przedstawiony formalizm pozwala
bardzo dobrze zrozumie¢ rézne zaawansowane metody kwantowej teorii pola
i poznac na elementarnych przyktadach rézne jej sktadniki takie jak propaga-
tory Feynmana, diagramatyczny rachunek zaburzen, analiza spektralna pro-
pagatorow, metody przedluzenia analitycznego czy problem renormalizacji.
Ten ostatni przyklad jest bardzo pouczajacy, bo cho¢ w opisywanej teorii nie
wystepuja zadne rozbieznos$ci nadal istnieje potrzeba przeprowadzenia renor-
malizacji przerwy energetycznej. Na tym przykladzie mozna zatem odroéznic
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problemy czysto matematyczne od fizycznych konsekwencji teorii, ktére np.
w elektrodynamice kwantowej ze wzgledu na wystepujace nieskonnczone wy-
razenia sa ze soba nierozerwalnie potaczone.

W trzecim rozdziale wykorzystuje opracowana teorie do wyznaczenia fi-
zycznych wlasnosci ukladéw dwupoziomowych. Wykonana jest renormaliza-
cja metoda przeciwczlonéw przerwy energetycznej qubitu oraz obliczona jest
amplituda rozpraszania fotonu na qubicie w drugim i czwartym rzedzie ra-
chunku zaburzen. W tym rozdziale zostaje bardzo uwypuklona réznica pomie-
dzy ukladem dwupoziomowym realizowanym jako czastka obdarzona spinem,
a atomem dwupoziomowym. Wlasnosci dynamiczne tych ukladéw wynikajace
z istniejacego oddzialywania z polem elektromagnetycznym okazuja sie dia-
metralnie rézne. Najbardziej znamienne jest to w czwartym rzedzie rachunku
zaburzen, gdzie pojawia sie problem dodatkowego przesuniecia rezonansu dla
ukladu spinowego, a nieobecny dla atomu dwupoziomowego. W rozdziale tym
zostaje rowniez potwierdzony fenomenologiczny przepis tych samych znakow
dla amplitudy rozpraszania fotonu.

Czwarty rozdzial rozprawy poswiecony jest poszukiwaniu odpowiedzi na
pytanie o zmiane wlasnosci uktadu dwupoziomowego pod wpltywem zewnetrz-
nego zaburzenia elektromagnetycznego. Zgodnie z kwantowa teoria liniowe;j
odpowiedzi odpowiedZz na tak postawione pytanie zawarta jest w odpowied-
nich propagatorach retardowanych, a nie chronologicznych jak bylo to w przy-
padku zagadnienia rozproszeniowego. Tym samym powstaje potrzeba wyzna-
czenia propagatoréow, dla ktérych nieznane sa metody perturbacyjne. Stosujac
ogo6lna metode analizy spektralnej propagatorow zostaja one skonstruowane
na podstawie propagatoréow feynmanowskich co pozwala odtworzy¢ postac po-
datnosci magnetycznej (dla ukladu spinowego) i polaryzowalnosci (dla atomu
dwupoziomowego) az do czwartego rzedu rachunku zaburzen. Otrzymany wy-
nik na polaryzowalno$¢ atomu rézni sie od innego blednego wyniku uzyska-
nego wczesniej [Lou06]. W tym rozdziale zostaje réwniez potwierdzony feno-
menologiczny przepis przeciwnych znakow dla polaryzowalnosci atomu i tym
samym toczacy sie od dluzszego czasu spoér [And98, Buc00, Ste01l, BucO1,
And03, Mil04, Berm06] o odpowiedni przepis zostaje rozstrzygniety na grun-
cie teoretycznym. Okazuje sie, ze oba przepisy sa poprawne, ale w réznych
sytuacjach fizycznych.

Ostatni rozdzial jest po§wiecony przyktadowemu rozszerzeniu omawianych
metod na inne sytuacje fizyczne. W rozdziale tym przeanalizowane sa wtasno-
§ci atomu o dwoch poziomach energetycznych, z ktérych jeden jest trzykrotnie
zdegenerowany. Wszystkie obliczenia przeprowadzone sa do czwartego rzedu
rachunku zaburzen i wynika z nich, ze wlasnosci takiego atomu sa catkowicie
analogiczne do wlasnos$ci atomu dwupoziomowego.

Opisane w rozprawie metody zaczerpniete z elektrodynamiki kwantowej
oraz uzyskane ta droga oryginalne wyniki teoretyczne zostaly opublikowane
w przegladowej pracy

e 1. Bialynicki-Birula, T. Sowinski
»Quantum electrodynamics of qubits”
Phys. Rev. A 76, 062106 (2007)
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Fizyka ukladéw dwupoziomowych

»Nieoddziatujace czastki materii sq abstrakcyjne.”
Niels Bohr

Zrozumienie natury oddzialywan ukladéw dwupoziomowych z otoczeniem
jest w praktyce niemozliwe bez zrozumienia w jakich konkretnie sytuacjach
fizycznych mozna takie uktady realizowac. W pierwszym rozdziale rozprawy
skupimy sie zatem na szczegétowym opisaniu realizacji, ktore beda lezaly
w kregu naszego zainteresowania. Nie powinno by¢ przy tym niespodzianka,
ze natura qubitow bedzie nierozerwalnie zwigzana ze zjawiskami elektroma-
gnetycznymi. Sg to bowiem dzi$ jedyne oddzialywania, ktére potrafimy do-
swiadczalnie kontrolowaé z fenomenalna wrecz doktadnos$cia. Wszystkie dzi-
siejsze eksperymenty z zakresu tzw. inzynierii kwantowej sa prowadzone wla-
$nie w takich warunkach, w ktérych wszystkie inne oddzialywania sa zanie-
dbywalnie mate.

1.1. Opis teoretyczny

1.1.1. Przestrzen Hilberta

Uktad dwupoziomowy jest najprostszym, nietrywialnym przykladem ukladu
kwantowego. Abstrakcyjnie méwiac jest to uklad niezmienniczy ze wzgledu
na przesuniecia w czasie, ktérego przestrzen stanéw jest dwuwymiarowa prze-
strzenia Hilberta. Ze wzgledu na zalozona symetrie przesuniecia w czasie ist-
nieje hermitowski operator H,, dzialajacy w tej przestrzeni, ktory reprezen-
tuje obserwable energii i jest nazywany hamiltonianem. Wektory wlasne tego
operatora bedziemy oznaczali |0) i |1), a odpowiadajace im wartosci wlasne
odpowiednio —mg i my.}

Poniewaz hamiltonian jest hermitowski, to jego wektory wlasne sa wza-
jemnie ortogonalne i stanowia baze w przestrzeni stanéw, tzn. dowolny wek-

1Ze wzgledu na fakt, ze fizycznie mierzalna jest jedynie réznica energii pomiedzy pozio-
mami energetycznymi mozemy w przypadku ukladu dwupoziomowego przyjaé, ze wartosci
wlasne hamiltonianu maja przeciwne wartos$ci. Oznaczenie mg wprowadziliSmy celowo, aby
w przyszlosci byto podkreslone podobienstwo do elektrodynamiki kwantowej. Bedzie to wyja-
$nione w nastepnym rozdziale.



2 Fizyka ukladéw dwupoziomowych

tor |¢)) reprezentujacy stan ukladu dwupoziomowego ma rozklad w tej bazie
[¥) = 10l0) +¢nl1), (1.1)
gdzie ¢y = (0|¢)) oraz ¢ = (1[1)).

Zgodnie z ogélnymi zasadami obowiazujacymi w teorii kwantowej zakla-
damy, ze dla kazdej wartosci ¢ € R wektor e*#|¢)) reprezentuje dokladnie ten
sam stan ukladu co wektor |¢). Fizycznie oznacza to, ze globalna faza wektora
reprezentujacego stan nie ma fizycznego znaczenia?. Bedziemy czesto méwili,
ze wektor |0) reprezentuje uklad w stanie podstawowym, a |1) w stanie wzbu-
dzonym. Hamiltonian H,, w wyréznionej przez nas bazie jest oczywiscie ope-
ratorem diagonalnym i ma postacé

Hap = my (]1)(1] —[0)(0]) . (1.2)

Bardzo czesto przy opisie uktadéw dwupoziomowych uzywamy innego réw-
nowaznego podejScia. Opis ten opiera sie na spostrzezeniu, ze jesli ustalimy
juz baze w przestrzeni Hilberta to cala informacja o stanie kwantowym za-
warta jest w dwoch zespolonych liczbach v i ¢, z rozkladu (1.1), ktére maja in-
terpretacje amplitudy prawdopodobienstwa, ze uklad znajduje sie odpowied-
nio w stanie podstawowym lub wzbudzonym. Dowolny stan kwantowy | (t))
mozemy zatem reprezentowaé za pomoca dwuwymiarowego zespolonego wek-
tora zbudowanego z tych liczb

Wt = (Z;Eg) | (1.3)

Taki wektor jest niczym innym jak funkcja falowa, ktéra opisuje stan naszego
ukladu. Hamiltonian w takim opisie jest pewna kwadratowa macierza 2 x 2,
ktéra jak tatwo sprawdzié ma postaé?

HZD = Mp0 . (1.4)

Hamiltonian kazdego swobodnego uktadu dwupoziomowego (niezaleznie
od jego fizycznej realizacji) daje sie przedstawi¢ w tej wlasnie postaci. Uzy-
wajac stowa qubit bardzo czesto zapomina sie, ze swobodne uktady dwupo-
ziomowe sa jedynie matematycznym modelem, ktérego nie daje sie doswiad-
czalnie zrealizowac¢. Qubit jako uklad fizyczny jest bowiem zawsze w jakis
sposob sprzegniety do otoczenia. O tym nieustannym oddzialywaniu ukladu
dwupoziomowego z otoczeniem nalezy zawsze pamietac, gdyz po pierwsze daje
ono nam mozliwo§¢ wykonywania fizycznych pomiaréw na uktadzie. Po dru-
gie za$ to wlasnie te oddzialywania decyduja o najwazniejszych jego wlasno-
Sciach ukladu, ktore jesteSmy w stanie zmierzy¢ doSwiadczalnie. Doswiad-
czalna realizacja uktadu dwupoziomowego ma zatem decydujacy wplyw na
jego fizyczne wlasnoSci.

2Bedac skrupulatnym matematycznie nalezaloby zatem powiedzieé, ze stan ukladu jest
reprezentowany przez promien w przestrzeni Hilberta, a nie przez wektor.

3Do oznaczenia macierzy reprezentujacej hamiltonian w takim podejéciu bedziemy uzy-
wali takiego samego oznaczenia jak dla samego hamiltonianu. Nie powinno to powodowac
zadnych nieporozumien.



1.1.2. Sfera Blocha

Zanim przejdziemy do opisu do§wiadczalnych realizacji uktadéw, ktére mozna
z dobrym przyblizeniem traktowacé jako uklady dwupoziomowe przedstawmy
jeszcze ciekawy sposdb geometrycznej wizualizacji stanéw kwantowych ta-
kiego ukladu. W tym celu rozpatrzmy pewien stan uktadu, ktéry jest repre-
zentowany przez unormowany wektor |¢) z przestrzeni Hilberta. Oczywiscie
wektor ten ma jednoznaczny rozklad na stany bazowe (1.1), a warunek unor-
mowania wymaga, aby spelniona byla zaleznos¢

lWol® + [tn]? = 1. (1.5)

Bez zmniejszania ogélnosci, ze wzgledu wspomniang dowolno$é wyboru glo-
balnej fazy, mozemy przyjaé, ze jedna z amplitud, np. 1, jest dodatnia liczba
rzeczywista. Tym samym dowolny stan naszego ukladu mozemy zawsze zapi-
sa¢ w postaci

0 , 0
|¢) = cos 5 0) + €' sin§ 1), (1.6)
gdzie 0 i p sa dwoma rzeczywistymi liczbami z zakresow
0<o<m, 0< o< 2m. a.7)

Takie przedstawienie stanu kwantowego ma bardzo jasna interpretacje geo-
metryczna. Otéz kazdy stan moze by¢ reprezentowany przez punkt na jed-
nostkowej sferze, tzw. sferze Blocha, o wspélrzednych (6, p) (patrz rysunek
1.1.). Ta wrecz banalna obserwacja pokazuje, ze stany kwantowe pojedyn-
czego qubitu maja bardzo prosta strukture geometryczna. Taka geometryczna
wizualizacja stanéw kwantowych pojedynczego qubitu jest czesto punktem
wyjscia do badania struktur geometrycznych stanéw ukladéw bardziej skom-
plikowanych (dyskutowanych np. w [Ben06]).

1.2. Fizyczna realizacja

Bardzo waznym krokiem w zrozumieniu wlasnosci uktadéw dwupoziomowych
jest uzmyslowienie sobie w jakich eksperymentach fizycznych mozna takie
uklady realizowaé. Bowiem dopiero w konkretnej sytuacji do§wiadczalnej mo-
zemy rozstrzygnac czy badany uktad w ogéle moze by¢é modelowany w przybli-
zeniu dwupoziomowym. Sam fakt, ze teoretycznie takie uktady umielibySmy
opisac¢ nie Swiadczy przeciez o tym, ze mozna je zrealizowac¢ w przyrodzie. To
musi rozstrzygna¢ doswiadczenie.

Gdy juz uda nam sie zaproponowacé fizyczna realizacje uktadu dwupozio-
mowego, kolejnym krokiem jest zrozumienie w jaki sposéb uktad ten oddzia-
huje ze Swiatem zewnetrznym. Jest to dla nas bardzo wazne, bo przeciez od-
dzialywania sa jedynym narzedziem fizyka pozwalajacym dany uklad badac
i wplywacé na jego wlasnosci. Nie powinno ulega¢ zatem zadnej watpliwos$ci,
ze to oddzialywania tak naprawde determinuja obserwowalne wtasno$ci ukta-
dow. Takimi wielko$ciami fizycznymi, ktérych nie da sie ani zrozumieé, ani
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Rysunek 1.1: Sfera Blocha. Kazdemu punktowi na sferze o wspoét-
rzednych (6, ¢) odpowiada dokladnie jeden promien z dwuwymiaro-
wej przestrzeni Hilberta. Promien ten reprezentuje stan kwantowy
|1} ukladu dwupoziomowego.

tym bardziej przewidziec¢ bez znajomosci sposobu oddzialywania z otoczeniem
jest np. czas zycia w stanie wzbudzonym lub zmiana wlasnosci pod wplywem
zewnetrznego zaburzenia.

Powyzsze uwagi przekonuja nas, ze jesli chcemy traktowaé uklad dwupo-
ziomowy jako prawdziwy uklad fizyczny, a taka mysl przy$wieca tej rozpra-
wie, to musimy przede wszystkim zrozumiec¢ w jakich do§wiadczeniach uktady
mozemy traktowac jako dwupoziomowe i w jaki sposéb komunikuja sie one
z otoczeniem.

W kregu naszego zainteresowania sa zatem wszystkie uklady fizyczne, kto-
rych hamiltonian daje sie przedstawi¢ w nastepujacej postaci

H = Hap + Hy + Hi, (1.8)

gdzie Hop = myo, jest hamiltonianem opisujacym swobodny uklad dwupo-
ziomowy, H, hamiltonianem opisujacym swobodna dynamike otoczenia, a H;
oddzialywanie pomiedzy tymi dwoma ukladami. Bedziemy czesto uzywali
wspolnego oznaczenia H, na sume hamiltonianéw swobodnych qubitu i oto-
czenia.

Pokroétce przedstawie teraz rézne doSwiadczalne realizacje uktadéw dwu-
poziomowych. OczywiScie wszystkie takie realizacje opieraja sie na pewnej
idealizacji i uproszczeniu prawdziwej sytuacji do$wiadczalnej. Prawdziwe
uklady dwupoziomowe rzecz jasna w przyrodzie nie istnieja.



1.2.1. Unieruchomiona czastka ze spinem !

Jako pierwszy przyklad doswiadczalnej mozliwosci zrealizowania uktadu dwu-
poziomowego rozpatrzmy dowolna czastke elementarna obdarzona spinem '/,
i znajdujaca sie w pewnym zewnetrznym stacjonarnym potencjale. Nie wni-
kamy przy tym jaka nature ma ten potencjal. Wazne jest jedynie to, ze na
jego skutek funkcja falowa tej czastki jest zlokalizowana w jakims$ obszarze
przestrzeni. Zalézmy, ze rozwazana czastka jest obdarzona niezerowym mo-
mentem magnetycznym p i tym samym oddzialuje z zewnetrznym polem ma-
gnetycznym. Nawet jesli to zewnetrzne pole ma charakter czysto kwantowy
(jak np. niemierzalne w klasycznych doswiadczeniach prézniowe fluktuacje
indukcji magnetycznej) to oddzialywanie takie bedzie istniato. Jesli dodat-
kowo zalozymy, ze czastka nie posiada tadunku elektrycznego lub jest on na
tyle maly, ze wplyw fluktuujacego pola elektrycznego mozemy zaniedbad, to
hamiltonian opisujacy taka sytuacje bedzie mial postac

H = HExt + HEM — /LO'B(’I") (19)

Hamiltonian Hg,. opisuje dynamike przestrzenna czastki w zewnetrznym po-
tencjale, Hgy jest hamiltonianem swobodnego kwantowego pola elektroma-
gnetycznego, a ostatni czlon jest powszechnie znanym sprzezeniem spino-
wych stopni swobody do pola magnetycznego zaproponowanym przez Pauliego
w 1927 roku [Pau27]. Hamiltonian Hgy zbudowany jest jedynie z operatorow
pola elektromagnetycznego i oczywisScie nigdy bezposrednio nie wpltywa na
stopnie swobody zwiazane z czastka.

Jak juz wspominali§my hamiltonian Hg,. opisuje zewnetrzny i stacjonarny
potencjal, ktory utrzymuje czastke w pewnym obszarze przestrzeni. Zat6zmy
zatem, ze znamy wszystkie funkcje wlasne x; tego hamiltonianu oraz odpo-
wiadajace im energie wlasne E;, tzn. ze rozwiazaliSmy nastepujace zagadnie-
nie wlasne

Hexe Xi (1) = E; xi(7). (1.10)

Dla przykitadu gdybysmy rozpatrywali elektron w zewnetrznym potencjale
kulombowskim, to funkcje x;(r) bylyby dobrze znanymi funkcjami falowymi
dla atomu wodoru.

Poniewaz Hz,. jest operatorem hermitowskim to wartosci wlasne F; sa rze-
czywiste, a funkcje wlasne y;(r) stanowia zupelny zbiér w przestrzeni funkcji
faowych i sa ortogonalne w nastepujacym sensie

/d?’r X (7)x; (1) = 045 (1.11)

Teraz dokonamy przyblizenia, ktore pozwoli nam zredukowac nasz pro-
blem do zagadnienia ukladu dwupoziomowego. W tym celu zalézmy, ze ze-
wnetrzne pole magnetyczne, do ktorego sprzega sie spin czastki jest na tyle
male w poréwnaniu z polem wywolujacym uwiezienie, ze amplitudy przejs$¢
pomiedzy stanami opisanymi réznymi przestrzennymi funkcjami falowymi
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indukowanymi przez to sprzezenie sa zaniedbywalne w poréwnaniu z ampli-
tudami przej$¢ pomiedzy spinowymi stopniami swobody. Tym samym jesli
w chwili poczatkowej czastka znajduje sie w stanie przestrzennym opisanym
funkcja falowa y,(r) to podczas ewolucji pozostanie w tym stanie.

Fizyczne uzasadnienie takiego przyblizenia zostanie przedstawione w dal-
szej czesci. W tym momencie wazny jest dla nas jedynie wniosek jaki ply-
nie z takiego zatozenia. Oznacza on bowiem, ze jesli rzeczywiscie mamy do
czynienia z taka sytuacja, to funkcja falowa ¢(r,t) opisujaca nasza czastke
w dowolnej chwili czasu daje sie zapisac jako iloczyn

o) =umv. vl = (240) (112)

Tym samym mozemy pozby¢ sie wszystkich przestrzennych stopni swobody
z naszego opisu. Aby tego dokonaé nalezy w pierwszym kroku wypisaé réw-
nianie Schrodingera dla tej konkretnej funkcji falowe;j

ixk(1) O (1) = [Hexe xi(r)] 9 (8) — o[ (r)B(r)] ¢ (2). (1.13)

Nastepnie nalezy pomnozy¢ powyzsze réwnanie przez x;(r) i wykonac catko-
wanie po calej przestrzeni. W wyniku tej operacji, wykorzystujac warunek
unormowania funkcji falowej, otrzymujemy réwnanie na ewolucje spinowej
czesci funkcji falowe;j

O (t) = <Ek — o / dSTp(r)B(T)) b(t). (1.14)

W powyzszym wzorze wielkosé p(r) = x;(r)xk(r) jest gestoscia prawdopodo-
bienstwa znalezienia czastki w punkcie » w dowolnym stanie spinowym. Wy-
konujac prosta transformacje unitarna funkcji falowe;j

Y(t) — e PRl (t) (1.15)

latwo mozna pozby¢ sie stalej energii ruchu przestrzennego F.

Przedstawione powyzej rozumowanie pokazuje, ze zawsze gdy mamy do
czynienia z czastka o spinie '/, ktérej przestrzenne stopnie swobody sa za-
mrozone, tzn. gdy zewnetrzne oddzialywanie jest na tyle slabe, ze nie indu-
kuje przejsc do innych stanéw przestrzennych, to hamiltonian takiego uktadu
redukuje sie do postaci

Hr = Hew — ,u0'~/d3r p(r)B(r). (1.16)

Jak widaé¢ uklad taki jest calkowicie symetryczny ze wzgledu na obroty, tzn.
niezaleznie od wyboru przestrzennego uktadu wspétrzednych hamiltonian ma
taka sama postac.

Aby uktlad opisany hamiltonianem (1.16) mial cechy uktadu dwupoziomo-
wego musimy ztamac jego symetrie. W tym celu zal6zmy, ze pole magnetyczne



B(r) jest superpozycja dwéch pél: statego klasycznego pola magnetycznego B,
i pozostalej czesci, ktéra ma charakter czysto kwantowy. W jezyku kwanto-
wego pola elektromagnetycznego mozemy powiedziec, ze operator B(r) daje
sie roztozy¢ na sume dwoéch sktadnikow

B(r) = By + B(r), gdzie By = (B(r)). (1.17)

Bez zmniejszania ogélnosci naszych rozwazan mozemy oczywiscie tak dobrac
uktad wspétrzednych, ze wektor zewnetrznego pola B bedzie miatl tylko skla-
dowa w kierunku z. Tym samym hamiltonian (1.16) przyjmie postaé*

Hz = uByo, + Hew — ,uo'-/d?’r p(r)B(r). (1.18)

Jest to hamiltonian opisujacy czastke o spinie !4 z unieruchomionymi prze-
strzennymi stopniami swobody, ktéra znajduje sie w zewnetrznym stalym
polu magnetycznym B i oddzialuje z kwantowym polem elektromagnetycz-
nym. Poréwnujac ten hamiltonian ze wzorem (1.8) widzimy, ze uklad taki
ma wszystkie cechy uktadu dwupoziomowego. Stata m, ma w tym przypadku
interpretacje iloczynu 1 B,.

Na zakonczenie pozostato uzasadnic prawidlowosc przyjetego przyblizenia.
W tym celu postuzmy sie przyktadem, ktéry moze réwniez stuzyé jako propo-
zycja doswiadczalnej realizacji takiego ukltadu dwupoziomowego. Rozwazmy
elektron w atomie wodoru, ktéry znajduje sie w stanie podstawowym, tzn.
przestrzenna czes$¢ funkcji falowej dana jest wzorem

1 5e_r/ao’

Tag

Xa(r) = (1.19)

gdzie ay = e?ZO jest promieniem Bohra. Odstep energetyczny pomiedzy tym
stanem, a pierwszym stanem wzbudzonym wynosi ok. 10eV. Jesli taki atom
umiescilibySmy w bardzo silnym zewnetrznym stalym polu magnetycznym
o indukgcji rzedu By = 10T, to réznica energii pomiedzy stanami spinowymi
elektronu wynikajaca ze sprzezenia spinu do pola magnetycznego bedzie wy-
nosita zaledwie

AE =2my = 2uBy ~ 1.1-107%eV. (1.20)

7 tego prostego rachunku jasno wynika, ze odstep energetyczny pomiedzy sta-
nami spinowymi jest co najmniej cztery rzedy wielkosci mniejszy niz energia
potrzebna do przeniesienia elektronu na pierwszy stan przestrzennie wzbu-
dzony. Jesli zatem fluktuacje prézniowego pola beda indukowaty jakiekolwiek
przejscia, to w pierwszej kolejnosci beda to przejscia pomiedzy stanami spino-
wymi®.

4Uklad wspétrzednych wybralismy w taki sposéb, aby zewnetrzne pole magnetyczne B,
mialo zwrot przeciwny do zwrotu wyréznionego przez oS z.

5Inna, bardzo ciekawa mozliwoscia doswiadczalnego zrealizowania takiego uktadu dwu-
poziomowego jest umieszczenie pojedynczego elektronu w tzw. kropce kwantowej (patrz np.
[Han07]). W takiej sytuacji réwniez mamy do czynienia z ,zamrozeniem” przestrzennych
stopni swobody czastki.
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1.2.2. Atom dwupoziomowy

Innym sposobem doswiadczalnego zrealizowania uktadu dwupoziomowego jest
wykorzystanie struktury pozioméw energetycznych w atomie. Dla ustalenia
uwagi zalézmy, ze mamy do czynienia z pewnym atomem opisany hamilto-
nianem H,r, dla ktérego znamy zbiér funkcji wlasnych {y;}, ktére opisuja
poszczegélne stany elektronu w tym atomie®. Ze wzgledu na fakt, ze elektron
znajdujacy sie w atomie ma tadunek elektryczny bedzie on oddzialtywat z fluk-
tuujacym kwantowym polem elektromagnetycznym znajdujacym sie w otocze-
niu atomu. Taki uklad zlozony z elektronu w atomie oraz oddziatujacego z nim
pola elektromagnetycznego jest opisywany nastepujacym hamiltonianem”

H:HAT+HEM—€T'E(T). (121)

Poniewaz funkcje {x;} sa funkcjami wlasnymi operatora hermitowskiego
to stanowia zupelny i ortonormalny zbiér funkcji. To oznacza, ze zawsze ist-
nieje rozktad

—er-E(r)xi(r) =Y ayx;(r), (1.22)
J
gdzie wielkosci «;; sa operatorami danymi wzorami®
Qi = —e¢ / &’rx(r) r-E(r) xi(r). (1.23)

Ze wzoru (1.23) wynika bezposrednio, ze zachodzi zwiazek ajj = ay;, gdyz
operator pola elektrycznego E(r) reprezentuje obserwable i jest zatem her-
mitowski. To oznacza jednoczesnie, ze wszystkie amplitudy diagonalne «o;; sa
hermitowskie.

W tym miejscu warto podkresli¢ jeszcze jedna ciekawa wlasno$é rozkladu
(1.22), z ktorej za chwile skorzystamy. Wynika ona z obserwacji, ze funkcje
wlasne y; sa wyznaczone z doktadnoscia do globalnych faz i mozemy je usta-
li¢c wg swojego uznania. dJesli zatem ustalimy jeden konkretny stan y;, to
zawsze mozemy tak podobiera¢ fazy pozostalych stanow, ze wszystkie ampli-
tudy przejscia «;; beda hermitowskie.

Wykorzystujac rozktad (1.22) widzimy, ze dzialanie hamiltonianu (1.21) na
dowolny stan wlasny y; ma postaé

Hxi(r) = E; xi(r) + Z a;; x;(T). (1.24)
J

6Nie bedziemy w tym miejscu precyzowali o jaki atom nam chodzi. Rozwazania przepro-
wadzimy na bardzo wysokim poziomie ogélnosci.

"Hamiltonian oddzialywania natadowanej elektrycznie czastki z polem elektromagnetycz-
nym zapisany w formie relatywistycznie niezmienniczej ma postac iloczynu czteropedu i czte-
ropotencjatu pola p* A, (x). Wybierajac w odpowiedni sposéb cechowanie mozna go sprowadzi¢
do uzywanej przez nas postaci.

8Wielkosci «;; bylyby liczbami zespolonymi gdyby$my pole elektryczne E(r) traktowali
klasycznie. W tym przypadku sa one operatorami.



Przyblizenie, ktore pozwala nam zredukowaé omawiana sytuacje do uktadu
dwupoziomowego opiera sie na zatozeniu, ze w rozktadzie (1.22) posréd wszyst-
kich operatoréw «;; dominuja dwa: a;, oraz sprzezony do niego a,;. W prak-
tyce warunek ten oznacza, ze przejScia pomiedzy stanami y; i x, indukowane
przez zewnetrzne pole elektryczne sa duzo bardziej prawdopodobne niz przej-
Scia do kazdych innych przejs¢. Warto podkreslic w tym miejscu, ze nie wni-
kamy przy tym jaki jest fizyczny powdd takiej wiasnosci rozwazanego przez
nas ukladu. W konkretnej sytuacji doSwiadczalnej mozna zrealizowa¢é taki
warunek na wiele sposobow, ale nie jest to przedmiotem naszego zaintereso-
wania. Wazny jest fakt, ze jest to mozliwe®.

Zauwazmy, ze jesli jest spelniony opisany powyzej warunek, to mozemy
uzy¢ nastepujacego przyblizenia w rozwinieciu (1.22) dla wyréznionych sta-
now xi 1 xo

—er-E(r Z a1 X;(r) = ai xa(r), (1.25a)

—er-E(r Z a2 X;(1r) = ag xa1(r). (1.25b)

Przyjmujac takie przyblizenie hamiltonian calego ukladu rozpada sie na sume
prosta dwoch hamiltonianéw, z ktorych jeden dziata tylko w podprzestrzeni
rozpinanej przez dwa wyroéznione przez nas stany y; i x.. Drugi natomiast
dziata tylko w podprzestrzeni pozostatych stanéw wlasnych hamiltonianu H,;
i w ogélnosci jest bardzo skomplikowany ze wzgledu na sprzezenie - E(r).

Przedstawione powyzej rozumowanie oznacza, ze jesli w chwili poczatko-
wej uklad bedzie sie znajdowal w podprzestrzeni rozpinanej przez funkcje
x1(r) 1 x2(r), to pozostanie on w tej podprzestrzeni podczas ewolucji. Roz-
kladajac stan ukladu w takiej sytuacji w tej bazie

Y(r) = Y1 x1(r) + 2 xa2(r), (1.26)
réwnanie Schrodingera mozna zredukowac do nastepujacej formy
iOb(t) = Ha vo(t), (1.27)
gdzie
Fa = (57112 0;;) L) = (i;gg) . (1.28)
Dodatkowo, zmieniajac faze funkcji falowej nastepujaco
() — e 2Py (1.29)

sprowadzamy pelny hamiltonian rozpatrywanego uktadu do postaci (1.8)

7‘A{R =mgo, + Hgx — €0, /d3r p(r)r-E(r), (1.30)

9Doswiadczalnie taka sytuacje realizuje sie najczesciej umieszczajac atom w klasycznej
monochromatycznej fali elektromagnetycznej, ktorej czestosé jest bardzo zblizona do czestosci
wybranego przejscia atomowego.
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w ktéorym uzyliSmy nastepujacych oznaczen

- %(El _B), (1.31a)
p(r) = x5(r) xa(r). (1.31Db)

Z przedstawionego powyzej rozumowania wynika, ze dowolny atom, w kto-
rym przejScie pomiedzy dwoma wyréznionymi stanami elektronu dominuje
nad wszelkimi innymi przejSciami mozna traktowacé jak uktad dwupoziomowy.
Jak wida¢ oddzialywanie z zewnetrznym polem elektromagnetycznym ma zu-
pelnie inna nature niz w przypadku ukladu spinowego i dlatego nie mozna sie
spodziewaé, ze uklady te beda mialy takie same wlasnosci.

1.2.3. Polaryzacja fotonu

Na przelomie XX i XXI wieku zostaly opanowane metody doswiadczalnego
wytwarzania pojedynczych fotonéw o Scisle okreslonych wtasnosciach [Lou0O,
Kur00, Mic00, San01, Yua02]. To w oczywisty spos6b otwiera nowe mozliwo-
sci w kodowaniu i przetwarzaniu kwantowej informacji, gdyz przestrzen sta-
now polaryzacyjnych fotonu jest dwuwymiarowa przestrzenia Hilberta. Tym
samym sam foton moze by¢ traktowany jako inna doswiadczalne realizacja
uktadu dwupoziomowego. Taki uklad dwupoziomowy ma oczywiscie zupelnie
inng fizyczna nature niz opisany wczesniej uktad spinowy czy atom dwupozio-
mowy (TLA). W tamtych sytuacjach pole elektromagnetyczne stanowito oto-
czenie dla qubitu. Tym razem to odpowiednia konfiguracja samego pola elek-
tromagnetycznego jest uktadem dwupoziomowym. Préba udzielenia odpowie-
dzi na pytanie co jest w takim przypadku otoczeniem nie jest tak oczywista
1 pozostawiamy ja bez odpowiedzi. Cho¢ samo zagadnienie fotonowych reali-
zacji qubitow jest bardzo ciekawe, to w dalszej czeSci rozprawy nie bedziemy
sie w ogble nim zajmowali. Nalezy zatem zawsze pamietaé, ze opisywane
w rozprawie metody nie maja zastosowania do tych realizacji.

1.3. Analiza hamiltonianu oddzialywania

W poprzednim punkcie pokazaliSmy jakie warunki musza by¢ speinione, aby
uktad fizyczny mozna byto z dobrym przyblizeniem traktowac jako uktad dwu-
poziomowy oddzialujacy z zewnetrznym polem elektromagnetycznym. Jak
pokazaliSmy sytuacje takie, w zaleznosci od realizacji, opisywane sa naste-
pujacymi hamiltonianami?®?

H = myo, + Hen — u0'~/d37’ p(r)B(r) (spin '4), (1.32a)

H = moo, + Hey — €04 /d3r p(r)r-E(r). (TLA). (1.32b)

100d tej pory nie bedziemy uzywali indeksu R na oznaczenie zredukowanego hamiltonianu.
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Jak widzimy w wyniku wykonanych przyblizen oddzialywanie pomiedzy ukla-
dem dwupoziomowym, a zewnetrznym polem elektromagnetycznym zalezy
w sposob istotny od wlasnosci przestrzennych stanu kwantowego, w ktérym
znajduje sie elektron. We wzorach tych jawnie bowiem wystepuje pewna prze-
strzenna gestos¢ prawdopodobienstwa p(r) lub p(r). Wielkosé ta, choé rézna
w roznych sytuacjach, nie zmienia sie podczas ewolucji i w zwiazku z tym
w kazdej konkretnej sytuacji mozemy przyjac, ze jest ona zadana z gory.

Przytoczone powyzej spostrzezenie prowadzi w rezultacie do znacznego
uproszczenia rachunkow. Okazuje sie bowiem, ze efektywnie tylko czes¢ pola
elektromagnetycznego bierze udzial w oddzialtywaniu z uktadem dwupoziomo-
wym. W jezyku modow pola elektromagnetycznego oznacza to, ze nie wszyst-
kie mody pola moga indukowa¢é rozpatrywane przejScie. Aby lepiej zrozumiec
dlaczego tak sie dzieje rozpatrzymy w tym podpunkcie bardziej konkretne
doswiadczalne realizacje ukltadéw dwupoziomowych — elektron w stanie pod-
stawowym atomu wodoru oraz przejscie dipolowe w atomie pomiedzy stanami
niezdegenerowanymi. Zanim jednak to zrobimy przyjrzyjmy sie uzytecznemu
rozkladowi pola elektromagnetycznego na mody, ktore sa zgodne z symetria
kulistag.

1.3.1. Multipolowy rozklad pola elektromagnetycznego

W problemach elektromagnetycznych z symetria kulista bardzo uzyteczne
jest rozlozenie kwantowego pola elektromagnetycznego na tzw. multipole
elektromagnetyczne — zupelny zbior funkcji wektorowych, ktére sa bezdywer-
gencyjnymi funkcjami wlasnymi operatora momentu pedu i spelniaja rowna-
nie Helmholtza. Rozklad taki ma postac [Bia75, Jac99, Bia07]

B = 3 [Tk [BR 0+ BRL ] assa
JMMN

B =Y [T ar[BRL e+ B mINm]. ass)
JMM\

W powyzszym rozkladzie parametr A moze przyjmowaé tylko dwie wartos$ci
historycznie oznaczane e oraz m, ktére rozrézniaja tzw. elektryczne i ma-
gnetyczne multipole. Operatory cf%(k) i CTJ(]C[) (k) sa odpowiednio operatorami
anihilujacymi i kreujacymi fotony, ktére maja

e energie rowna hw; = hck,
e kwadrat catkowitego momentu pedu réwny h%J(J + 1),
e rzut calkowitego momentu pedu na os z réwny A,

e i parzystosé okreslona przez \.

Operatory te spelniaja naturalne dla operatoréw kreacji i anihilacji reguty
komutacyjne

C%(k), CTJ(I/X}/(]C/) = 80 0mmrOano(k — k). (1.34)
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Podobnie jak przy innym, duzo czesciej stosowanym (cho¢ w naszym przy-
padku mniej uzytecznym) rozktadzie pola elektromagnetycznego na fale pla-
skie, hamiltonian pola swobodnego wyrazony przez te operatory ma standar-
dowa postac ,sumy” hamiltonianéw niezaleznych jednowymiarowych oscyla-
toréw harmonicznych!!

Mo = / & [BX(r) + BX(r)] = 3 /O dk oy O (D (k). (1.35)

JMA

Funkcje EVY,, (r) i B}Y,,(r) wystepujace w rozktadzie (1.33) otrzymuje sie

z rozwiazan skalarnego réwnania Helmholtza, ktére mozna zapisa¢ w po-
staci!?

k

TJMk('r) = m

. r
Ja(kr)You (), o= —. (1.36)
W powyzszym wzorze j;(kr) jest kulista funkcja Bessela, a Y),,(n) standar-
dowa harmonika sferyczna. Zwiazek pomiedzy multipolami elektromagne-
tycznymi, a funkcjami 7', (7) jest nastepujacy [Bia75, Jac99, Bia07]

E$), (1) =iV x LT(r), (1.37a)
JMk(r) = kL Typi(r), (1.37b)
Ey (r) = kL Tyap(r), (1.37c)
JMk(T) —iV X LTypp(r). (1.37d)
W powyzszych wzorach uzyliSmy standardowego oznaczenia L = —ir x V na

operator momentu pedu.

Na zakonczenie tych rozwazan warto podkresli¢, ze w rozkladzie (1.33),
w odréznieniu od multipolowego rozkladu pola skalarnego, nie wystepuja mul-
tipole z J = 0. Bezdywergencyjne pole wektorowe nie moze mie¢ bowiem
sktadnikow skalarnych. Widac to réwniez bezposrednio z definicji (1.37) mul-
tipoli elektromagnetycznych. Operator momentu pedu L daje w wyniku O,
gdy dziala na sferycznie symetryczne funkcje.

1.3.2. Oddzialywanie ze spinem w sferycznym potencjale

Rozpatrzmy teraz szczegélny przypadek doswiadczalnej realizacji uktadu dwu-
poziomowego — czastki obdarzonej spinem, ktéra znajduje sie w stanie kwan-
towym, ktérego przestrzenna czesc¢ funkcji falowej jest sferycznie symetryczna.
W takim przypadku funkcja p(r) okreslajaca gesto$¢ prawdopodobienstwa

UPomijamy tutaj problem uporzadkowania operatoréw, ktéry jest zagadnieniem dobrze
zrozumianym i wyjasnionym (patrz np. [Bia75]). Dla $cisto$ci wszystkie iloczyny operato-
réw pola elektromagnetycznego nalezy rozumiec jako iloczyny normalne czego nie oznaczamy
wprost.

12Czytelnika moglaby zmartwié niejednoznacznoéé tej definicji dla J = 0. Jak sie jednak
zaraz okaze takich sytuacji nie musimy bra¢ w ogéle pod uwage.
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znalezienia czastki w danym miejscu zalezy jedynie od radialnej skladowej
potozenia r. Hamiltonian oddzialywania ma zatem postac

H: = —u0'~/d3r p(r)B(r). (1.38)

Po wstawieniu do tego wyrazenia rozwiniecia (1.33b) i prostych przeksztalce-
niach otrzymujemy nastepujace wyrazenie

= —uo- Z/ dk/d?’rp cJM k)kL — chM(k)V X L)TJMk( )+ h.c.
JM

= —uo- Z/ dk /d?’r,o CJM k)EL + cJM(k) (2V 4+ 1L x V)]TJMk(T) + h.c.
(1.39)

Ostatnia rowno$¢ zostala otrzymana dzieki wykorzystaniu prostej do spraw-
dzenia tozsamosci iV x L = —iL x V — 2V. Latwo jest sie przekonaé, ze ze
wzgledu na postac funkcji p(r) w wystepujacej tu sumie bardzo duzo elemen-
tow jest réownych zero. W tym celu nalezy po pierwsze wykonac¢ calkowanie
przez czesci i skorzystaé z odpowiednio szybkiego zanikania funkcji p(r) w nie-
skonczonosci. Otrzymamy wtedy

= oS [k [ [Ty (9, ) ,
A %/od’“/d [T.] () (5 RIRE + 2653 (K9 ) o(r)

+ic™ (k) Lp(r) x VTJMk(r)} + h.c. (1.40)

Po przepisaniu hamiltonianu oddziatywania do takiej postaci od razu widzimy,
ze wszystkie czlony, w ktorych wystepuje wyrazenie Lp(r) nie daja wkladu
do sumy. Funkcja p(r) zalezy bowiem jedynie od zmiennej radialnej i tym
samym dzialajacy na nia operator momentu pedu daje w wyniku 0. Pozo-
staja zatem tylko te czlony, w ktorych znajduje sie gradient funkcji rozkladu

Vp(r) = p'(r)n

H: = —2@0’2/ dk /d3r p’(r)nTJMk(r)c%}(k) + h.c. (1.41)
JM 0

Okazuje sie jednak, ze rowniez w tej sumie wiekszo$¢ elementow jest rownych
zero. Wynika to tym razem bezposrednio z wlasnosci harmonik sferycznych
Y um(n), ktore znajduja sie w definicji funkeji 75, (7). Harmoniki sferyczne
sa bowiem wzajemnie ortogonalne w nastepujacym sensie

/dQ Y)Y (n) = 05000, (1.42)

a kartezjanskie sktadowe wektora jednostkowego n = (£,%, %) wyrazaja sie

r’r’r

liniowo przez harmoniki wektorowe z J = 1. Jak tatwo sprawdzi¢ zachodza
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nastepujace zwiazki

r 4w (Yi_1(n) —Yii(n)
ro Vo3 ( V2 ) ’ (14%)
y . 4_7T Yi-1(n)+Yii(n)
== i1/ ; ( 7 ) 7 (1.43b)

[4
§: gﬂ Lo(m). (1.43c)

Zatem catka wzgledem zmiennych katowych z wyrazenia n T} (7) pozostawi
jedynie wklady od tych wyrazen, ktore zbudowane sa z harmonik sferycz-
nych z J = 1. Tym samym hamiltonian oddzialywania (1.41) przyjmie znacz-
nie uproszczona postac

He = —20- /0 "k \/? [a(k) +al(b)] / e 2 ()i (k). (1.44)

0

WprowadziliSmy tutaj nowe oznaczenie a'(k) i a(k) na operatory kreacji i ani-
hilacji aktywnych modéw pola elektromagnetycznego w bazie kartezjanskiej

A" (k) — &Y (k)

a,(k) = 7 : (1.45a)
(m) (m)

a, (k) = _icl,—l(k)\;%cl,l (k)’ (1.45b)

a.(k) = ') (k). (1.45¢)

Korzystajac z tych definicji oraz relacji komutacyjnych (1.34) tatwo sprawdzic,
ze relacje komutacyjne dla operatoréw a(k) oraz a'(k) maja standardowa po-
stac

[ai(k), a;(k’)} = 6,;6(k — k). (1.46)

Zauwazmy, ze oddzialywanie ukladu spinowego, ktérego przestrzenna funk-
cja falowa jest sferycznie symetryczna z kwantowym polem elektromagnetycz-
nym sprowadza sie w istocie do oddzialywania z pewnym dipolowym kwanto-
wym polem wektorowym

T(k k
a(k) = 2 k) T alk) (1.47)

V2k
Pole to skonstruowane jest z magnetycznych dipolowych modéw pola elek-
tromagnetycznego. Wszystkie inne mody nie biora udzialu w oddzialtywaniu
i w zwiagzku z tym bedziemy je pomija¢ w dalszej analizie. Cata zalezno$¢ od
przestrzennych stopni swobody jest przy tym zakodowana w pewnym efek-
tywnym parametrze sprzezenia g, ktory zalezy tylko od k. Jesli zdefiniujemy
ten parametr wg wzoru
duk [ k

g(k) = 3 dr r?p/(r)ji(kr) = T3 &*r p'(r)ja(kr) (1.48)
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to pelny hamiltonian opisujacy ta sytuacje bedzie mial postac
H = mgo. + Z/ dk wy, al (k)a; (k) + Zai/ dk g(k)®;(k). (1.49)
i Y0 i 0

Na zakonczenie tej czeSci dyskusji zauwazmy jeszcze, ze parametr sprze-
zenia ¢(k) jest funkcja proporcjonalng do tréojwymiarowej transformaty Fo-
uriera gestosci prawdopodobienstwa p(r). Rzeczywiscie, wykorzystujac defi-
nicje funkcji Bessela j;(kr) mozna dosé prosto pokazaé [Bia07], ze zachodzi

zwiazek
jik?
k) = k 1.50
g(k) . \/gp( ), (1.50)

gdzie funkcja p(k) jest tréjwymiarowa transformata Fouriera funkcji p(r)

p(k) = /d37’ e T p(r). (1.51)

1.3.3. Oddzialywanie z atomem dwupoziomowym

Rozwazmy teraz problem atomu dwupoziomowego oddzialujacego z zewnetrz-
nym polem elektromagnetycznym. Jak juz wczesniej wyjasniliSmy hamilto-
nian opisujacy taka sytuacje ma postaé

H = moo, + Hey — €04 /dgr p(r)r-E(r), (1.52)

gdzie
p(r) = x5(r) x1(r). (1.53)

Podobnie jak to bylo w przypadku oddzialujacego uktadu spinowego, w tej
sytuacji réwniez nie wszystkie mody pola elektromagnetycznego biora udziat
w oddzialywaniu. Tym razem jest to bezposrednia konsekwencja konstrukcji
tego modelu uktadu dwupoziomowego. Jak bowiem pamietamy rozpoczyna sie
ona od zagadnienia prawdziwego atomu, w ktérym na skutek zewnetrznego
pola elektromagnetycznego jedno z przejs¢ pomiedzy stanami elektronowymi
znacznie dominuje nad innymi. To pozwalalo nam z dobrym przyblizeniem
zredukowaé problem do zagadnienia atomu tylko z dwoma poziomami ener-
getycznymi. Poziomy te maja przy tym dobrze okreslona energie i catkowity
moment pedu (tzn. jego kwadrat i rzut na jedna z osi). Tym samym przej-
Scie pomiedzy wyréznionymi stanami moze by¢ indukowane tylko przez ta-
kie multipolowe stany pola elektromagnetycznego, ktére maja odpowiednie
liczby kwantowe J i M okreslajace ich moment pedu. Oczywiscie w zaleznosci
od tego z jakimi stanami mamy do czynienia w konkretnej sytuacji aktywne
beda inne mody pola elektromagnetycznego. Zawsze jednak beda to multipole
o konkretnych wartosciach J i M. Ze wzgledu na fakt, ze oddzialywanie od-
bywa sie przez sprzezenie do pola elektrycznego beda to tym razem multipole
elektryczne.
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W ten oto fenomenologiczny sposéb, podobnie jak robia to inni autorzy
[Lou73, Lou06], dochodzimy do wniosku, ze w modelu atomu dwupoziomo-
wego hamiltonian oddzialywania przybiera postaé

Hy =0, / "k G(k)® (k). (1.54)
0

W powyzszym wzorze, analogicznie jak to zrobiliSmy w przypadku ukladu
spinowego, wprowadziliSmy specjalne oznaczenie ®(k) na ten skladnik pola
elektromagnetycznego, ktory jest aktywny w tej sytuacji. Inaczej niz byto to
w przypadku ukladu spinowego, jest to pole skalarne, ktére wyraza sie przez
odpowiednie operatory kreacji b(k) i anihilacji b(k) aktywnego modu'?

b (k) + b(k)

Wprowadzony we wzorze (1.54) parametr sprzezenia g(k) charakteryzuje
site sprzezenia poszczegdélnych modéw. Fenomenologicznie mozemy go otrzy-
ma¢ z parametru g(k) zastepujac dipolowy moment magnetyczny p i funkcje
jego rozkladu w przestrzeni pedéw p(k) odpowiednio przez dipolowy moment
elektryczny d i jego funkcje rozkladu «(k)*

(k) = (1.55)

3 = 2 o (1.56)
= K . .

g 3

Tym samym pelny hamiltonian opisujacy oddzialywanie atomu dwupoziomo-
wego z kwantowym polem elektromagnetycznym ma postac

~

H = mgo, + /Oodk wi b (k) b(k) + 0 /Oodk G(k)®(k). (1.57)
0 0

Przedstawione powyzej, czysto heurystyczne, rozumowanie prowadzace do
hamiltonianu (1.57) zostanie potwierdzone $cistym rachunkiem w rozdziale
5., gdy bedziemy rozwazaé¢ atom z przejSciem dipolowym pomiedzy stanami
151 2P. Tymczasem czytelnik moze traktowac ten hamiltonian atomu dwupo-
ziomowego jako zadany z gory bez wnikania w jego pochodzenie.

1.3.4. Mozliwosci uogolnienia opisu

Przedstawione powyzej sytuacje fizyczne sa oczywiscie pewnymi szczegélnymi
przypadkami wybranymi posréd wszystkich mozliwych realizacji uktadéw dwu-
poziomowych. Opisane w dalszej czesci metody opisu takich uktadéw sa jed-
nak bardzo uniwersalne i daja sie zastosowaé¢ w innych sytuacjach, np. gdy
elektron nie znajduje sie w sferycznym potencjale, ale np. w prostokatne;j

13Dla odréznienia, ze tym razem mamy do czynienia z multipolami elektrycznymi bedziemy
stosowali oznaczenia bf (k) i b(k) dla operatoré6w kreacji i anihilacji.

14Celowo w tym miejscu wprowadziliSmy nowa funkcje rozkladu (k), gdyz jak sie okaze
w rozdziale 5. nie jest to transformata Fouriera funkgji p(r).
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studni potencjatu (kropce kwantowe;j). Jedyna réznica bedzie sprzezenie do in-
nych modéw pola elektromagnetycznego. W kazdym konkretnym przypadku
trzeba oczywiscie sprawdzi¢ jakie mody pola biora udzial w oddzialywaniu
i odpowiednio zmodyfikowaé¢ hamiltonian oddzialywania. Zazwyczaj bedzie to
jednak modyfikacja do$¢ trywialna — oproécz calki pedowej bedzie znajdowata
sie jeszcze jakas$ suma po innych liczbach kwantowych pola. Moze sie réwniez
zmieni¢ parametr sprzezenia g(k).

Ze wzgledu na fakt, ze uogélnienie naszego opisu na inne sytuacje fizyczne
jest bardzo proste, jak rowniez dlatego, ze chcemy doj$¢ do konkretnych wy-
nikow ilosciowych, od tej pory, zawsze gdy bedziemy méwili o ukladzie spi-
nowym lub atomie dwupoziomowym (TLA) bedziemy mieli na mysli uktady
opisane odpowiednio hamiltonianami (1.49) i (1.57).

1.3.5. Pole kanonicznie sprzezone

W dalszej analizie uktadow dwupoziomowych bedziemy rozwazali dynamiczne
skutki istnienia oddzialywania pomiedzy polem elektromagnetycznym, a qu-
bitem. W zwiazku z tym uzyteczne jest wprowadzenie dodatkowego pola,
ktére jest kanonicznym partnerem dla pola ®(k). Ze wzgledu na fakt, ze swo-
bodne pole elektromagnetyczne jest zbiorem niezaleznych jednowymiarowych
oscylator6w harmonicznych naturalnym kandydatem na operator kanonicz-
nego pedu dla pola ®(k) (patrz wzér (1.47)) jest nastepujacy operator

(k) =1 g [a'(k) — a(k)] . (1.58)
Wykorzystujac relacje komutacyjne (1.46) latwo sie przekonaé, ze pola ®(k)

i w(k) spelniaja relacje komutacyjne dla polozen i pedéow

W przypadku atomu dwupoziomowego sytuacja jest catkowicie analogiczna.
Operatorem pedu kanonicznie sprzezonego do aktywnych modéw pola elek-
trycznego @ (k) jest pole

(k) = Z\/g [bT(k) —b(k)] . (1.60)
Relacje komutacyjne pomiedzy polem ®(k), a w(k) sa nastepujace
[@(k), m(K")] = id(k — k). (1.61)

Hamiltonian swobodnego pola elektromagnetycznego (1.35) w obu tych przy-
padkach wyraza sie nastepujaco

Hew = % / "k [WQ(/@) + k:2<1>2(k:)] (Spin '), (1.62a)
0

Hen = % / "k W(/{;) +/<;2<1>2(k)} (TLA). (1.62b)
0
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1.4. Model Jaynesa-Cummingsa

Przy omawianiu fizycznych realizacji ukladow dwupoziomowych nie sposéb
pominac¢ historycznie pierwszego modelu Jaynesa-Cummingsa, ktory zostatl
sformutowany i doglebnie przeanalizowany w 1963 roku w klasycznej pracy
[Jay63]. W modelu tym zaklada sie, ze warunki fizyczne sa tak dobrane, ze
atom dwupoziomowy oddzialuje doktadnie z jednym modem kwantowego pola
elektromagnetycznego. Jest to zatem szczegélny przypadek sytuacji opisanej
w punkcie 1.3.3., ktéra otrzymuje sie ktadac g(k) = god(k — ko). Tym samym
hamiltonian Jaynesa-Cummingsa ma do$§¢ prosta postac

Hie = moo, + Qa'a+ Jo0z (aT + a) . (1.63)

W powyzszym wzorze ) = wy, jest czestoscia modu pola elektromagnetycznego
bioracego w oddzialywaniu, a operatory a oraz a' sa operatorami anihilacji
i kreacji dla wzbudzen tego modu pola. Jak wida¢ hamiltonian ten mozna réw-
niez rozumiec¢ jako opisujacy uklad dwupoziomowy o przerwie energetycznej
2mg oddzialujacy z kwantowym oscylatorem harmonicznym o czesto$ci wia-
snej ().

Cho¢ model Jaynesa-Cummingsa moze sie wydawac¢ duzym teoretycznym
uproszczeniem prawdziwej fizycznej sytuacji, to w istocie moze on bardzo do-
brze opisywaé niektore sytuacje doswiadczalne. Jest tak wtedy, gdy w spo-
s6b do$wiadczalny znacznie zredukujemy dostepne mody pola elektromagne-
tycznego, np. poprzez zamkniecie ukladu we wnece rezonansowej. Wtedy,
ze wzgledu na warunki brzegowe, ciagle spektrum pola elektromagnetycz-
nego zostanie zredukowane do dyskretnych wartosci. Dobierajac odpowiednio
ksztalt wneki mozna tak dopasowac czestosSci modow, ze tylko jeden z nich
bedzie ,pasowal” do przejscia w atomie dwupoziomowym i bedzie odizolowany
od pozostatych. Jesli dodatkowo, silnym zewnetrznym promieniowaniem la-
serowym, wzmocnimy ten mod pola, to nierezonansowe spontaniczne emisje
innych fotonéw bedzie mozna zaniedbac i uklad taki bedzie mozna z bardzo
dobrym przyblizeniem opisywac¢ hamiltonianem ;.. Analiza teoretyczna i do-
Swiadczalna takich sytuacji zajmuje sie cala gatlaz optyki kwantowej, ktora
z jezyka angielskiego w literaturze nazywa sie Cavity Quantum Electrodyna-
mics (patrz np. [Dut05]).

Warto w tym miejscu dodac, ze model Jaynesa-Cummingsa byl pierwsza
teoretyczna proba udzielenia odpowiedzi na pytanie o to jaka jest réznica po-
miedzy oddzialywaniem ukladéw kwantowych z klasycznym i kwantowym po-
lem elektromagnetycznym. Choc¢ poétklasyczna teoria oddzialywania, w kto-
rej pole elektromagnetyczne traktowane jest klasycznie, pozwala opisywac
wiele eksperymentalnie stwierdzonych faktéw [All75], to istnieja zjawiska,
ktorych w ten sposéb wytlumaczyc¢ sie nie da. Sztandarowym przykiladem
rozniacym oddzialywanie z kwantowym polem elektromagnetycznym od od-
dzialywania z polem klasycznym jest tzw. zjawisko collapse-revival, ktore zo-
stato przewidziane dla modelu Jaynesa-Cummingsa, a nie zachodzi w modelu
potklasycznym [Cum65, Ebe80]. Jest ono bowiem bezposrednia konsekwen-
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cja dyskretnej struktury stanéw pola elektromagnetycznego (istnienia foto-
néw). Wspomniane zjawisko polega na do$é zaskakujacym przebiegu czaso-
wym obsadzenia stanu wzbudzonego atomu dwupoziomowego. Jesli w chwili
poczatkowej pole elektromagnetyczne we wnece bylo w stanie koherentnym,
to wraz z uplywem czasu obsadzenie stanu wzbudzonego atomu dwupoziomo-
wego bardzo szybko spada niemal do zera jak e~(*/%)*  Nastepnie przez dosé
dlugi czas nie zmienia sie, aby pdézniej powréci¢ w tym samym tempie do po-
czatkowej wartosci. W idealnej sytuacji bez dyssypacji proces ten powtarza
sie okresowo.

Zjawisko collapse-revival zostalo po raz pierwszy doswiadczalnie potwier-
dzone w roku 1987 przez grupe Gerharda Rempe [Rem87] i od tego momentu
uznawane jest za jeden z fundamentalnych dowodéw eksperymentalnych ist-
nienia fotonéw.

1.5. Metody przyblizone dla qubitéw

Wtasnos$ci uktadéw dwupoziomowych oddziatujacych z kwantowym polem elek-
tromagnetycznym sa bardzo trudne do przeanalizowania. Jest to zwiazane
bezposrednio z faktem, ze nie potrafimy znalez¢ stanéw wlasnych pelnego ha-
miltonianu H. Nawet w przypadku tak diametralnego uproszczenia jakim
jest przyblizenie Jaynesa-Cummingsa jest to niemozliwe. Aby zatem znalez¢
jakies wlasnosci qubitéw w takiej sytuacji pozostaje jedynie wykorzystac¢ me-
tody przyblizone.

1.5.1. Przyblizenie wirujacej fali (RWA)

Jedna z metod przyblizonego rozwiazania przedstawionego problemu jest dal-
sze uproszczenie modelu. Najczesciej w tym kontekscie uzywa sie tzw. przy-
blizenia wirujacej fali (ang. RWA — rotating wave approximation). Polega ono
na pominieciu pewnych cztoné6w w hamiltonianie oddzialywania pomiedzy po-
lem, a uktadem dwupoziomowym. Jako pierwsi takiego uproszczenia dokonali
juz Jaynes i Cummings we wspomnianej pracy [Jay63] i dlatego przesledZzmy
je na tym wlasénie przykladzie. W pozostatych przypadkach jest ono catkowicie
analogiczne.

Aby zrozumiec istote przyblizenia RWA przepiszmy hamiltonian (1.63) do
postaci

Hie = moo, + Qala + 2(0+ +o0.) (cfr + a) , (1.64)
V2
gdzie wprowadziliSmy nowe operatory
O-J,’ + Z.O-y O‘x - 'L.O-y
o, =2 % 5, _JzT 0 (1.65)
" V2 V2

Latwo sprawdzic¢, ze operatory te spelniaja nastepujace reguly antykomuta-
cyjne
02, 04] =204, l0,,0_] = —20_, [0y, 0_] =20,. (1.66)
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Wykonajmy teraz transformacje unitarna generowana przez hamiltonian swo-
bodny
Ho = mgo, + Qa'a. (1.67)

Transformacja ta pozwoli nam sprawdzic jakie zmiany w ewolucji uktadu wy-
nikaja z istnienia oddzialywania'®. W zargonie naukowym czesto méwi sie, ze
ysodwirowujemy dynamike swobodna” i stad pochodzi nazwa tego przyblizenia.

Latwo sprawdzi¢, ze po takiej transformacji hamiltonian calego uktadu
bedzie mial nastepujaca postac

Hjc(t) — e—i'H()t HJC eiHot
= myo. + Qa'a + %((uemt + U_e_mt) (aTeQimOt + ae_%mot)
= myo, + Qa'a

n 90 [ao_+ei(Q—2mo)t 1 ato_ei@=2mo)t aTO_+ei(Q+2mo)t 4 ao__e—i(Q+2mo)t} '
(1.68)

Jak bylo wytlumaczone wczesniej model Jaynesa-Cummingsa jest dobrym
modelem dla realistycznych sytuacji doswiadczalnych, gdy czestosé aktyw-
nego modu pola elektromagnetycznego () jest bardzo dobrze dopasowana do
przerwy energetycznej w atomie 2m,. Ten warunek w istocie oznacza, ze
czesto$é Q + 2mg jest duzo wieksza niz 2 — 2my. W zwiazku z tym, dwa
ostatnie czlony w powyzszym hamiltonianie zmieniaja sie bardzo szybko na
rozwazanych przez nas skalach czasowych i w praktyce usredniaja sie do
zera. Dobrym przyblizeniem jest wiec pominiecie tych czlonéw w rozpatrywa-
nym przez nas modelu. Po wykonaniu odwrotnej transformacji unitarnej tak
uproszczonego hamiltonianu otrzymujemy hamiltonian Jaynesa-Cummingsa
w obrazie Schrodingera w przyblizeniu wirujacej fali

HYY = moo, + Qa'a + %(UM +o_a'). (1.69)

Jak wykazali autorzy tego modelu [Jay63] ukilad opisywany takim hamilto-
nianem mozna calkowicie rozwiazaé (Szczegoly mozna znalezé w wielu pozy-
cjach, np. [AIl75]).

Poréwnujac otrzymany w tym przyblizeniu hamiltonian z pelnym hamil-
tonianem (1.64) widzimy, ze istota tego przyblizenia polega na pominieciu
dwéch wyrazeh o,al oraz o_a. Wyrazenia te sa odpowiedzialne za nierezo-
nansowe procesy fizyczne — procesy, ktére w jawny sposob nie zachowuja ener-
gii. Pierwszy czlon jest odpowiedzialny za wzbudzenie atomu z jednoczesnym
wyemitowaniem fotonu, a drugi za deekscytacje atomu przy jednoczesnym po-
chlonieciu fotonu. Pominiecie tych proceséw wydaje sie zatem bardzo dobrym
przyblizeniem przy wyznaczaniu fizycznych wtasnosci qubitow. W takim przy-
blizeniu jednak nie daje sie poprawnie opisa¢ wtasnosci ukladu, ktore zaleza
od procesow spontanicznych. Jest to duzy mankament tego przyblizenia, gdyz
od tych wlasno$ci zaleza praktyczne mozliwosci sterowania qubitem.

15Jest to nic innego jak zapisanie dynamiki uktadu w obrazie oddzialywania.
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1.5.2. Standardowy rachunek zaburzen

Chcac zachowa¢ w pelni wlasnosci hamiltonianu opisujacego qubit jedyna al-
ternatywa dla przyblizenia wirujacej fali staje sie prowadzenie rachunku za-
burzen. Ta przyblizona metoda opiera sie na zalozeniu, ze oddzialywanie po-
miedzy ukladem dwupoziomowym, a polem elektromagnetycznym jest na tyle
stabe, ze mozna je traktowacé jako mate zaburzenie w stosunku do hamilto-
nianu swobodnego. W takim podejsciu, w kolejnych krokach rachunku zabu-
rzen wyrazamy kolejne przyblizenia stanoéw wlasnych (i energii wlasnych) pet-
nego hamiltonianu H poprzez stany wlasne (i energie wlasne) hamiltonianu
niezaburzonego H, [Lip50].

Podstawowym mankamentem tej metody jest koniecznos¢ wykonywania
bardzo wielu skomplikowanych rachunkéw. Wyznaczenie poprawki do war-
tosci oczekiwanej jakiego$ operatora nalezy bowiem rozpoczac od znalezienia
odpowiedniego przyblizenia dla stanu kwantowego. Wraz z przechodzeniem
do kolejnych rzedéw rachunku perturbacyjnego blyskawicznie roénie liczba
czlonow i nawet dla tak prostego uktadu jak uktad dwupoziomowy wykonanie
poprawnych obliczen w czwartym rzedzie rachunku nie jest w praktyce moz-
liwe [Lou06, Bia07]. Pominiecie jakiegokolwiek z czlonéw zmusza natomiast
do stosowania dodatkowych heurystycznych argumentéw, aby otrzymanemu
przyblizeniu nadaé sens fizyczny. To wszystko sprawia, ze zatarte zostaje roz-
réznienie pomiedzy prawdziwymi, a wynikajacymi jedynie z niedoskonalosci
metod matematycznych pozornymi wtasno$ciami uktadéw dwupoziomowych.

W nastepnym rozdziale sformulujemy catkowicie inne podejscie perturba-
cyjne do zagadnienia qubitéw oddziatujacych z kwantowym polem elektroma-
gnetycznym. Bedziemy sie wzorowali na znanych od wielu lat metodach elek-
trodynamiki kwantowej, ktore z powodzeniem byly wykorzystywane do sytu-
acji duzo bardziej skomplikowanych. Jak sie okaze w nastepnych rozdziatach
réwniez w przypadku naszego dos¢ prostego ukladu kwantowego metody te
beda bardzo skuteczne.
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2

Kwantowa teoria pola ukladow
dwupoziomowych

»~Nie ma nic bardziej praktycznego
niz dobra teoria.”

James Clerk Maxwell

Niniejszy rozdzial stanowi centralny punkt mojej rozprawy. Sformulujemy
w nim kwantowa teorie oddzialywania jednego ukladu dwupoziomowego (re-
alizowanego jako unieruchomiona czastka obdarzona spinem lub atom dwu-
poziomowy) z kwantowym polem elektromagnetycznym. Opis ten bedzie opar-
ty na metodach kwantowej teorii pola, ktore oprécz tego, ze pozwalaja znacz-
nie uproscié¢ i uporzadkowacé rachunki perturbacyjne daja réwniez mozliwos¢
doglebnego zrozumienia natury proceséw stojacych za zjawiskami spontanicz-
nymi indukowanymi przez otoczenie. Jak sie okaze pozwoli to rzuci¢ nowe
Swiatlo na znane od lat problemy [All75, Berm06, Jay63, Lou06, Mil04] zwia-
zane ze zrozumieniem dynamiki jaka rzadzi tymi prostymi ukladami fizycz-
nymi.

Opis tak prostych uktadéw kwantowych jakimi sg uklady dwupoziomowe
w jezyku kwantowej teorii pola pozwala takze lepiej zrozumiec istote same;j
teorii pola. Bedziemy bowiem mieli do czynienia z kwantowa teoria pola
o znacznie zredukowanej liczbie stopni swobody'. Pojawia sie w niej znane
z innych teorii pola zagadnienia takie jak: diagramy i propagatory Feynmana,
amplituda rozpraszania, renormalizacja, wltasnosci analityczne propagatorow
iinne. Ze wzgledu jednak na prostote naszego modelu bedzie mozna wszystkie
rachunki doprowadzi¢ do samego konca bez zbednego zaglebiania sie w pro-
blemy czystej matematycznej techniki. Ze wzgledu na fakt, ze w naszej teorii
nie pojawiaja sie zadne rozbiezno$ci nie ma zadnych matematycznych watpli-
wosci co do wykonywanych rachunkéw?. Ze wzgledu na zredukowanie stopni
swobody nie trzeba natomiast wykonywaé powszechnych w innych teoriach

1Jest to chyba najprostsza realizacja ukladu fizycznego, w ktérej teoriopolowe sformuto-
wanie nie jest trywialne.

2Warto podkreslié, ze choé w tej teorii nigdzie nie pojawiaja sie zadne rozbieznosci nasza
teoria nadal wymaga renormalizacji. To bardzo uwypukla jej sens fizyczny. Renormalizacja
nie jest bowiem zabiegiem czysto matematycznym usuwania niewygodnych nieskonczonosci,
ale jest procedura nadawania fizycznego znaczenia wielkosciom pojawiajacym sie w oblicze-
niach.
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pola czterowymiarowych calek, ktére wymagaja stosowania metod laczenia
mianownikéw i obrotu Wicka. To wszystko pozwala nam skupi¢ sie na proble-
mach czysto fizycznych i doglebnie je analizowac.

2.1. Druga kwantyzacja

Punktem wyjscia teoriopolowego sformulowania kazdej teorii kwantowej jest
zmiana sposobu opisu stanéw kwantowych. Wynika on z obserwacji, ze pewne
procesy kwantowe latwiej opisuje sie, gdy zrezygnujemy z zalozenia o ustalo-
nej liczbie czastek w ukladzie. Istnieja dwa zasadnicze zZrédla tej obserwacji:

e procesy elektromagnetyczne w jawny sposéb nie zachowuja liczby cza-
stek; w réznych procesach moga powstawacé lub znikac fotony; moze tez
w pewnych warunkach dochodzi¢ do kreacji rzeczywistych par czastka-
antyczastka,;

e procesy polegajace na zmianie stanu kwantowego danej czastki (np. przej-
Scie na inny stan energetyczny), ktére oczywiscie zachowuja liczbe cza-
stek mozna traktowac¢ jako zlozenie dwdch proceséw niezachowujacych
liczby czastek (zniszczenie czastki na jednym poziomie i wykreowanie jej
na innym); opis taki okazuje sie bardzo pomocny przy wyliczaniu kon-
kretnych mierzalnych wielkosci fizycznych.

Procedure, ktora rozszerza opis danego ukladu kwantowego na stany o do-
wolnej liczbie czastek nazywamy druga kwantyzacja. Aby lepiej przyblizyc¢ ta
idee rozwazmy pewien uklad dwupoziomowy realizowany jako atom dwupo-
ziomowy. Jak juz wspominaliémy w takim ukladzie elektron moze znajdowac
sie tylko w jednym ze stanoéw energetycznych (i ich superpozycjach). Proce-
dura drugiej kwantyzacji polega w tym przypadku na rozszerzeniu tego opisu
i dopuszczeniu réwniez dwéch innych stanéw tego uktadu — stanu |N), w kto-
rym na zadnym z tych dwéch pozioméw nie ma zadnego elektronu oraz stanu
| B), w ktérym na kazdym z nich jest czastka (Rys. 2.1). Ze wzgledu na fakt, ze
elektrony sa fermionami nie jest mozliwe dalsze rozszerzenie tego opisu bez
dopuszczenia innych stanéw jednoczastkowych. Naklada to réwniez waru-
nek na stan |B), ktéry powinien by¢ antysymetryczny ze wzgledu na zamiane
czastek. W przypadku ukladu dwupoziomowego druga kwantyzacja polega
zatem na rozszerzeniu dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta reprezentujacej
stany pojedynczego elektronu na czterowymiarowa, w ktorej kazdy z pozio-
moéw energetycznych (niezaleznie od drugiego) moze by¢ obsadzony przez je-
den elektron. Wlasnie dlatego opis ten czesto nazywa sie reprezentacja liczby
obsadzen. Ten formalny zabieg jest oczywiscie niezalezny od tego z jaka reali-
zacja ukladu dwupoziomowego mamy do czynienia.
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Dotychczasowy opis:
N\
0) 1)
O
Opis w jezyku drugiej kwantyzacji:
V) |9) le) | B)

407

Rysunek 2.1: Druga kwantyzacja. Rozszerzamy dwuwymiarowa
przestrzen Hilberta ukladu dwupoziomowego reprezentujaca stany
pojedynczego elektronu do przestrzeni czterowymiarowej, w ktorej
dopuszczamy réwniez stany zero- i dwuczastkowe.

2.1.1. Operatory kreacji i anihilacji

Kolejnym krokiem do sformutowania teoriopolowego jest wprowadzenie no-
wych, czysto abstrakcyjnych operatoréw kreacji i anihilacji, ktoére dzialaja
W naszej rozszerzonej przestrzeni Hilberta i zmieniaja liczbe obsadzen na po-
szczegoblnych poziomach energetycznych. W naszym przypadku jest to nie-
zmiernie proste, gdyz istnieja tylko dwa poziomy energetyczne, na ktorych
moga przebywac elektrony. Tym samym wystapia tylko dwie pary tych ope-
ratorow. I tak operatory kreacji wI i M zwiekszaja o jeden liczbe obsadzen
odpowiednio na poziome dolnym i gérnym. Latwo sprawdzié, ze takie opera-
tory mozna zdefiniowac nastepujaco

Yl = |B){e| — |g)(N], (2.1a)
Yl = |B){g] + |e)(N]. (2.1b)

Znak minus w definicji operatora Q/JI zapewnia, ze stan |B) jest antysyme-
tryczny ze wzgledu na przestawienie czastek (tak powinno by¢, bo elektrony
sa fermionami)®. Rzeczywiscie, jesli podzialamy na stan prézniowy |N) oboma
operatorami w roznych kolejnosciach, to otrzymamy stany rézniace sie zna-
kiem, tzn.

VIPIN) =1B),  Wlp]|N) = —[B). (2.2)
Operatorom kreacji (2.1) odpowiadaja sprzezone do nich operatory anihilacji,
ktore zmniejszaja liczbe obsadzen na poszczegdélnych poziomach o jeden. Maja
one postacé

by = le)(Bl = |N){gl, (2.3a)
by = lg) (Bl + [N){e]. (2.3b)

3Qczywiscie odpowiednia symetrie stanu |B) mozna zapewnié dobierajac wzgledne fazy
pomiedzy operatorami na rézne sposoby. Operatory kreacji (i anihilacji) nie maja jednak
bezposredniej interpretacji fizycznej i w zwiazku z tym kazdy taki wybdr jest réwnie dobry.
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Tak zdefiniowane operatory kreacji i anihilacji spelniaja reguly antykomu-
tacyjne, ktore powinny by¢ spelnione ze wzgledu na zwiazek spinu ze staty-
styka. Rzeczywiscie wykorzystujac bezposrednio definicje (2.1) i (2.3) bardzo
latwo jest sprawdzié, ze zachodza nastepujace zwiazki

{9} = 0={¢], 0]}, (2.4a)
{0} = {w, v} = 0= {ol, o} = {¢] ¢}, (2.4b)
{gr, 9]} = 0={y, v}, (2.4c)
{9} = {y, 9]} =1 (2.4d)
lub w skroécie
{Yar ¥5} = 0ap, {¥a, ¥} = {¥], ¥}} = 0. (2.5)

Operator pola fermionowego

Aby opis ukladu w jezyku drugiej kwantyzacji jeszcze bardziej przyblizy¢ do
sformulowania teoriopolowego wprowadzmy operator pola elektronu — dwu-
elementowy wektor skladajacy sie z operatoréw anihilacji odpowiednio na
gérnym i dolnym stanie energetycznym. Operator ten i jego sprzezenie her-
mitowskie wyrazaja sie nastepujaco

wz($>,wz<ﬂwo. (2.6)

i

Naszym celem jest sformulowanie calej teorii uktadéw dwupoziomowych w je-
zyku tych wla$nie operatoréw.

2.1.2. Operatory jednoczastkowe i dwuczastkowe

Wprowadzenie operatoréw kreacji i anihilacji pozwala nam przetlumaczy¢
wszystkie operatory pochodzace ze starego sformulowania (dzialajace prze-
strzeni qubitu rozpinanej przez wektory |g) i |¢)) na operatory zapisane w no-
wym podejsSciu. dJest to oczywisScie bardzo dobrze zrozumiana i wielokrot-
nie opisana procedura (patrz np. [Fet71]), jednak dla tak prostego ukiadu
jak przez nas rozwazany mozna jeszcze lepiej ja zrozumie¢. W tym celu za-
uwazmy, ze dowolny operator A dzialajacy w przestrzeni qubitu musi dac sie
zapisa¢ w nastepujacej postaci

A = Agglg) (gl + Aegle) (gl + Agelg) (€] + Accle) (el 2.7)

Operatory elementarne, z ktérych zbudowany jest operator A mozna bezpo-
srednio wyrazi¢ przez zachowujace liczbe czastek (operator A nie wyprowadza
poza podprzestrzen qubitowa, gdzie liczba elektronéw zawsze wynosi 1) kom-
binacje operatoréow kreacji i anihilacji. Poszukiwane kombinacje (cho¢ mozna
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znalez¢ rowniez inne rownowazne) maja postac

9)(e| = ] (2.82)
le) (gl = v ! (2.8b)
19)(gl = Prepeby ! (2.8¢)
le)e] = vyfeny] (2.8d)

Wykorzystujac te zwiazki mozna zatem przettumaczy¢ kazdy operator dziata-
jacy w przestrzeni qubitu na operator, ktory bedzie dzialal w naszej rozsze-
rzonej przestrzeni. Bedzie mial on oczywiscie te wlasnosc, ze bedzie zerowal
stany spoza tej podprzestrzeni. Mogtoby sie wydawaé, ze nie ma zatem zad-
nej korzysci z tego, niewatpliwie bardziej skomplikowanego, opisu ukladéw
dwupoziomowych. Jak sie jednak okaze w dalszej czesci tego rozdziatu takie
podejscie pozwala uzyc¢ zaawansowanych metod kwantowej teorii pola, ktore
w starym jezyku byly poza naszym zasiegiem. Bedziemy jeszcze wielokrotnie
wracac do tej kwestii w dalszej czesci rozprawy.

Hamiltonian

Poniewaz umiemy juz przettumaczy¢ kazdy operator dzialajacy w podprze-
strzeni qubitowej do nowego jezyka mozemy to zrobi¢ rowniez z hamiltonia-
nami (1.49) 1 (1.57). Zacznijmy w tym celu od hamiltonianu swobodnego

Hap = mo(le)(e] = 1g){g])- (2.9)

Wykorzystujac wzory (2.8) oraz reguly antykomutacyjne (2.5) tatwo pokazac,
ze hamiltonian swobodny wyraza sie przez operatory kreacji i anihilacji na-
stepujaco

Hap = mo(lpr — ). (2.10)

Jesli wykorzystamy natomiast definicje operatora pola (2.6) hamiltonian ten
bedzie miat postaé
Hap = mWlo. ¥, (2.11)

gdzie o, jest macierza Pauliego, ktora dziala w w przestrzeni operatoréw pola
¥ — dwuelementowych wektoréw ztozonych z operatoréw kreacji i anihila-
cji. Podobna procedure mozemy wykonaé¢ dla hamiltonianéw oddziatywania.
Ostatecznie pelne hamiltoniany w obu tych realizacjach uktadu dwupoziomo-
wego beda mialy postac

H =meVlo, U+ Z/ dk wy, al (k)a; (k) + \IITU\I/‘/ dkg(k) ®(k), (2.12a)
;. J0 0

H=mUlo, U+ / dk wy, b (k)b(k) + Ulo, U / dk (k) ®(k) (2.12b)
0 0

W tym miejscu warto podkresli¢, ze macierze Pauliego wystepujace we
wzorach (2.11) i (2.12) pelnia zupelnie inna funkcje niz we wzorach (1.49)
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1(1.57). W starym sformulowaniu dziataly one w dwuwymiarowej przestrzeni
funkcji falowych (1.3). Wymiar tej przestrzeni odpowiadat wymiarowi prze-
strzeni Hilberta, w ktorej reprezentowaliS§my stany uktadu. Teraz macierze
te dzialaja przestrzeni dwuelementowych operatoréw pola, a kazdy z ich ele-
mentow jest operatorem w czterowymiarowej przestrzeni Hilberta liczby ob-
sadzen. Ta zasadnicza i subtelna réznica jest bardzo czesto zrédlem wielu nie-
porozumien przy stosowaniu kwantowej teorii pola do opisu uktadéw bardziej
skomplikowanych. W naszym przypadku, dzieki diametralnie zredukowane;j
liczbie stopni swobody, réznica ta wydaje sie dobrze uchwycona i uwypuklona.

2.2. Symetrie hamiltonianiu

Zanim przejdziemy do analizowania dynamicznych wlasnosci ukltadow dwu-
poziomowych przeanalizujmy jeszcze wystepujace w naszej teorii symetrie.
Jak w kazdej teorii fizycznej istnienie odpowiednich symetrii prowadzi do za-
chowania pewnych wielkos$ci, co bardzo upraszcza analize problemu. W przy-
padku ukladéw dwupoziomowych okaze sie, ze istnienie lub nieistnienie sy-
metrii obrotowej jest jedna z podstawowych wlasnosci odrézniajacych spinowy
uklad dwupoziomowy od atomu dwupoziomowego (TLA). Jest to dodatkowy
argument za tym, ze te dwie realizacje ukladéw dwupoziomowych, ze wzgledu
na inne oddzialywanie z otoczeniem, maja zupelnie rézne wtasnosci fizyczne.

2.2.1. Zachowanie momentu pedu

Hamiltonian (2.12a) dla uktadu dwupoziomowego realizowanego jako unieru-
chomiony spin jest niezmienniczy ze wzgledu na obrét wokot osi z. Hamilto-
nian oddzialywania w tym przypadku jest nawet niezmienniczy ze wzgledu
na wszystkie obroty w przestrzeni (jest bowiem iloczynem skalarnym dwéch
wektoréw), ale symetria jest ztamana ze wzgledu na zewnetrzne stale pole
magnetyczne B, ktore rozszczepia poziomy energetyczne i prowadzi do hamil-
tonianu swobodnego moVU'o, V. Ta niezmienniczo$é hamiltonianu ze wzgledu
na obroét wokoét osi z prowadzi oczywiscie do zasady zachowania odpowiedniej
skladowej momentu pedu calego ukladu. Mozna to sprawdzi¢ bezposrednim
rachunkiem wykorzystujac definicje operatora calkowitego momentu pedu,
ktéry ma w tym przypadku postac

1 o0
M = SUlol - 2/ dka'(k) x a(k). (2.13)
0
Pierwszy czlon jest operatorem momentu pedu dla uktadu spinowego, a drugi
momentu pedu pola elektromagnetycznego. Istnienie symetrii obrotu wokét
osi z oznacza, ze generator tych obrotéw (trzecia skladowa momentu pedu),

ktory jest postaci

M, = %\IITUZ\I/ — i/oodk [al(k)ay(k) — aL(k)ax(k)] ) (2.14)
0
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jest operatorem przemiennym z hamiltonianem (2.12a). Latwo sie przekonad,
ze tak jest w istocie.

Hamiltonian w bazie momentu pedu

Zachowanie momentu pedu podczas oddzialywania staje sie oczywiste, gdy
operator momentu pedu i hamiltonian oddzialywania zapiszemy w bazie mo-
mentu pedu. Aby tego dokona¢ wprowadzmy operatory pola elektromagne-
tycznego, ktére zmieniaja o jedna jednostke rzut momentu pedu pola elektro-
magnetycznego. W odréznieniu do definicji (1.45) operatoréw kreacji i anihi-
lacji w bazie kartezjanskiej zdefiniujmy nastepujace pola

™ (k) — VT (k)

d, (k) = 7% : (2.15a)
(m)t 1y (m)

o_(k) = 21 ﬁcu ") _ ot oh), (2.15b)
(m) (m)

By (k) = cig (k) \‘;;1,0 (k) (2.15¢)

Latwo sprawdzi¢, ze tak zdefiniowane pola rzeczywiscie zmieniajg rzut mo-
mentu pedu o ustalong wartos¢. Zauwazmy bowiem, ze przy takich definicjach
pole @, (k) kreuje jeden foton z M, = +1 lub anihiluje foton z M, = —1. Jego
dzialanie powoduje wiec zawsze zwiekszenie rzutu momentu pedu o jedna
jednostke. Analogicznie pole ®_(k) kreuje foton z M, = —1 lub anihiluje foton
z M, = +1 i tym samym zmniejsza rzut momentu pedu o jedna jednostke.
Pole ®y(k) nie zmienia natomiast rzutu momentu pedu. Trzecia sktadowa mo-
mentu pedu (2.14) w tej bazie wyraza sie nastepujaco

M, = %\IJTUZ\II + / "k [ai(k)a+(k) —al (K)a_(k)| | (2.16)
0

gdzie zastosowaliSmy skréocona notacje dla operatoréw
as(k) =W k),  a (k) ="y (k). (2.17)

Wykorzystujac powyzsze definicje hamiltonian oddzialywania dla ukladu
spinowego mozna zapisa¢ w postaci

Hy=Vlo, W /Oodk g(k)®_ (k) + Vo W /Oodk: g(k)® (k)

+ Ui, O /Oodk:g(k)%(k), (2.18)
0

gdzie ' '
o, = Lﬁwy o = Lﬂ”y (2.19)
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Przy tak zapisanym hamiltonianie oddzialywania jest oczywiste, ze jego
dzialanie zachowuje rzut momentu pedu. Dla ustalenia uwagi rozpatrzmy
pierwszy czlon tego hamiltonianu, ktéry sprzega operator Vo, ¥ do pola ®_.
Operator dzialajacy w podprzestrzeni fermionowej przerzuca elektron ze stanu
podstawowego do stanu wzbudzonego zwiekszajac moment pedu qubitu o 1.
Jednoczes$nie pole ®_ zmniejsza moment pedu o 1 kreujac lub anihilujac od-
powiedni foton. Rzut momentu pedu catego ukladu pozostaje zatem niezmie-
niony. Analogiczne argumenty mozna przedstawié¢ dla dwoéch pozostatych czto-
noéw hamiltonianu oddzialywania (2.18).

Przypadek atomu dwupoziomowego

Przypadek atomu dwupoziomowego (TLA) jest zupelnie inny. Zlamana jest
bowiem dodatkowo symetria stanu wzbudzonego — pole elektromagnetyczne
indukuje przejscie o okreslonej réznicy momentéw pedu. W zwiazku z tym
hamiltonian (2.12b) nie jest przemienny z zadna ze sktadowych operatora mo-
mentu pedu (2.13). W zwiazku z tym w przypadku atomu dwupoziomowego
nie ma zadnej niezmienniczosci wzgledem obrotéw przestrzennych. dJest to
kolejna fundamentalna réznica pomiedzy dwoma, wydawaloby sie bardzo po-
dobnymi, realizacjami ukladéw dwupoziomowych.

W rozdziale 5. bedziemy rozwazali atom dwupoziomowy ze zdegenerowa-
nym stanem wzbudzonym. To pozwoli nam rozwazy¢ petne dipolowe oddzia-
lywanie z polem elektromagnetycznym i przywréci symetrie obrotéw wokoét
0si z.

2.2.2. Odwrocenie czasu

Oba rozwazane przez nas przypadki uktadéw dwupoziomowych (tzn. uklad
spinowy jak i atom dwupoziomowy) sa niezmiennicze ze wzgledu na odwro-
cenie czasu. Ta niezmienniczo$¢ wynika bezposrednio z faktu, ze obie teorie
sa szczegolnymi przypadkami pelnej elektrodynamiki kwantowej, ktora ma
ta wlasnosé?.

Niezmienniczo$¢ ze wzgledu na odwroécenie czasu jest bardzo waznym ele-
mentem naszej teorii. Jest ona na przyklad niezbednym warunkiem prawi-
dlowego opisywania proceséw zwiazanych z optycznym tlumieniem [SteO1].
Mozna ja réwniez wykorzysta¢ w wyliczaniu konkretnych wtasnosci fizycz-
nych ukladu. Wynika z niej bowiem, ze wykonujac rachunki w dziedzinie cze-
stoSci zmiana znaku rzutu momentu pedu odpowiada zmianie znaku czesto-
$ci. Nie ma w zwiazku z tym potrzeby prowadzenia rachunkéow dla wszystkich
wartosci momentu pedu, gdyz te dla ujemnej warto$ci mozna otrzymacé odwra-
cajac znak czestosci. Z tej fundamentalnej wlasnosci naszej teorii bedziemy
korzystaé przy wykonywaniu obliczen dla ukladu spinowego w rachunku za-
burzen w nastepnym rozdziale.

4Niezmienniczo$é ta mozna réwniez wykazaé bezposrednim rachunkiem.
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2.3. Rownania dynamiki

Najbardziej interesujace sa dla nas oczywiscie dynamiczne konsekwencje od-
dzialywania pomiedzy ukladem dwupoziomowym, a polem elektromagnetycz-
nym. Jak juz podkreslaliSmy kilkakrotnie wtasnie to oddziatywanie jest odpo-
wiedzialne za wszystkie istotne mierzalne wtasnos$ci fizycznych qubitéw. Na-
szym celem, ktérego oczywiscie nie mozemy w pelni osiagnaé, jest zatem zro-
zumienie dynamiki zadawanej przez pelen hamiltonian naszej teorii. Wszyst-
kie metody, ktorymi bedziemy sie postugiwaé, aby zrozumie¢ ta dynamike
opieraja sie na bardzo fundamentalnym zwiazku jaki istnieje pomiedzy dyna-
mika w obrazie Heisenberga, a dynamika w obrazie oddzialywania zwanym
czasami obrazem Diraca. Zwiazek ten zostanie sformulowany w dalszej cze-
Sci tego rozdziatu. Teraz przestudiujmy witasnosci operatoréow w tych dwoch
obrazach.

2.3.1. Obraz Heisenberga

Obraz Heisenberga jest najbardziej intuicyjnym sposobem rozumienia czaso-
wych zalezno$ci ré6znych wielkosci fizycznych w jezyku kwantowe;j teorii pola.
Przypomnijmy, ze jest on zdefiniowany w ten sposdb, ze cala dynamika za-
warta jest w zaleznych od czasu operatorach pola [Fet71, Bia75]. Ewolucja
w czasie dowolnego operatora V°(¢) w tym obrazie zadana jest przez operacje
unitarna generowang przez pelny hamiltonian rozwazanej teorii

T(t) = Mt P e, (2.20)

Zgodnie z ogdlna metoda [Fet71, Bia75], aby znalezé¢ ré6wnania dynamiki
na operatory pola musimy zadaé rownoczasowe relacje komutacyjne dla ope-
ratorow w obrazie Heisenberga. Sa one takie same jak ich odpowiedniki w teo-
rii swobodnej. Zgodnie z tym przepisem relacje te wynikaja bezposrednio ze
wzoréw (1.59) i (1.61) oraz (2.5) i maja nastepujaca postaé®

{\Ifa(t), q/;(t)} = b, (2.21a)

Latwo sie przekonacé, ze powyzsze reguly (anty)komutacyjne prowadza do na-
stepujacych réwnan dynamiki na interesujace nas operatory pola

(10, — moo) U(t) = Z /0 "k g(k) ®;(k, )0 (t), (2.22a)

(07 + k%) @;(k,t) = —g(k) UT(t)o, (). (2.22b)

50d tej pory, zawsze gdy nie bedzie to powodowalo nieporozumien, bedziemy traktowali
model atomu dwupoziomowego jako szczegélny przypadek modelu spinowego. Model TLA
otrzymujemy z modelu spinowego kladac i = ;7 = z. Oba modele beda réznily sie jednak
wynikami poszczegdlnych obliczen. Wtedy, tak jak juz to wczesniej robiliSmy, bedziemy model
atomu dwupoziomowego wyrézniali znakiem — nad odpowiednimi wielko$ciami.
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Jak widac sa to cztery (w przypadku TLA dwa) sprzezone ze soba w sposéb nie-
liniowy ré6wnania operatorowe. Gdybysmy umieli je rozwigzaé w sposéb Scisty
posiadaliby$my catkowita wiedze na temat wlasnosci rozwazanego przez nas
ukladu w zadanym stanie kwantowym w kazdej chwili czasu. Niestety, spo-
sob Scislego rozwiazywania réwnan tego typu nie jest dzi§ znany. Tym samym
bedziemy musieli sie ucieka¢ do metod przyblizonych rachunku perturbacyj-
nego.

2.3.2. Obraz oddzialywania

Innym sposobem opisu czasowych zaleznosci w ukladzie jest obraz oddzia-
lywania. W obrazie tym wszystkie operatory ewoluuja zgodnie z hamilto-
nianami teorii swobodnej, a cala informacja o oddzialywaniach zawarta jest
w ewolucji stanéw kwantowych zadanej przez hamiltonian oddzialywania.

Zgodnie z definicja ewolucja dowolnego operatora T (¢) w obrazie oddziaty-
wania jest generowana przez hamiltonian teorii swobodnej wg wzoru

T(t) = et P ot (2.23)

Stosujac ten przepis do operatoréow pola elektromagnetycznego (1.47) i pola
fermionowego (2.6) latwo sprawdzic, ze operatory w tym obrazie spelniaja na-
stepujace réwnania

(10 — moo,) W(t) = 0, (2.24a)
(07 + k) ®;(k,t) = 0. (2.24Db)
W przeciwienstwie do rownan (2.22) te rownania sa calkowicie od siebie od-

przegniete i mozna bardzo latwo podac ich rozwiazanie. Jesli nalozymy na-
stepujace warunki poczatkowe

v(0) = ( ol ) : (2.25a)
(]
a;(k) + al (k)
®;(k,0) = 2 (2.25b)
(k,0) NGT
. ]k ;
b (k,0) = i 5[@(/@—%(@}, (2.25¢)
to rozwigzania tych réwnan maja postac
B ,(/}T e—im()t
V(t) = ( Wy efmot ) (2.26a)
1 — T _imgt t —imot
Wi(t) = (] et gl et (2.26b)
. —twpt T Wit
ok, 1) = Hh) F ark)e (2.26¢)

V2k
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Korzystajac z rownania (2.23) mozna bez problemu réwniez otrzymac ha-
miltonian oddzialywania w tym obrazie. W tym celu nalezy wstawi¢ do tego
wzoru wyrazenie na hamiltonian oddzialywania (2.12a). W rezultacie otrzy-
mujemy

Hi(t) = ol Hy e Tt = Wi(t) o W(t) - / dk g(k)®(k,t). (2.27)
0

Wyrazenie to okaze sie niezbedne przy formutowaniu regul rachunku pertur-
bacyjnego w kwantowej teorii pola.

2.4. Feynmanowskie funkcje korelacji

Podstawowymi obiektami, ktérymi zajmuje sie kwantowa teoria pola sa tzw.
wielopunktowe funkcje korelacji operatorow czasami nazywane wielopunkto-
wymi funkcjami Greena. Funkcje te, cho¢ nie maja bezposredniej interpreta-
cji fizycznej, pozwalaja wylicza¢ wszystkie interesujace nas wielkoS$ci fizyczne,
a jednoczes$nie daje sie je w uporzadkowany sposéb wyznaczac¢ w rachunku za-
burzen.

W dalszej czesci tego rozdzialu bedziemy prowadzili pewne ogélne rozwa-
zania, ktore beda mialy zastosowanie zaréwno dla operatoréw pola elektroma-
gnetycznego jak i pola fermionowego. W zwiazku z tym, aby uprosci¢ notacje,
wprowadzmy wspélne oznaczenie T(t) dla operatoréw pola W(t), Wi(t) i &(¢)
w obrazie oddzialywania. Tzn. piszac T;(¢;) bedziemy mieli na mysli jeden
z operatorow V(t;), Wi(t;) lub &, (ki,t;). Odpowiadajacy mu operator w ob-
razie Heisenberga bedziemy oznaczali T°(¢). Piszac T°;(¢;) bedziemy mieli na
mysli zatem jeden z operatoréw U (t,), Ui(¢;) lub ®;, (ki,t,). Notacje ta juz sto-
sowaliSmy w poprzednim rozdziale w przy definiowaniu obrazéw Heisenberga
i oddziatywania.

Iloczyn chronologiczny

Pierwszym krokiem do wprowadzenia definicji funkcji korelacji jest zdefinio-
wanie operatora uporzadkowania chronologicznego operatoréw. Jesli rozwa-
zymy iloczyn n réznych operatoréw pola T, --- T, to operator uporzadkowa-
nia chronologicznego T dziala w ten sposéb na taki iloczyn, ze porzadkuje te
operatory wg. rosnacego czasu. Porzadkowanie to respektuje przy tym zwia-
zek spinu ze statystyka. Tzn.

TP P = (—1)0(te, —to,) - Ote,_, —t,) Vo, (ts,) -+ Vo, (£,), (2.28)

O’ESn

gdzie sumowanie odbywa sie po wszystkich permutacjach o zbioru n-elemento-
wego, a « jest liczba przestawien operatoréw fermionowych potrzebnych do
uzyskania wyjSciowej kolejnosci.
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Wielopunktowa funkcja Greena

7 definicji n-punktowa feynmanowska funkcja korelacji operatoréw bedziemy
nazywali funkcje zespolona n argumentéw czasowych, ktora powstaje przez
obliczenie warto$ci oczekiwanej w stanie podstawowym iloczynu chronologicz-
nego n rozwazanych przez nas operatoréow

Gltr,.. . tn) = —i{GIT P (t) - Polt,)|G). (2.29)

Ze wzgledu na fakt, ze funkcja ta nie musi mie¢ bezposredniej interpreta-
cji fizycznej mozemy ja dowolnie unormowac pamietajac przy tym, aby robic
to konsekwentnie (w naszej definicji pomnozyliSmy te funkcje przez —i, aby
rozwazane przez nas pozniej funkcje korelacji byty rzeczywiste). Podkreslmy
w tym miejscu, ze wystepujacy w tej definicji stan |G) jest stanem podsta-
wowym pelnego hamiltonianu H. Nie jest on zatem iloczynem tensorowym
stanéw podstawowych swobodnego qubitu |g) oraz swobodnego pola elektro-
magnetycznego |()) wystepujacych w teorii bez oddzialywania.

Zanim przejdziemy dalej warto jeszcze zwroci¢ uwage na fakt, ze zawarte
w przytoczonej powyzej definicji zalozenie, ze interesuja nas jedynie wartosci
oczekiwane obliczane w stanie podstawowym uktadu |G) ma swoje fizyczne
uzasadnienie. Otéz do konca rozprawy bedziemy zakladali, ze nasz uktad
traktowany jako calo$é (tzn. uklad dwupoziomowy wraz z polem elektroma-
gnetycznym) znajduja sie w stanie podstawowym |G) pelnego hamiltonianu.
Mowiac jezykiem fizyki statystycznej zakladamy, ze uklad jest calkowicie od-
izolowany od otoczenia i znajduje sie w temperaturze zera bezwzglednego.
Takie zalozenie jest oczywiscie tylko przyblizeniem prawdziwej sytuacji fi-
zycznej. I cho¢ nie jest to przedmiotem tej pracy warto zasygnalizowaé, ze
istnieje mozliwo$¢ stosowania metod kwantowej teorii pola w sytuacjach bar-
dziej ogdlnych, w ktorych caly uklad znajduje sie w stalym kontakcie z ter-
mostatem, tzn. gdy uklad ma ustalona temperature. Prace nad formalizmem
metod kwantowej teorii pola dla skonczonych temperatur zostaty zapoczatko-
wane w latach 50. poprzedniego stulecia przez Takeo Matsubare klasyczna
praca [Mat55], a nastepnie bardzo rozwiniete przez innych autoréw, m.in.
w [Kub57, Wat56, Mar59, Lut60]. Poniewaz formalizm ten opiera sie na bar-
dzo ogélnych zasadach wydaje sie bardzo mozliwe zastosowanie go réwniez
w przypadku ukladéw dwupoziomowych.

Propagatory Feynmana

W catlej klasie funkcji korelacji (2.29) podstawowa role pelnia funkcje dwu-
punktowe, ktore historycznie nazywa sie propagatorami Feynmana. Opisuja
one elementarny proces propagacji pél w czasie. Z definicji maja one postacé

Srap(t,t') = —i(G|T U, (t)UL(t)|G), (2.30a)
DFij(k7 /f/, t, t/> = —Z<G’T (I)z<]€, t)q)j(k'/, t/) |G> (230b)
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Propagatory Sr 1 Dr bedziemy nazywali odpowiednio propagatorem pola elek-
tronowego i pola fotonowego w teorii oddzialujacej. Znaczna czes$¢ mojej roz-
prawy jest po$wiecona badaniu wlasnosci tych wtasnie propagatoréow, bo jak
sie okazuje jest w nich zakodowane bardzo wiele fizycznych wlasnosci oddzia-
hujacego ukladu dwupoziomowego z zewnetrznym polem elektromagnetycz-
nym.

Pierwsza, dos¢ oczywista, wlasnosc propagatora fotonowego (2.30b) widac¢
wprost z definicji. Jest on symetryczny ze wzgledu na zamiane miejscami
odpowiadajacych sobie argumentow, tzn.

DFij<k7k,7tvt/) = DFji<klykatl,t)- (231)

Wiasnos¢ ta jest bezposrednia konsekwencja faktu, ze pole ¢ () jest rzeczywi-
ste.

Propagator wierzcholkowy

Inna, bardzo wazna w naszych rozwazaniach, funkcja korelacji jest tréjpunk-
towa funkcja postaci

Vi(k,ti, ta,t3)ap = —i{G|T ®i(k, t1)Va(t2) Uh(t3)|G), (2.32)

ktoéra bedziemy nazywali propagatorem wierzchotkowym. Jest ona istotna, bo
jak sie okazuje opisuje ona elementarny proces oddziatywania jednego kwantu
pola elektromagnetycznego z naszym uktadem dwupoziomowym. W zalezno-
Sci od sytuacji moze to by¢ proces spontanicznej emisji lub pochtoniecia fotonu
przy przej$ciu miedzy stanami ukladu dwupoziomowego.

Zauwazmy, ze rozwazana przez nas funkcja Greena V jest, tak jak wszyst-
kie obiekty postaci (2.29), zwykla funkcja zespolona zalezna od trzech momen-
tow czasu i kilku innych parametrow. W zwiazku z tym mozna ja przedstawic
w nastepujacej postaci®

WVi(k, tt 1" ) as

:/ dk’l g(kl)/ dtl/ dtg/ dtg
0 —o0 —o0 —o0

Dpij(k,t, k1, t1)Sp(t', t2)arL'j(t1, ta, t3)16Sk (3, ") 55 (2.33)

Przy tak dobranej definicji (jesli tylko znalibySmy propagatory Sr i D)
cala informacja o trzypunktowej funkcji V zawarta jest w funkcji I', ktéora jest
czyms$ w rodzaju jadra calkowego. Funkcje tego typu stanowia bardzo wazny
element perturbacyjnych rozwazan w kazdej teorii pola i maja nazwe funk-
¢ji wierzchotkowych. W przysztosci okaze sie, ze przedstawienie propagatora
wierzchotkowego w tej wlasnie postaci jest bardzo uzyteczne, nawet gdy nie
znamy postaci samej funkcji I'.

6We wzorze tym nie wypisujemy jawnie sumy po powtarzajacych sie wskaznikach spino-
wych v, ¢ 1 wektorowym ;.
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Zwiazek z fizycznymi obserwablami

Na zakonczenie tego podrozdzialu wyttumaczmy jeszcze dlaczego funkcje ko-
relacji zdefiniowane wzorem (2.29) stoja w centrum naszego zainteresowania.
W tym celu powinni$§my wréci¢ na chwilke do podrozdziatu 2.3.1., w ktorym
stwierdziliSmy ze cala informacja o wlasno$ciach uktadu kwantowego zawarta
jest w operatorach pola w obrazie Heisenberga. Gdybysmy umieli rozwiazac
réwnania (2.22) to umieliby$Smy obliczaé¢ wszystkie interesujace nas wielkosci
fizyczne charakteryzujace uklad w zadanym stanie kwantowym.

Przytoczony przed chwila fakt o pelnej informacji zawartej w operatorach
pola zachodzi réwniez dla funkcji korelacji. Okazuje sie bowiem, ze gdybySmy
znali wszystkie wielopunktowe funkcje korelacji typu (2.29) dla operatoréw
pola naszego uktadu, to réwniez moglibySmy wyliczy¢ wszystkie interesujace
nas wielko$ci. Tym samym posiadaliby$émy cala wiedze o wlasnosciach roz-
wazanego przez nas ukiadu.

Aby lepiej zrozumiec¢ ten zwiazek postuzmy sie przykladem. Rozwazmy
w tym celu swobodny hamiltonian uktadu dwupoziomowego, ktorego wartosc
oczekiwana w stanie podstawowym catego ukladu chcemy znalezZé¢. Interesuje
nas zatem wielko$¢

(Hao) =mo Y _(G|TL(t) [02],5 Ts(t)|G). (2.34)
ap

W powyzszym wzorze w sposéb jawny wypisaliSmy wskazniki spinowe « i .
Rzeczywiscie z tego wzoru widaé, ze gdybysSmy znali operatory pola ¥(t) to
mogliby$my obliczy¢ interesujaca nas wielkos¢. Latwo jest jednak pokazac,
ze ta wielko§¢ mozna réwniez wyznaczy¢ znajac propagator Feynmana Sr.
Zachodzi bowiem nastepujacy ciag rownosci

(Hzo) =mo Y (GIUL(1) [02],5 V(1))
ap

=mo lim > o], (GIWL(#) s(1)|G)
op

__. 3 ,
= Zmot,hi% _ (0205 SFpalt, 1)

— —imp lim Tr [UZSF(t,t’)]. (2.35)

t/—tt

W powyzszym ciggu réwnosci symbol ¢t* oznacza chwile czasu infinitezymal-
nie pozniejsza od chwili czasu ¢t. To zapewnia, ze w linijce trzeciej operatory
pola ustawiaja sie w odpowiedniej kolejnosci. Ostatnia rowno$é powstaje z po-
przedniej jesli zauwazymy, ze suma po spinowych stopniach swobody moze by¢
rozumiana jako §lad z iloczynu dwéch macierzy o, i Sg.

Ten prosty przyklad jest ilustracja bardziej ogélnego faktu, o ktérym wspo-
minaliSmy — znajomo$¢ wszystkich funkcji korelacji pozwala obliczaé¢ wartosci
oczekiwane w stanie podstawowym wszystkich interesujacych wielko$ci.
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Na zakonczenie tego podpunktu powiedzmy jeszcze dlaczego stosowanie
opisu przez funkcje korelacji, a nie bezposrednio przez operatory pola jest
takie uzyteczne. Otoéz, jak sie okaze w dalszej czesci pracy, istnieje bardzo
systematyczny i dos$¢ prosty sposéb prowadzenia perturbacyjnych rachunkéow
w jezyku funkcji korelacji. Jak pokazemy kazda n-punktowa funkcje korela-
cji operatorow w obrazie Heisenberga w kazdym rzedzie rachunku zaburzen
daje sie prosto zbudowaé z dwupunktowych funkcji korelacji (propagatoréow
Feynmana) operatoréw po6l swobodnych. Tak dobrych metod perturbacyjnych
nie znamy natomiast dla samych operatoréw pola.

2.4.1. Propagatory Feynmana podl swobodnych

Zdefiniowane przez nas w poprzednim punkcie funkcje korelacji bylty zbudo-
wane z operatorow w obrazie Heisenberga. Te wlasénie funkcje sa dla nas naj-
bardziej interesujace, gdyz jak pokazaliSémy to w nich zakodowana jest pelna
wiedza o naszym oddzialujacym ukladzie. Aby jednak prowadzi¢ systema-
tyczny rachunek zaburzen bedziemy potrzebowali réwniez funkcji korelacji
dla uktadéw nieoddziatujacych. Dokladniej méwiac propagatoréow Feynmana
dla pola elektronowego i elektromagnetycznego w sytuacji, gdy nie ma miedzy
nimi oddzialywania. Sa one zbudowane ze swobodnych operatoréw pola spel-
niajacych ré6wnania dynamiki w obrazie oddzialywania (2.24). Propagatory te
sq zdefiniowanie analogicznie do propagatoréw (2.30)

Srag(t, t') = —i(g, 0T Vo (t)W(t)]g,0), (2.36a)
Dpij(k, K t,t) = —i(g, 0| T &;(k, t)®;(K', ')]g,0). (2.36b)

Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do wzoréw (2.30) w przytoczonej powyzej
definicji wartosci oczekiwane sa obliczane wzgledem stanu |g, ()), ktéry jest
stanem podstawowym hamiltonianu teorii swobodnej H,, a nie pelnego ha-
miltonianu H. Dla uproszczenia dalszej notacji stan ten bedziemy w skrocie
oznaczali po prostu jako |g).

Zdefiniowane powyzej funkcje korelacji bedziemy w dalszej czesci pracy na-
zywali odpowiednio propagatorem swobodnego fermionu i propagatorem swo-
bodnego fotonu. Ze wzgledu na fakt, ze znamy jawne rozwigazania réwnan
dynamiki (2.24) mozemy te propagatory, w przeciwienstwie do propagatorow
(2.30), wyznaczy¢ w sposob bezposredni.

Propagator swobodnego fotonu

Zgodnie ze wzorem (2.36b) propagator swobodnego fotonu zdefiniowany jest
nastepujaco

DFz'j(k7 /{?/, t, t/) = —Z<g’T (Dz(k, t)q)j(k'/, t/)|g> (237)
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Wykorzystujac wzor na ewolucje operatora pola w obrazie oddzialywania
(2.26¢) oraz fakt, ze operatory anihilacji a;(k) zeruja sie dzialajac na stan pod-
stawowy |g) mozemy napisaé

iDpij(k, K, 1, 1") = 0(t — 1) <g|¢'(k¢ t)0; (K, t')|g) + 0(t" —t) {g|®; (K, 1) ®i(k, 1)[g)
=0(t—t) (glai(k) e ™ af(K)]g)

0 = 1) 5 gl () e al )]
5i;0(k — k)

_ o —ik(t—t) r —ik(t'—
(e(t ) e L[ —t)e ) o

Ostatnia réwno$¢ otrzymaliSmy dzieki wykorzystaniu regut komutacyjnych
(1.46). Powyzszy rachunek pokazuje, ze propagator fotonowy Dp;; zalezy je-
dynie od réznicy czaséow ¢t — t'. Jak pokazemy w punkcie 2.4.2. jest to prze-
jaw duzo ogdélniejszej reguty, ktéra wynika z niezmienniczo$ci naszej teorii ze
wzgledu na przesuniecie w czasie.

Propagator Dy ma proste przedstawienie w dziedzinie czestosci. Aby je
uzyskac wykorzystajmy wzor na przedstawienie spektralne funkcji Heviside’a

o] - —iwt
e(t):/ dwoie ™ (2.39)

00 2T W 1€

2\/_

(2.38)

Wstawiajac ten zwiazek do wzoru (2.38) otrzymujemy

00 dko e—i(ko—i-k)(t—t’) e~ i(ko+k)(t S (5(]6 k’/)
+ Y :
( ko + i€ ko + te ) 2k

iDpij(k, K t,t) :i/ — (2.40)
oo 2T

Wzér ten mozna znacznie uprosci¢ poprzez wykonanie odpowiedniej zamiany
zmiennej calkowania k, w pierwszej i drugiej calce

k0—>]€0—]€ 1 k0—>—k0—k.
To prowadzi do nastepujacego wyrazenia na propagator swobodnego fotonu

*dky _. oy 1 1 55(k — k/)
Dpii(k K 1) = [ e iholt=t) - -
Fj(? by ) /;00271-6 ]{;O—]{;—|—2'6 /{Jo—l—k—’iE 2k

/Oodkoe iko (t—t') O; 5(k k')

o 2T ki — k% + ie
© Ako i sy
- / 2—ﬂ°e*zk0<t*t )Dpij(k, K, ko). (2.41)

W ostatniej linijce funkcja Dp;;(k, k', ko) jest transformata Fouriera propaga-

tora w dziedzinie czestosci’

5i;0(k — k')

Dipii(k K ko) = .
ris 0) ki — k2 + ie

(2.42)

"Do oznaczenia propagatora i jego transformaty Fouriera bedziemy uzywali tych samych
oznaczen. Odréznia¢ je zawsze bedzie odpowiedni argument.
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Propagator swobodnego elektronu

Znajdzmy teraz propagator swobodnego elektronu w podobny sposéb jak zro-
biliSmy to dla propagatora fotonowego. Zgodnie ze wzorem (2.36a) jest on
zdefiniowany nastepujaco

Srap(t, ) = —ilg| T WL (Wh(E)]g). (2.43)

Wykorzystujac réwnania ewolucji (2.26a) i (2.26b) tatwo pokazaé, ze wyraza
sie on nastepujaco

iSras(t:t') = Ot = 1) (g[Va(t)W)(¥)]g) — 6 — 1) (gIV]()Va(D)lg)
= et (9t — 1) {glba vllg) — 0 = ){glvhwalg) ). (244)

7 jawnego przedstawienia operatoréw kreacji (2.1) i anihilacji (2.3) wynika
natomiast, ze wystepujace tutaj wartosci oczekiwane w stanie podstawowym
maja postaé

(9lva ¥hlg) = (9181 ¢119)0apdar = (P1) 45 (2.452)
(gleof valg) = (gl0] ¥1|9)0agbar = (P)),5- (2.45b)

W powyzszych wzorach wprowadziliSmy nowe oznaczenie na operatory rzu-
towe Py, , ktore sa macierzami 2 x 2 we wskaznikach « oraz i maja postac

1—o0, 140,

P = P, = : 2.46
Propagator elektronu ma zatem postaé®
iSp(t,t) = 0(t — ") Pre ™=t _ gt — )P emot=t), (2.47)

Jak widaé propagator elektronu, podobnie jak to bylo w przypadku propa-
gatora fotonu, jest funkcja jedynie réznicy czaséw. Wykorzystujac ponownie
wzoér na transformate Fouriera funkcji Heviside’a (2.39) i wykonujac analo-
giczne jak w poprzednim przypadku przesuniecie zmiennej catkowania mo-
zemy znaleZz¢ wzor na transformate Fouriera propagatora swobodnego elek-
tronu

Sp(t, V) = / @e—ipoﬁ—t’)SF(pO). (2.48)

oo 2m

Wielkosé Sr(po) jest propagatorem elektronu w dziedzinie czestosci i dana jest
nastepujacymi réwnowaznymi wzorami

P, P,
S = — 4+ , 2.49a
F(po) Po— Mo+ 1€ pg+ Mg — 1€ ( )
_ o= (2.49b)

Po0, — Mg + 1€
Po + M0 (2.49¢)

P2 —md +ie

80d tej pory bedziemy czesto pomijali jawne wypisywanie wskaznikéw spinowych «a i 3
majac zawsze w pamieci, ze propagator elektronu jest w tych wskaznikach macierza 2 x 2.
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Analogia z pelna elektrodynamika kwantowa

Na zakonczenie tego punktu warto jest jeszcze przyjrzec sie na poziomie pro-
pagatora swobodnego elektronu analogii pomiedzy teoria qubitu, a petna elek-
trodynamika, w ktérej elektrony posiadaja réwniez przestrzenne stopnie swo-
body. W pelnej elektrodynamice odpowiednikiem propagatora Sr(po) jest pro-
pagator, ktéry jest funkcja czteropedu p,

(2.50)

1
SEEP (p) = .
(") Dy — mg + e

Jak widzimy ma on bardzo podobna strukture do propagatora przez nas otrzy-
manego. Istotna réznica jest to, ze jest on macierza 4 x 4 dzialajaca w prze-
strzeni wewnetrznych stopni swobody elektronu. Wynika to oczywiscie z faktu,
ze pelna elektrodynamika wymaga do opisu elektronu pdl bispinorowych. Od-
powiednikiem macierzy o, jest w tym przypadku macierz ~,. Macierze -1, 72
1 3 mnoza przestrzenne skladowe pedu i w naszej teorii oczywiscie nie maja
swoich odpowiednikéw. Jak juz wspominaliSmy w naszej teorii nie wystepuja
bowiem przestrzenne stopnie swobody elektronu.

Niepokojacym moéglby sie wydawac fakt, ze w propagatorze (2.49b) w licz-
niku znajduje sie macierz o, a nie ma odpowiadajacej jej macierzy v, w propa-
gatorze (2.50). Nie jest to jednak ani zaden blad, ani zadna réznica pomiedzy
tymi dwoma teoriami. Nalezy bowiem sobie uswiadomi¢, ze w pelnej elektro-
dynamice (dla wygody prowadzenia rachunkéw) przyjmuje sie, ze kanonicznie
sprzezonymi operatorami pola fermionowego sa pola ¥ oraz U = Uy, a pro-
pagator swobodnego fermionu zdefiniowany jest nastepujaco

SEEP (11, t2) = —i{g| T Wa(p, )Ws(p,)|g). (2.51)

To wlasnie z réznicy tych definicji bierze sie r6znica w ostatecznym wzorze na
transformate Fouriera propagatora elektronu. Jak juz wspominaliémy sam
propagator nie ma jednak bezposredniej interpretacji fizycznej i oczywiscie
obliczone mierzalne wlasnos$ci ukladu nie zaleza od tego jak jest on zdefinio-
wany. Pomiedzy teoria qubitéow, a pelna elektrodynamika (tak jak sie tego
spodziewamy) jest zatem pelna analogia.

2.4.2. Konsekwencje symetrii przesuniecia w czasie

W poprzednim punkcie znalezliSmy jawna postac¢ propagatoréw pél swobod-
nych. Okazalo sie, ze propagatory te maja taka wlasnosé, ze sa funkcjami je-
dynie réznicy swoich argumentéw czasowych. To doprowadzito nas do duzego
uproszczenia postaci propagatorow w dziedzinie czesto$ci. Pokazemy teraz,
ze podobna wlasno$¢ maja réwniez propagatory w teorii z oddzialywaniami,
bo wynika ona bezposrednio z symetrii teorii wzgledem przesuniecia w czasie.
W tym celu rozwazmy dowolna dwupunktowa feynmanowska funkcje korela-
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cji, ktéra zgodnie z definicja (2.29) ma postaé®

Ga(t1, t2) = —i(G[T V1 (t1)T2(t2)|G)
= —if(t1 — t2)(G[V1(t1)P2(t2)|G) £ i0(t> — tl)(G|‘P2(t2)‘T°1(t1)|?2>.52)

Wykorzystujac réwnanie (2.20) zadajacego ewolucje dowolnego operatora
w obrazie Heisenberga mozemy zapisac te funkcje w postaci

gQ(tla t2) = _ie(t1 — t2)<G|ethl T, eiH(tzftl) Yy e tHt2 |G>
£ 0ty — 1) (Gle TPy T P e T G). (2.53)

Ze wzgledu jednak na fakt, ze stan |G) jest stanem podstawowym i co za tym
idzie stanem wlasnym pelnego hamiltonianu H, to powyzsze réwnanie mozna
przepisac do postaci

gg(tl, tQ) = —ZH(tl — tg)eiEG(tl_t2)<G|‘T’1 eiH(tz_tl) CY)2|G>
+ i0(ty — ty)eFel2=0)(GP, Tl27 1), |G (2.54)

gdzie E jest wartoScig wlasnag hamiltonianu H w stanie |G).

Réwnanie (2.54) w jawny sposéb pokazuje, ze dwupunktowa funkcja kore-
lacji (2.52) zalezy jedynie od réznicy argumentéw czasowych. To oznacza, ze
jej transformata Fouriera

Ga(p1,p2) :/ dt1/ dty e~ =202 G) (1) 1) (2.55)

jest iloczynem funkcji jednej zmiennej i delty Diraca od sumy jej argumentow

Ga(p1,p2) = Ga(p1)d(p1 + p2). (2.56)

Przedstawione powyzej rozumowanie jest przejawem dzialania zasady za-
chowania energii w naszej teorii i ma przez to charakter bardzo ogélny. Opiera
sie ono jedynie na spostrzezeniu, ze hamiltonian H nie jest jawna funkcja
czasu i wykorzystaniu faktu, ze stan podstawowy |G) jest jego stanem wla-
snym. Calkowicie analogiczne mozna pokazac¢ podobna wlasno$é dla dowolnej
funkcji korelacji postaci (2.29). Oznacza to, ze transformata Fouriera dowolnej
funkgcji korelacji G, jest iloczynem funkcji n» — 1 zmiennych i jednej globalnej
delty zachowania od sumy wszystkich jej argumentow, tzn.

gn(plw'-apn) :/ dt1/ dtne—ipltl e—ipntn gn(tla--'atn)

e.¢] o0

=Gu(p1,- - Pn-1)0(p1+ ... 4+ Dn). (2.57)

Spostrzezenie to wykorzystamy w dalszej czesci pracy przy prowadzeniu ra-
chunku perturbacyjnego w dziedzinie czestosci zamiast dziedzinie czasu.

9Gérny znak stosujemy dla elektronéw, ktére sa fermionami, a dolny dla fotonéw, ktére sa
bozonami.
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Na zakonczenie tego podpunktu warto podkresli¢, ze przedstawiona po-
wyzej analiza nic nie méwi o strukturze funkcji G, (p1,. .., pn_1). W wielu kon-
kretnych sytuacjach moze sie okazac, ze zawiera ona dodatkowe funkcje delta.
Wynika to jednak zawsze z innych argumentéw niz niezmienniczosc teorii ze
wzgledu na przesuniecie w czasie.

2.5. Podstawowe twierdzenia kwantowej teorii
pola

Wprowadzony przez nas nowy formalizm opisu ukladéw dwupoziomowych
w jezyku p6l kwantowych bardzo réznit sie od standardowego opisu w jezyku
funkcji falowych. Moze on sie wydawac interesujacy, bo daje nowe spojrze-
nie na do$¢ proste zagadnienie opisu uktadu dwupoziomowego oddziatujacego
z zewnetrznym polem elektromagnetycznym. Do tej pory jednak formalizm
ten nie przyniost zadnych fizycznie interesujacych rezultatéw. ZmieniliSmy
jedynie sposob opisu interesujacych nas ukladéw na opis przy pomocy wielo-
punktowych funkcji korelacji.

Ta fundamentalna zmiana opisu ma jednak bardzo praktyczne znacze-
nie, bo umozliwia stosowanie bardzo wyrafinowanych metod prowadzenia ra-
chunku perturbacyjnego. Metod tych nie da sie zastosowaé w starym sformu-
lowaniu, gdyz twierdzenia matematyczne, na ktorych sie opieraja wykorzy-
stuja bezposrednio podstawowe zwiazki jakie istnieja pomiedzy wielopunk-
towymi funkcjami korelacji. Przedstawie teraz dwa podstawowe twierdzenia,
z ktorych wynika cate dobrodziejstwo stosowania tego opisu. Sa to bardzo uni-
wersalne twierdzenia, ktore stanowia podstawe wszystkich metod kwantowej
teorii pola.

2.5.1. Twierdzenie Gell-Manna i Lowa

Jedna z najwazniejszych konsekwencji stosowania opisu w jezyku chrono-
logicznie uporzadkowanych funkcji korelacji jest twierdzenie sformutowane
w 1951 roku przez Gell-Manna i Lowa [Gel51]. Wyraza ono bezposredni zwia-
zek jaki istnieje pomiedzy funkcjami korelacji zbudowanymi z operatorow
pola w obrazie Heisenberga (2.29), a odpowiadajacymi im funkcjami korela-
cji zbudowanych z pdl swobodnych. Zwiazek ten wyraza sie wzorem [Bia75,
Bjo65, Fet71]

(gITTi(t) - - T(tn) e ST 0]g)

<G|’H“T’1(t1)mn(tn)|G> = <g|Te—ifdtH1(t)’g> ’

(2.58)

gdzie tak jak ustaliliSmy V;(¢;) i T;(¢;) reprezentuja dowolny operator pola
odpowiednio w obrazie Heisenberga i obrazie Diraca. Wystepujacy z prawej
strony hamiltonian H;(¢) jest hamiltonianem oddzialywania w obrazie oddzia-
lywania.
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Zauwazmy, ze twierdzenie to jest sformulowane dla chronologicznie upo-
rzadkowanych funkcji korelacji. Nie mozna go zatem stosowac (i nie ma on
swojego odpowiednika) dla inaczej zdefiniowanych propagatoréw (np. propa-
gatoréw opéznionych lub przedwczesnych). Nie znane jest rowniez tak mocne
twierdzenie, ktore laczyloby bezposrednio ze soba operatory pola w obydwu
obrazach. Nalezy sie tego spodziewac, bo funkcje korelacji, cho¢ moze czasami
bardzo skomplikowane, w przeciwienstwie do operatoréw p6l kwantowych, sa
zwyklymi funkcjami zespolonymi wielu zmiennych.

Dokonujac rozwiniecia funkcji wyktadniczych stojacych po prawej stronie
réwnania (2.58) otrzymujemy!® iloraz dwéch nieskonczonych sum kolejnych
funkcji korelacji operatorow w teorii bez oddzialywan. W zasadzie nie ma
zadnych przeszkoéd, poza trudnosciami operacyjnymi, aby wyliczaé¢ te sumy
rzad po rzedzie tak jak zrobiliSmy to w przypadku propagatoréw swobodnych
(2.36). Oczywiscie w kazdym kolejnym rzedzie funkcja korelacji, ktéra mu-
simy wyznaczy¢ bedzie sie skladala z wiekszej liczby operatoréw pdl swobod-
nych. Z twierdzenia Gell-Manna i Lowa wiemy jednak, ze ten iloraz nieskon-
czonych sum jest rowny funkcji korelacji, ktora jest w centrum naszego zain-
teresowania. Tym samym dostajemy narzedzie, cho¢ na razie jeszcze bardzo
prymitywne, do wyliczania interesujacych nas feynmanowskich funkcji kore-
lacji rzad po rzedzie na podstawie znajomosci tylko funkcji korelacji w teorii
swobodne;.

2.5.2. Twierdzenie Wicka

Drugim bardzo waznym twierdzeniem, z ktérego bedziemy korzystali jest
twierdzenie Wicka [Wic50]. Twierdzenie Wicka jest tozsamoscia operatorowa,
ktéra podaje bezposredni zwiazek pomiedzy iloczynem chronologicznym T,
a tzw. iloczynem normalnym N operatoréw pola w obrazie oddzialywania.
Symbolicznie jego tres¢ mozna zapisac nastepujaco

TTszTn:NTngTn
1
+Y NT Ty T,

1 1
+ZN T o 5Ty T,

1 1 1
+ ZTszTgn-.-Tn_lTn.

W powyzszym wyrazeniu sumowania odbywaja sie po wszystkich mozliwych

zwezeniach ('T‘W‘j) par operatoréw — w drugiej linijce tylko jedna para opera-
torow jest zwezona, w trzeciej dwie pary itd. Iloczyn normalny dowolnej liczby
operatorow N ma ta wlasnosc, ze jego wartos¢ oczekiwana w stanie podstawo-
wym |g) jest réwna zero. Zwezenie dwoéch operatoréw jest natomiast réwne

0Tak powstajace szeregi nazywa sie ze wzgledéw historycznych szeregami Dysona [Dys49].
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wartosci oczekiwanej ich iloczynu chronologicznego w tym stanie

1
(9INT;T;]g) =0, T:T; = (9T TiTlg). (2.59)

Twierdzenie to niesie bardzo powazne konsekwencje, ktore umozliwiaja
radykalnie uproéci¢ rachunek zaburzen. Wynika bowiem z niego, ze wartos¢
oczekiwana chronologicznego iloczynu dowolnej liczby operatoréw pola w teo-
rii bez oddzialywan w stanie podstawowym |¢g) mozna zamienié na skonczona
sume iloczynéw swobodnych propagatoréw feynmanowskich (2.36), ktérych
dokladna postac wyliczyliSmy w poprzednim punkcie. Scislej mowiac wprost
z twierdzenia Wicka wynika, ze

(GIT Ty Talg) = > (=1 (9T To, Torlg) -+ (9T T, , T,

oESy

g). (2.60)

W powyzszym wzorze sumowanie odbywa sie po wszystkich mozliwych per-
mutacjach o zbioru n-elementowego, a x jest liczba przestawien fermionowych
operatorow pola potrzebnych do uzyskania wyjSciowej kolejnosci. Szczegé-
lowy dowéd twierdzenia Wicka oraz przytoczonej jego konsekwencji mozna
znalez¢ w wielu pozycjach (np. [Bia75, Fet71, 1tz80]) i dlatego dowodu nie be-
dziemy tutaj podawali. Warto niemniej podkresli¢, ze w zwyczajowym podej-
sciu formutuje sie je dla wartosci oczekiwanych wzgledem proézni, czyli stanu,
na ktorym zeruja sie wszystkie operatory anihilacji. W naszym przypadku
bylby to zatem stan |N,()), a nie |g,()). Okazuje sie jednak, ze twierdzenie
Wicka mozna sformutowaé wzgledem dowolnego stanu fermionowego. Wynika
to bezposrednio z faktu, ze operatory pola fermionowego spetniaja relacje an-
tykomutacyjne i tym samym nie istnieje matematyczne rozréznienie pomie-
dzy operatorami kreacji, a anihilacji elektronu w poszczegélnych stanach. Na-
zywajac operator anihilacji elektronu w stanie dolnym ), operatorem kreacji
antyelektronu w stanie dolnym zﬂ, a operator kreacji elektronu 1&1 operato-

rem anihilacji antyelektronu @Z | relacje antykomutacyjne zostana zachowane,
a stan |g,()) po takiej zmianie nazw bedzie anihilowany przez wszystkie ope-
ratory anihilacji (bedzie stanem proézni dla takich operatoréw). Tym samym
réwniez wzgledem stanu |g, )) mozna sformulowaé twierdzenie Wicka'l.
Przedstawione powyzej rozumowanie, ktére pozwala zastosowac twierdze-
nie Wicka wzgledem dowolnego stanu fermionowego ma swéj odpowiednik
w pelnej elektrodynamice kwantowej. Pierwsze historyczne sformulowanie
relatywistycznej kwantowej teorii elektronu podane przez Diraca w 1928 roku
[Dir28] przewidywalto mozliwo$é zajmowania przez elektrony stanéw o ujem-
nej energii. Aby zachowa¢ zgodnos¢ teorii z faktami doswiadczalnymi Dirac
postawil hipoteze, ze w stanie podstawowym wszystkie stany energetyczne
0 ujemnej energii sa zapelnione (tzw. ,morze Diraca”) i sformulowal teorie

U Mozliwoéé sformutowania twierdzenia Wicka wzgledem stanu |g, () jest bardzo istotna,
gdyz twierdzenie Gell-Manna i Lowa zadaje zwiazek pomiedzy funkcjami korelacji oblicza-
nymi w stanach podstawowych |G) i |g, 0).
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elektronéw i dziur. We wspélczesnym sformutowaniu elektrodynamiki kwan-
towej wykonuje sie analogiczna do opisanej powyzej zamiane operatorow kre-
acji i anihilacji elektron6w o ujemnej energii na odpowiednie operatory anihi-
lacji i kreacji pozytonéw. Tym samym stan podstawowy teorii staje sie jedno-
cze$nie stanem proézni elektronowo-pozytonowej (zeruja sie na nim wszystkie
operatory anihilacji).

Na zakonczenie podkreslmy, ze podobnego rozumowania nie mozna prze-
prowadzi¢ dla stanéw pola elektromagnetycznego. Wynika to bezposrednio
z faktu, ze w tym przypadku operatory pola speilniaja reguly komutacyjne
i tym samym nie mozliwosci zamiany operatoréw kreacji z operatorami ani-
hilacji bez naruszenia tych regut.

Jak widzimy wykorzystanie twierdzenia Gell-Manna i Lowa oraz twier-
dzenia Wicka daje mozliwos¢ (przynajmniej teoretycznie) wyliczania z do-
wolna dokladnos$cia dowolnych funkcji korelacji, ktore sa postaci (2.29) i tym
samym przewidywania wartos$ci oczekiwanych wielkosci istotnych fizycznie.
Do wyznaczania tych wielkosci nie potrzebujemy nic wiecej poza propagato-
rami Feynmana swobodnych p6l (2.36) i hamiltonianem oddzialtywania (2.27).
Ostatnim krokiem pozostaje usystematyzowanie rachunku perturbacyjnego
tak, aby nie trzeba bylo za kazdym razem rozwija¢ réwnania (2.58) w szereg
1 stosowac zwiazku (2.60) wynikajacego z twierdzenia Wicka. Takie usyste-
matyzowanie zostalo juz jednak rowniez wypracowane na potrzeby bardziej
skomplikowanych kwantowych teorii pola.

2.6. Reguly Feynmana

Z opisanych powyzej twierdzen kwantowej teorii pola wynika, ze kazda wie-
lopunktowa funkcja korelacji G w teorii z oddzialywaniami daje sie wyra-
zi¢ w kolejnych krokach rachunku zaburzen jako pewna kombinatoryczna
suma iloczynéw dwupunktowych funkcji korelacji odpowiednich pél w obra-
zie oddzialywania. To spostrzezenie bardzo upraszcza prowadzenie systema-
tycznego rachunku perturbacyjnego, bo kolejne wyrazenia w dowolnym rze-
dzie tego rachunku skladaja sie zawsze z tych samych, ustawionych w odpo-
wiedniej kolejnosci, elementéw — propagatoréw Feynmana Sy i Dy i wyrazen
typu V;(k) = g(k)o; wynikajacych z hamiltonianu oddzialywania H;, ktére be-
dziemy nazywac wierzchotkami oddziatywania.

Z tej analizy wynika, ze caly problem znalezienia odpowiedniego wyra-
zenia w danym rzedzie rachunku zaburzen sprowadza sie jedynie do wyko-
nania rozwiniecia wyrazenia (2.58) w szereg wzgledem hamiltonianu oddzia-
lywania i wykonania odpowiednich zwezen zgodnie z twierdzeniem Wicka.
Cala ta procedura jest bardzo klarowna lecz niestety bardzo zmudna i utrud-
niajaca prowadzenie efektywnych obliczen. W roku 1949 Richard Feynman
[Fey49] opracowal metode diagramatyczna, ktora pozwala znacznie uproscié
rachunki. Metoda ta opiera sie na spostrzezeniu, ze kazde wyrazenie ra-
chunku perturbacyjnego, dowolnej funkcji korelacji daje sie prosto skonstru-
owac jesli bedzie sie stosowato do kilku prostych regut historycznie nazwanych
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regutami Feynmana. Reguly Feynmana skladaja sie z dwéch krokéw — regut
rysowania diagramoéw i regul przypisywania im odpowiednich wyrazen mate-
matycznych. Przedstawie teraz reguly Feynmana dla naszej teorii uktadow
dwupoziomowych oddzialujacych z kwantowym polem elektromagnetycznym.

2.6.1. Reguly rysowania diagramow

Pierwszym krokiem do przeprowadzenia obliczen w rachunku zaburzen jest
narysowanie wszystkich diagramoéw zgodnie z zasadami przedstawionymi po-
nizej. Podkres§lmy jeszcze raz, ze sa one bezposrednimi konsekwencjami twier-
dzenia Gell-Manna i Lowa oraz twierdzenia Wicka.

e Kazdy propagator elektronu iSr reprezentowany jest przez odcinek o okre-
slonej orientacji

e Kazdy propagator fotonu i D reprezentowany jest przez linie falowana
bez okreslonej orientacji

(A VAVAVAVAV]

e Kazdy wierzchotek oddzialywania —iV reprezentowany jest przez kropke,
w ktorej spotykaja sie linie propagatoréw

e Ze wzgledu na posta¢ hamiltonianu oddzialywania, ktéry sprzega dwa
operatory pola fermionowego z jednym operatorem pola elektromagne-
tycznego w wierzchotku oddzialywania zawsze spotykaja sie dwie linie
elektronowe (jedna wchodzaca, druga wychodzaca) oraz linia fotonowa

S

e Diagram zawierajacy

i wychodzacych linii elektronowych,

j wchodzacych linii elektronowych,

k linii fotonowych, ktére wchodza lub wychodza z diagramu,

n wierzchotkéw

jest jednym z wkitadéw do wyrazenia

<g’T wal (tl) to wai (tl)wi/l (tll) e \UL; (t/ )q)(t/l,) U cb(t,k/) e_ifdtHI(t) ’g> (261)

J

w n-tym rzedzie rachunku zaburzen.
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e Permutacje po ré6znych zwezeniach wynikajace z twierdzenia Wicka w tym
jezyku oznaczaja permutowanie po réznych, nieréwnowaznych sposo-
bach wewnetrznego polaczenia w diagramie!2.

e Dla uproszczenia, wszedzie tam gdzie nie powoduje to nieporozumien,
nie rysuje sie kropek reprezentujacych wierzchotki oddzialywania.

Stosujac powyzsze reguly rysowania diagramow tatwo sprawdzié, ze np.
wyrazenie
(9T W (t)W(tp)e™ /0] g)

ktore zawiera tylko jedna pare linii elektronowych wchodzacych i wychodza-
cych ma nastepujace rozwiniecie w diagramy Feynmana®®

(9|T Wa(h)‘l’}s(b)eiifdtm(t) )

- (0 rzad)
2 )

+ & + : + ? + . (2 rzad)

+ + + + + /®« ’

S S
@ @ o0 OO0

RV S O S S S S

L5 Fy Ly s (4 rzad)
R 5

+ ... (Wyzsze rzedy)
(2.62)

127 twierdzenia Wicka wynika, ze tak na prawde powinni§my permutowaé¢ nie tylko po
wszystkich rozréznialnych polaczeniach wewnatrz diagramu, ale réwniez po réznych indek-
sach nadanym wierzcholkom. Jednak wszystkie diagramy, ktore réznia sie tylko permutacja
po nazwach wierzchotkéw daja dokladnie taki sam wklad w rachunku zaburzen. Uwzgled-
nienie tylko jednego z tych diagraméw jest konsekwencja nie brania pod uwage czynnika n!
pojawiajacego sie w n-tym rzedzie rachunku zaburzen na skutek rozwiniecia funkcji wyktad-
niczej w twierdzeniu Gell-Manna i Lowa.

137, przedstawionych regul rysowania diagraméw wynika, ze w rozwinieciu akurat tego
wyrazenia wystepuja tylko diagramy z parzysta liczba wierzcholtkéw.
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Jak widac rozwiniecie juz w pierwszych dwoéch nieznikajacych rzedach ra-
chunku zaburzen prowadzi do bardzo wielu diagraméw. W nastepnym punk-
cie pokazemy jednak, ze przy rozwazaniu problemoéw fizycznych wiekszo$ci
z nich nie trzeba bra¢ w ogdle pod uwage. Zanim jednak przejdziemy do tego
problemu podajmy jeszcze zasady jakimi nalezy sie kierowaé¢, aby danemu
diagramowi przypisa¢ odpowiadajace mu wyrazenia algebraiczne.

2.6.2. Reguly obliczania diagramow

Kazdy diagram Feynmana reprezentuje pewne wyrazenie algebraiczne, ktore
odpowiada danemu czlonowi w rozwinieciu perturbacyjnym. Wyrazenie to
jest bezposrednia konsekwencja twierdzenia Gell-Manna i Lowa oraz twier-
dzenia Wicka. Rachunek zaburzen mozna prowadzi¢ zaré6wno w dziedzinie
czasu (co bezposrednio wynika z rozwiniecia (2.58)) jak i w dziedzinie czesto-
$ci. Ten drugi sposéb wymaga wykonania transformaty Fouriera wszystkich
funkcji korelacji po wszystkich zmiennych czasowych. Wybér sposobu prowa-
dzenia rachunku zaburzen oczywiscie nie zmienia fizycznych wnioskow jakie
beda z niego plynely. Ze wzgledu na poczynione w punkcie 2.4.2. obserwa-
cje dotyczace konsekwencji symetrii przesuniecia w czasie tatwiej jest jednak
obliczaé poszczegélne diagramy w dziedzinie czestosci i od tej pory skupimy
sie wladnie na tym sposobie. Ze wzgledu na wspomniana symetrie, w kazdym
wierzcholku oddzialywania bedzie spelniona zasada zachowania energii.

Reguly przypisywania poszczegélnym diagramom odpowiednich wyrazen
algebraicznych w dziedzinie czestoSci sa nastepujace:

e kazdej linii fotonowej pomiedzy dwoma wierzchotkami oddzialywania
przypisa¢ wyrazenie

_ 0;;0(k — k)
iDp(po) = Zm,

e kazdej linii fermionowej pomiedzy dwoma wierzchotkami oddzialywania
przypisac¢ wyrazenie

o
S — z
5 (po) Zpgaz—m—i-ie’

e kazdemu wierzchotkowi oddzialywania nalezy przypisa¢ wyrazenie

—iVi(k) = —ig(k)oy,

e w kazdym wierzchotku obowiazuje zasada zachowania energii co jest od-
zwierciedlone odpowiednia delta zachowania czesto$ci dla propagatoréw
wchodzacych i wychodzacych z wierzchotka,

e macierze 2x2 odpowiadajace propagatorom fermionowym nalezy mnozy¢
w kolejnosci wskazywanej przez kierunek strzatek linii fermionowych,
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k k‘() k/ 0;:0(k—kK'
ANNANNNN = Dk, K ko) = i P
i J

Do

= iSr(po) = i ;5%

k
E& — —ig(k)o;

Rysunek 2.2: Reguly Feynmana w dziedzinie czestosci. W powyz-
szych wzorach wypisano w sposéb jawny wszystkie zmienne z wy-
jatkiem wskaznikéw macierzowych dla propagatora fermionowego.

e kazda zamknieta petla fermionowa skutkuje wykonaniem §ladu po in-
deksach macierzowych oraz pomnozeniem wyrazenia przez —1 (jest to
konsekwencja fermionowej natury operatoréw pola).

Otrzymane w ten spos6b otrzymane wyrazenie odcatkowaé po wszystkich we-
wnetrznych pedach i czesto$ciach oraz wykonaé¢ sumowanie po wszystkich we-
wnetrznych wskaznikach macierzowych (zaréwno fotonowych jak i fermiono-
wych).

2.6.3. Analiza spojnosci diagramow

Metoda diagraméw Feynmana wydaje sie bardzo prosta i skuteczna w wyzna-
czaniu wkladéw w kolejnych rzedach rachunku zaburzen. Bardzo wazne jest
zatem przestudiowanie wlasno$ci tych diagramoéw pod wzgledem ich ztozono-
§ciiw miare potrzeby rozlozenie ich na prostsze czesci. Jak wida¢ z przyktado-
wego rozwiniecia diagramatycznego (2.62) tylko do czwartego rzedu rachunku
zaburzen pojawia sie bardo wiele réznych diagraméw. Okazuje sie jednak, ze
nie wszystkie z nich sa fizycznie interesujace. W praktyce oznacza to, ze nie
musimy znaé¢ wyrazen analitycznych dla wszystkich z nich, aby odpowiadac
na fizyczne pytania. Aby wyjaéni¢ ten problem podzielimy diagramy na tzw.
spojne i niespdjne.

Diagramy spéjne i niespdjne

Diagramem niespgjnym bedziemy nazywali kazdy taki diagram, ktory sktada
sie przynajmniej z dwoch czesci, ktore nie sa ze soba polaczone zadna linig fo-
tonowa ani fermionowa i przynajmniej jedna z tych czesci nie zawiera zadnej
linii wchodzacej ani wychodzacej. Wszystkie inne diagramy bedziemy nazy-
wali spgjnymi. Diagramami niespdjnymi sa np. nastepujace diagramy wyste-
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pujace w rozwinieciu (2.62)

@ , ? lub

-
N
6

Przykladami diagramoéw spdjnych z tego rozwiniecia sa natomiast diagramy
% - T i T %

Zauwazmy, ze diagramy niespéjne maja taka wlasnos¢, ze odpowiadajace
im wyrazenia algebraiczne sa iloczynami wyrazen dla poszczegdlnych czesci
spojnych, z ktorych sie sktadaja. Jest tak dlatego, ze rozdzielone czesci spdjne
nie maja zadnych wspélnych zmiennych, po ktérych odbywatoby sie sumowa-
nie lub calkowanie wynikajace z regul Feynmana. Wlasno$¢ ta mozemy zapi-
sa¢ w spos6b symboliczny wykorzystujac czesci spdjne danego diagramu. Np.
dla diagramu pierwszego z naszego przykladu rozklad ten mozemy zapisac
W nastepujacy sposob

S x (). (2.63a)

Dla diagramu trzeciego ma on natomiast postac

x (@@) _

= x () x (). (2.63b)
= D ®

Obserwacja, ze diagramy niespdjne faktoryzuja sie na iloczyny czesci spoéj-
nych ma bardzo praktyczne znaczenie. W konsekwencji oznacza ona bowiem,
ze rozwiniecie perturbacyjne dowolnego wyrazenia typu

(GITT1(1) - To(t)e™ 19750 g) (2.64)
daje sie zapisac jako iloczyn sumy wszystkich wystepujacych w rozwinieciu
diagramoéw spéjnych i sumy pozostatych diagramoéw, ktéra nazywa sie czescia
prozniowa. Latwo sprawdzié, ze dla rozwazanego przez nas przykiadu (2.62)

rozklad ten ma postac

(gIT W ()W (ty)e t [4Ta®)|g)

= +@+?+ﬁ+ﬁﬁ+...

:(1+@+%+...)
« ( N 7 b ST Ly (2.65)
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Podobny rozklad zachodzi dla dowolnego wyrazenia typu (2.64). Suma stojaca
W pierwszym nawiasie jest nazywana czescia prézniowa, gdyz tatwo spraw-
dzic¢, ze jest ona rozwinieciem perturbacyjnym wyrazenia

(g|Te~ 70| ) — 1+@+%+..., (2.66)

ktore opisuje amplitude przejscia préznia-préznia i pojawia sie w rozwinieciu
kazdego wyrazenia (2.64).

Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze wyrazeniom typu (2.64) nie mozna
nadac bezposredniej interpretacji fizycznej, bo sa to wyrazenia sktadajace sie
z pol w teorii swobodnej. Stanowia one jednak bardzo wazny skladnik pelnej
teorii, co wynika bezpo$rednio z twierdzenia Gell-Manna i Lowa. Jak pamie-
tamy twierdzenie to zadaje zwiazek pomiedzy fizycznie waznymi funkcjami
korelacji (2.29) zbudowanymi z pél w obrazie Heisenberga, a wyrazeniami
typu (2.64) i (2.66) zbudowanymi z p6l w obrazie oddzialywania

(gITTi(tr) - - T(tn) e PO g)

<G|’]I‘CY°1(t1)(T)n(tn)|G> = <g|Te—ifdt7‘(1(t)’g>

(2.58)

7 powyzszego wzoru oraz wczesniejszej analizy diagraméw niespdjnych ja-
sno wynika, ze kazda fizyczna funkcja korelacji (2.29) jest perturbacyjna suma
odpowiadajacych jej diagramoéw spéjnych z teorii bez oddzialywan. To ozna-
cza, ze np. propagator oddzialujacego pola elektronowego jest nastepujaca
suma

<g|Tw(tl)w]t(t2)e—ifdt7{1(t)|g>
=== (MY )V (1)IG) = =— 0 =g

_ +?+ﬁ+mm+ﬁﬂ

(2.67a)
Analogiczna suma dla propagatora pola fotonowego ma postac

(gIT ®;(ky, t1)P; (ky, to)e i JAHD)| )
(g|Te~i[dtHx(t)|g)

O @@t oo

(2.67b)

AAAAS = (G|T O;(k1,t1)P;(ko,t2)|G) =

Diagramy mocno i stabo spéjne

Diagramy spéjne, ktore jak wykazaliSmy przed chwila maja znaczenie przy
wyliczaniu fizycznie waznych wielkosSci mozna podzieli¢ na dwie roztaczne
klasy — diagramy mocno i stabo spéjne. Diagramami stabo spgjnymi bedziemy



52 Kwantowa teoria pola ukladéw dwupoziomowych

nazywali takie diagramy spdjne, ktore mozna rozdzieli¢ przez przeciecie jed-
nej linii fotonowej lub elektronowej na dwie czesci, z ktérych kazda bedzie
zawierala przynajmniej jedna linie zewnetrzna wchodzaca lub wychodzaca do
diagramu. Wszystkie inne diagramy spdjne, ktorych nie da sie tak podzieli¢
nazywac bedziemy diagramami mocno spojnymi. Dodatkowo bedziemy nazy-
wali czesScia mocno spdjnag diagramu taki diagram, ktéry powstaje z wyjScio-
wego po usunieciu wszystkich zewnetrznych linii fotonowych i fermionowych.
Wsréd diagraméw spéjnych wystepujacych w rozwinieciu (2.62) stabo spéj-

nymi sg np.
PSS S & 4

a mocno spéjnymi sa m.in.

Sy sz lub QEE

Zgodnie z definicja czeSciami mocno spdjnymi powyzszych diagraméw sa od-

powiednio diagramy
£ ey

Okazuje sie, ze szereg perturbacyjny kazdej funkcji korelacji typu (2.29)
daje sie przedstawic jako szereg diagramoéw skladajacych sie wylacznie z cze-
§ci mocno spéjnych potaczonych miedzy soba liniami fotonowymi lub fermio-
nowymi. Latwo pokazac jak wyglada ten szereg dla dwéch najwazniejszych
funkcji korelacji — propagatoré6w Feynmana dla pola elektronowego i fotono-
wego. Rozwazmy w tym celu sume wszystkich mocno spdjnych czesci diagra-
moéw, ktore maja jedna wchodzaca i jedna wychodzaca linie elektronowa

[]:£E+?+§%§+52§3+”. (2.68)

7 postaci szeregu (2.67a) widac, ze daje sie on wtedy przedstawi¢ w bardzo

prosty sposéb
= +— =+~ —+ (2.69)

Jesli natomiast rozwazymy sume wszystkich mocno spdjnych czesci diagra-
moéw, ktére maja dwie zewnetrzne linie fotonowe

Q:Q+@+@+%+... (2.70)

to w analogiczny sposéb mozemy przedstawié¢ szereg perturbacyjny dla propa-

gatora pola fotonowego
/‘\
’W\Q\/W /\/WUW\QM v e (2.71)

AARNAAY, —
NS
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Na zakonczenie tego punktu zauwazmy jeszcze, ze wykorzystujac reku-
rencyjnos$¢ wzoréw symbolicznych (2.69) i (2.71) mozna je zapisa¢ w prostsze;j

postaci
= + 4{ %:7 (2.72a)
+ WVQM (2.72b)

Powyzsze wzory wyrazaja pewien fundamentalny zwiazek jaki istnieje po-
miedzy propagatorami w pelnej teorii, a propagatorami w teorii swobodnej.
Przedstawiony powyzej rachunek, ktory prowadzi do tego zwiazku opiera sie
na argumentach perturbacyjnych. Okazuje sie jednak, ze mozna go udowod-
nic¢ bezposrednio zupelnie nie odwotujac sie do rachunku zaburzen. Dowdd ich
stusznosci przedstawiony jest w nastepnym punkcie.

AAAA, —
NI

2.7. Zwiazek podstawowy pomiedzy propagato-
rami

W poprzednim punkcie pokazaliSmy, ze na mocy twierdzen Gell-Manna i Lowa
oraz Wicka, kazda wielopunktowa funkcje korelacji dla p6l w obrazie Heisen-
berga mozna perturbacyjnie wyznaczy¢ znajac jedynie dwupunktowe funk-
cje Greena (propagatory) p6l nieoddzialujacych. To w prosty sposéb prowa-
dzito do rachunku diagramatycznego Feynmana i dalo praktyczne narzedzie
do znajdowania kazdej z funkcji korelacji (2.29) z dowolna dokladnoscia. Gleb-
sza analiza sp6jnosci diagramoéw w kolejnych rzedach rachunku zaburzen do-
prowadzita nas do fundamentalnego zwiazku pomiedzy propagatorami (2.72).
Okazuje sie jednak, ze zwiazek ten bezposrednio wynika z ré6wnan dynamiki
(2.22) oraz definicji propagatoréw (2.30) i nie jest w zwiazku z tym wynikiem
rachunku zaburzen. Co za tym idzie nie ma zadnych matematycznych watpli-
wosci co do jego stusznosci. Udowodnijmy teraz te zwiazki.

2.7.1. Propagatory swobodne jako funkcje Greena

Na poczatku pokazmy, ze propagatory p6l swobodnych iSgp(t,t')1iDp(k, k' t,t)
sa funkcjami Greena dla operatoréw rézniczkowych odpowiednio i0; — mgo,
oraz 07 + k*. W tym celu nalezy wykorzysta¢ bezposrednio definicje propa-
gatoréow (2.36) oraz réwnania dynamiki (2.24). Mamy wtedy dla propagatora
swobodnego elektronu

(10, = 00 0, 1St ) = (i0; = o), <gmr LAONACIT
= 6(t =)0 ] { V) }lg)
+(g[T (10, — mocfz)cw v () Wh(t)|g)

= §(t — t')5ng. (2.73)
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Analogicznie mozemy pokazaé¢ podobna zalezno$é dla propagatora pola foto-
nowego

(at2 + kQ) iDFij(kv k/’ tvt,) = (at2 + kQ) <g|T¢i(k7t)¢j(klvt/)|g>

= 6(t = t){g] [ ®:(k,0), @5 (K. 1)] |9}
+(gIT (87 + &%) ®y(k, 1) &;(K,1)|g)

(. J/
-~

0
o (2.74)

7 przeprowadzonej analizy wynika zatem, ze propagatory p6l swobodnych
sa rzeczywiscie funkcjami Greena dla operatoréow rézniczkowych, ktore zadaja
dynamike tych p6l. W tym miejscu warto podkresli¢, ze wynik ten nie jest tak
trywialny jak mogloby sie wydawaé. Pola sa bowiem w naszym przypadku
operatorami kwantowo-mechanicznymi dzialajacymi w przestrzeni Hilberta
stanéw kwantowych, a propagatory jedynie zwyklymi funkcjami zespolonymi.
Tylko dzieki temu, ze ré6wnania dynamiki dla operatoréw pdl (2.24) sa bez-
zrodlowe udalo nam sie uzyskaé powyzsze zwiazki. Tym samym nalezy sie
spodziewaé, ze w przypadku pél w teorii z oddzialywaniami nowe zwiazki nie
beda tylko zwykta modyfikacja tych uzyskanych dla pél swobodnych. W tym
przypadku bowiem operatory pola spelniaja réwnania z zZréodlami, ktore jak
widaé ze wzorow (2.22) maja charakter czysto operatorowy.

2.7.2. Zwiazek miedzy propagatorami elektronowymi

Jako pierwszy zbadajmy propagator elektronu (2.30a). Dziatajac na niego ope-

ratorem rézniczkowym 0, — myo, zadajacym swobodna dynamike pola elek-

tronowego i wykorzystujac reguly antykomutacyjne (2.21a) otrzymujemy

(i0r — mo02) ., iS5t t) = 0(t — t")dap + (G|T (i0; — moo.),, \va(t)\IJL(t’)]Gy

(2.75)

Dodatkowo mozemy wykorzystac¢ réwnanie ewolucji (2.22a), aby usunac dzia-

lanie operatora rézniczkowego pod iloczynem chronologicznym. Otrzymamy

wtedy

~

(zé?t — 77100'2)06,y iSF,yﬁ(t, t/) =

5(t — t')0us + / "k g(k) (GIT B, £)-00, W, ()TL()|G). (2.76)

7 powyzszego wzoru wynika, ze propagator Feynmana dla elektronu wyraza
sie w nietrywialny sposéb przez trzypunktowa funkcje Greena. Zauwazmy
jednak, ze ten obiekt daje sie wyrazic przez zdefiniowana przez nas wczesniej
funkcje wierzcholtkowa zgodnie ze wzorem (2.33)

o0

(i0y — moo,) iSp(t,t') = §(t — ') +/ dty 3(t, t1)Sk(ty, '), (2.77)

— 00
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gdzie wprowadziliSmy oznaczenie Y dla nastepujacej wielkosci

Z(t,tl):Z/O dkg(k;)/o dk’g(k:’)/ dtz/ dty
J —00 —o0
DFij(k,t,k/,tQ)SF(t,tg)Fj<t2,t3,t1>. (278)

W powyzszym wzorze indeksy fermionowe nie zostaly napisane w sposéb jawny,
aby skréci¢ notacje. Nie powinno to jednak prowadzi¢ do zadnych nieporozu-
mienn. Symbolicznie powyzszy zwiazek mozna przedstawi¢ w postaci'*

lo

_ZZ(t’ tl) = te ® 1y = t t1

fa (2.79)

Ostatnim krokiem w naszej analizie jest wykorzystanie faktu, ze swobodny
propagator iSr jest funkcja Greena dla operatora rézniczkowego i0; — mgo..
Mozemy go zatem wykorzysta¢ do odcalkowania wzoru (2.77). Otrzymamy
wtedy

Sultt) = Sp(t,t') + / " / dty Se(t, )5, ) Sk (b, ). (2.80)

Rownanie to zadaje bezposredni zwiazek pomiedzy propagatorami elektronu
w teorii z i bez oddzialywan. Przy jego otrzymywaniu wykorzystaliSmy je-
dynie ré6wnania ewolucji w obrazie Heisenberga oraz ogélne wlasnosci feyn-
manowskich funkcji korelacji. Nie jest on zatem wynikiem rachunku pertur-
bacyjnego, a bezposrednim wnioskiem plynacym ze sformulowanej przez nas
teorii. Jak widzimy wielkos¢ ¥ pelni kluczowa role w opisie propagatora pola
elektronowego. Historycznie nazywa sie ja funkcja energii wlasnej elektronu
i tak bedziemy ja nazywali w dalszej czesci pracy.

Na zakonczenie tej analizy sprawdzmy jeszcze jaka jest postaé tego wzoru
w dziedzinie czestosci. Jak juz wcze$niej wspominaliSmy propagator wierz-
chotkowy (2.32), tak jak kazda inna feynmanowska funkcja korelacji, zalezy
jedynie od réznic jej argumentéw czasowych. Z tego wynika natychmiast, ze
réwniez funkcja energii wtasnej ¥ ma te wlasnosé i tym samym ma on bardzo
proste przedstawienie fourierowskie

Sty ta) = / ﬁeﬂm(tﬁ@x(po). (2.81)

o0

147 e wzgledu na fakt, ze funkcja wierzchotkowa I jest funkcja zalezna od trzech chwil czasu
naturalna reprezentacja dla niej w diagramach Feynmana jest trgjkat. Dla unikniecia niepo-
rozumien bedziemy w sposéb jawny oznaczali go symbolem I,
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(a) = +

s e DA

Rysunek 2.3: Zwiazki podstawowe miedzy propagatorami. Powyz-
sze zwiazki sa bezposrednimi konsekwencjami definicji propagato-
réw w obrazie Heisenberga i oddzialywania oraz réwnan dynamiki.
Nie sa wiec wynikiem rachunku zaburzen.

b AAAL

To sprawia, ze w dziedzinie czestosci wzoér (2.80) ma wyjatkowo prosta po-
stac i zawiera jedynie iloczyny macierzy 2 x 2 we wskaznikach spinowych

Sr(po) = Sr(po) + Sr(po)X(po)Sk(po). (2.82)

Graficzna reprezentacja tego wzoru przedstawiona jest na rysunku 2.3a.

2.7.3. Zwiazek miedzy propagatorami fotonowymi

W bardzo podobny sposéb mozemy uzyskaé zwiazek podstawowy pomiedzy
propagatorami pola fotonowego. W tym celu wykorzystajmy definicje (2.30b)
propagatora Dr i podzialajmy na niego operatorem rézniczkowym 0?2 + k2,
ktory zadaje dynamike swobodnego pola ®,(k,t). Wykorzystujac w odpowiedni
sposob reguty komutacyjne (2.21b) otrzymamy zalezno$¢

(07 + k) iDpyj (k. K £, )
= —5(t —1")0(k — K')0y; + (G|T (82 + k2) @,(k, 1), (K, 1)|G). (2.83)

Podobnie jak bylo to zrobione w przypadku elektronowym mozemy pozby¢ sie
operatora rézniczkowego dzialajacego pod iloczynem chronologicznym wyko-
rzystujac réwnania dynamiki (2.22b)

(07 + k) iDpyj (k. K, t, 1)
= =6t —t")5(k — K')0i; — g(k){(G| TV, (1) 0105V 5(t)D; (K, 1) |G)

= —0(t — t)5(k — k)05 + g(k)0iap (G| T (K, ) Us(1) V] (1)|G).
(2.84)

Ostatnia rownosc¢ uzyskaliSmy dzieki wykorzystaniu regul antykomutacyj-
nych (2.21a) dla pé6l fermionowych oraz bez§ladowosci kazdej z macierzy Pau-
liego 0;. Takie przedstawienie pozwala nam wykorzysta¢ definicje funkcji
wierzchotkowej (2.33) i rozpisa¢ trojpunktowa funkcje korelacji wystepujaca
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we wzorze (2.84) na iloczyn odpowiednich propagatoréw Feynmana?®
(07 + k) iDpij (k. K, t, 1)
= —0(t —t")o(k — k)65 — Z/Oodkl/oodtl i (k, ks b, t1) Doy (ks 1, K 1),
T (2.85)

gdzie funkcja energii wilasnej fotonu Il dana jest wzorem

Mo (k, Kt £, 11) = —g(K)g(ky) / dts / dts Tr {03 S(t, t2) T (b1, 2, £3)Sir(t, 1)1}

(2.86)
W powyzszym wzorze Tr oznacza wziecie §ladu po spinowy wskaznikach z ilo-
czynu wystepujacych tu macierzy 2 x 2. Analogicznie jak w przypadku elektro-
nowym mozemy powyzszy zwiazek pomiedzy funkcja energii wlasnej, a funk-
cja wierzchotkowa zapisa¢ w postaci diagramatycznej

ta

—ill(t,t1) = t@tl = t

ts (2.87)

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze wielkosé T1(k, k' t,t') dos¢ trywialnie
zalezy od pedéw wchodzacych fotonéw k i k'. Zaleznosc ta jest zawarta jedynie
w funkcjach g(k), ktore catkowicie odprzegaja sie od reszty. W dalszej czesci
pracy okaze sie, ze bardzo uzyteczne jest oddzielenie tych funkcji od funkcji
energii wlasnej i wprowadzenie nowej wielkosci P(t,t'), ktéra zalezy jedynie
od chwil czasu wchodzacych fotonéw®

= —ill(k, K t,8') = —ig(k)P(t, ) g(K) = g(k) o). (2.88)

Ostatnim krokiem do otrzymania zwiazku podstawowego pomiedzy pro-
pagatorami fotonowymi jest wykorzystanie propagatora swobodnego iDy do
odcatkowania réwnania (2.85). Otrzymamy wtedy zwiazek

Drpij(k, K, t,t") = Dpij(k, K, t,1) +ZZ/ dtl/ dt?/ dkl/ dky
m n —00 —00 0 0

X DFm(ka k?a ta t2)Hnm(k2a kla t2a tl)Dij(kb k/a tla t/> (289)

15Aby dostaé ten wzoér nalezy réwniez wykorzystaé¢ wlasnosé symetrii propagatora elektro-
nowego (2.31).

16W celu unikniecia nieporozumien w oznaczeniu diagramatycznym reprezentujacym funk-
cje P(¢,t') uzywamy niewypelnionych wierzchotkéw.
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W dziedzinie czestoSci wzor ten przyjmuje oczywiscie prostsza postac ze
wzgledu na omawiang juz przez nas symetrie niezmienniczosci naszej teorii
wzgledem przesunie¢ w czasie. Wielkos¢ I1 bedzie w zwiazku z tym miala
prosta transformate Fouriera

~ % e_ik()(

Bt T (kK ko) (2.90)
21

IL;(k, K t,t) = /

—0o0

1 wzor (2.89) w dziedzinie czestos$ci bedzie mial postac

Dilk, k', ko) = Dy (k, k', ko) +/ dkl/ dks Dy (k, kv, ko)TL(ky, ka, ko) Dp(Ka, K, ko).
0 0

(2.91)
W powyzszym wzorze pomineliSmy wskazniki wektorowe pamietajac, ze wy-
stepujace tu wielko$ci sa macierzami 3 x 3 i ich iloczyn nalezy rozumiec jako
iloczyn macierzy. Graficzna reprezentacja tego podstawowego zwiazku mie-
dzy propagatorami fotonowymi przedstawiona jest na rysunku 2.3b.
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Propagatory podl oddzialujacych

»Wielka, satysfakcja jest tworzenie narzedzi,
ktore saq uzyteczne dla innych.”

Freeman Dyson

W poprzednim rozdziale, opierajac sie na znanych metodach kwantowe;j teo-
rii pola, sformulowaliSmy teorie qubitow oddzialujacych z kwantowym polem
elektromagnetycznym i podaliSmy reguty Feynmana jakimi nalezy sie kie-
rowac przy prowadzeniu rachunku perturbacyjnego. Teoretycznie jesteSmy
zatem gotowi do wyliczania wszystkich interesujacych nas feynmanowskich
funkgji korelacji, a co za tym idzie wszystkich interesujacych nas procesow fi-
zycznych. W tym rozdziale skupimy sie na dwéch podstawowych procesach fi-
zycznych — ewolucji w czasie qubitu i propagacji oddzialujacych z nim fotonow.
Procesy te opisane sa przez odpowiednie propagatory Sz(po) i D;;(po), w kté-
rych sa zakodowane najwazniejsze wlasno$ci rozwazanego przez nas ukladu
zlozonego.

3.1. Rozwiniecie perturbacyjne propagatorow

3.1.1. Propagator elektronu

Na poczatku przeanalizujmy propagator elektronowy (2.30a). Zgodnie z wcze-
$niejsza analiza zwiazek (2.82) propagatora elektronowego w obrazie Heisen-
berga Sy z propagatorem w obrazie oddzialywania Sr ma postac

Sr(po) = Sr(po) + Sr(po)X(po)Sk(po). (3.1)

Wszystkie trzy obiekty Sr, Sr 1 X wystepujace w tym wzorze sa macierzami
2 x 2 we wskaznikach spinowych i w zwiazku z tym ich mnozenie nalezy rozu-
miec¢ jako mnozenie macierzy wg kolejnosci ich zapisania. Z poprzedniej ana-
lizy wynika jasno, ze funkcja energii wlasnej ¥(p,) jest suma (2.68) wszystkich
mocno spojnych czesci diagraméw Feynmana z jedna linia elektronowa wcho-
dzaca i jedna wychodzaca.

Wzor (3.1) prowadzi do nastepujacego wyrazenia na propagator Sp w po-
staci szeregu geometrycznego

Sr(po) = Sr(po) + Sr(po)X(po)Sr(po) + Sk (Po)X(Po) Sk (Po)X(po)Sk(po) + - .. (3.2)

59
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Formalne sumowanie takiego szeregu jest bardzo proste. Najlatwiej jest wy-
korzystaé do tego bezposrednio wzoér (3.1) przepisujac go do postaci

[1 = Sp(po)X(po)] Sk(po) = Sr(po)- (3.3)
Stad jasno widac, ze propagator fermionowy S wyraza sie wzorem

1
Sr(po) = S (o) T = S(p0)” (3.4)

Symbolicznie mozna powyzszy zwiazek przedstawic¢ nastepujaco

—= + + +..

— : (3.5)

Warto w tym miejscu podkreslié, ze w rzeczywistosci szeregowi (3.2) bar-
dzo trudno jest nadac Scisty sens matematyczny, gdyz jest on rozbiezny gdy
po ~ mg. Gdyby$my zatem nie dysponowali Scistym wzorem (3.1), a jedynie
pochodzacym z perturbacyjnego rozwiniecia wzorem (2.72a), to prowadzenie
rachunku zaburzen mogloby nie by¢ matematycznie poprawne. Wykorzysta-
nie bezposrednio wzoru (3.2) pozwala nam znajdowac kolejne przyblizenia do
propagatora Sp wyliczajac perturbacyjnie funkcje energii wtasnej ¥(py), ktéra
sklada sie jedynie z diagraméw mocno spdéjnych. Wktady od diagraméw stabo
spojnych sa automatycznie uwzglednione przez wykonanie sumowania nie-
skonczonego szeregu.

Cala przedstawiona powyzej analiza propagatora elektronowego jest oczy-
wiscie sluszna réwniez w przypadku atomu dwupoziomowego (TLA) opisa-
nego hamiltonianem (2.12b). W tym przypadku funkcje energii wlasnej be-
dziemy oznaczali symbolem ¥ i wzor (3.4) bedzie miat postac

1
Sr(po)~' — Z(po)

Fizyczne konsekwencje wzorow (3.4) i (3.6) zwiazane z rozsunieciem po-
ziomow energetycznych ukladu dwupoziomowego w stosunku do poziomoéw
w teorii bez oddzialywan omoéwione sa w punkcie 3.2.

Sr(po) = (3.6)

3.1.2. Propagator fotonu i macierz przejscia

Podobny rachunek jak w przypadku elektronu mozna przeprowadzié¢ dla pro-
pagatora fotonowego. W tym przypadku jednak sytuacja jest bardziej skom-
plikowana, bo oprécz zwyklego mnozenia macierzy bedziemy musieli rowniez
wykonywa¢ caltkowanie po pedach k. Dodatkowym utrudnieniem jest fakt, ze
propagator swobodnego fotonu jest dystrybucja proporcjonalna do delty Di-
raca §(k — k'), a nie zwykla funkcja.
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Punktem wyjs$cia naszej analizy jest, podobnie jak w przypadku elektronu,
zwiazek podstawowy (2.91) pomiedzy propagatorami w teorii swobodnej i od-
dziatujacej, ktory ma postacé

Dr(k, k', ko) = Dp(k, k', ko) +/ dk‘1/ dky Dp(k, k1, ko)T(ky, ko, ko) Dr(ka, k', ko).
0 0
(3.7

Przypomnijmy, ze funkcja energii wlasnej fotonu II jest suma (2.70) wszyst-
kich mocno spéjnych czesci diagraméow z dwiema wchodzacymi liniami foto-
nowymi. Nalezy przy tym pamietac, ze w przypadku spinu wielkos¢ ta wraz
z propagatorami Dy i Dy jest macierza 3 x 3 we wskaznikach wektorowych.
Tym samym ich iloczyn nalezy rozumie¢ jako iloczyn macierzy wg kolejnosci
ich zapisania.

Wykorzystujac jawna postaé propagatora swobodnego (2.42) mozna wyko-
naé jedno catkowanie we wzorze (3.7) otrzymujac wzor!

o(k — k') g(k)

Dr(k, K ko) = P(k dky g(ke)Dp(ke, k' ko). (3.8
r(k, K, ko) kg—k2+ie+k;§—k2+ie (O)/o 2 §(k2)Dr(ke, K, ko). (3.8)

Powyzsze ré6wnanie mozna formalnie rozwiaza¢ w sposéb iteracyjny. Latwo
sprawdzi¢, ze po pierwszej iteracji ma ono postac

o(k — K') g(k) g(k')
Dr(k, k' ko) = P(k
r(k, K, o) 12 ric Rk 1ic (O)kg—k'2+z'e
g(k) g°(k2)

— P Phy) [ dky T2 P(k) [ dks g(ks)Dp(ks, K ko). (3.
TRt (0)/0 K2 — k2 + e (0)/0 39(ks)Dr (ks ', ko). (3.9)

Powtarzajac ta iteracje wielokrotnie otrzymujemy

Sk — k)
Dr(k, K k) = s
r (kK Ko) k2 — k2 +ie
g(k) g(k)
——————[P(k P(ko)h(ko)P (K 3.10
+k3—k2+16[(0)+ (0>(0)<0)+ ]kg—kfIQ—f‘Z'E, ( )
gdzie funkcja h(ky) dana jest wzorem
00 2
9" (k)

hko) = | dk ———. 3.11
(o) /0 ki — k% + ie ( )

Wystepujacy w nawiasie szereg geometryczny jest dobrze okreslona wielko-
Scig 1 mozna wykona¢é jego sumowanie analogicznie jak zrobiliSmy to w przy-
padku propagatoréw elektronowych dla macierzy 2 x 2 otrzymujac wzor (3.4).
W ten sposéb otrzymujemy

(k — k) g(k) 1 g(k')
Dp(k, K, ko) =
r(k K ko) R~ K2+ ic | R — 2 +ic | Plko) T — h(ko) | K — K2+ i

L Aby otrzyma¢ ten wzér wykorzystaliémy réwniez rozktad (2.88).
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lub jawnie wypisujac wskazniki wektorowe?
DFZ‘j(kZ, k’,, ]{30) = DFZ'j(kZ, ]{7,, ]{30)

g(k) 1 g(k")
" kg — k? +ie [P(ko)—l - h(ko)} k=K tic (3.12)

(3

Nalezy pamietaé, ze wielko$¢ P(ky) jest macierza 3 x 3 i potege —1 nalezy
w tym przypadku rozumieé jako odwrotno$¢ macierzy. Zauwazmy, ze ze wzoru
tego wynika, ze propagator fotonowy jest symetryczny ze wzgledu na zamiane
sktadowych pedowych k& « £’. Skladowe te wchodza bowiem do wyrazenia na
pelny propagator jedynie poprzez symetryczna delte Diraca §(k — k') w propa-
gatorze swobodnym, albo poprzez iloczyn funkcji g(k)g(k’). Wlasnosé ta wyko-
rzystamy w punkcie 4.4.

Aby zapisa¢ powyzszy rachunek symbolicznie wprowadZzmy nowe oznacze-
nia na nastepujace wyrazenia

. g(k)
i I 1
ANNNS Zkg 12 Z'ej (3 3a)
R R e '

@ = —iP(ko). (3.13¢)

Takie oznaczenie wyrazen (3.13a) i (3.13b) jest naturalne gdyz tatwo spraw-
dzic, ze sa one wyrazeniami na swobodny propagator fotonu wycatkowanymi
jedno- lub dwukrotnie po zmiennych pedowych. Oznaczenie (3.13c) wynika
wprost ze wzoru (2.88).

Przedstawiony wcze$niej rachunek mozemy teraz symbolicznie zapisaé w na-
stepujacy sposéb

W=W+@+W+...
:m+m<@+@m@+...> AN

ANNNS @_1 ! SNNAN (3.14)

Ze wzoru (3.12) lub jego symbolicznego przedstawienia (3.14) wida¢, ze pro-
pagator pola elektromagnetycznego dzieli sie na dwie calkowicie niezalezne
czesci. Pierwsza z nich jest propagatorem swobodnego fotonu i jest proporcjo-
nalna do delty 6(k — £’). Druga jest regularna funkcja w k i £/, ktéra mozemy
traktowac jako modyfikacje propagatora na skutek oddzialywania z uktadem

= "y H

2Warto w tym miejscu dodaé, ze otrzymany przez nas wzér diametralnie rézni sie od sy-
tuacji w pelnej elektrodynamice kwantowej. Jest to zwiazane z istnieniem dodatkowych sy-
metrii teorii, ktére prowadza do innego zwiazku pomiedzy propagatorami w teorii z i bez
oddzialywania [Dir34, Hei34, Gel54, Bia75].
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dwupoziomowym. Jest to sytuacja analogiczna do tej z jaka mamy do czynie-
nia w standardowej kwantowej teorii rozpraszania, gdzie centralnym obiek-
tem zainteresowania jest macierz przejScia T. Macierz ta w naszym przy-
padku ma postaé

—iT(ko) = = — (3.15)

Przypadek atomu dwupoziomowego

Przedstawiony powyzej rachunek jest oczywiscie rowniez prawidlowy w przy-
padku atomu dwupoziomowego (TLA). Sytuacja jest jednak teraz jeszcze prost-
sza, bo odpowiadajace macierzom I1(k, k', ko), T(ko) 1 P(ko) wielkoSci I1(k, k', ko),
T(ko) i ﬁ(l{;o) nie maja wskaznikéw wektorowych i sa zwyklymi funkcjami.
Analogicznie do funkcji h(ky) w tym przypadku definiujemy funkcje ﬁ(kzo),
ktora dana jest wzorem

o] ~2
h(ky) = k—————"—. 1
(ko) /od k2 — k2 +ie (3.16)

3.2. Renormalizacja przerwy energetycznej

Wzor (3.4) reprezentuje formalny zwiazek pomiedzy propagatorami fermio-
nowymi oraz funkcja energii wlasnej elektronu. Na poczatku zauwazmy, ze
propagator fermionowy Sr(py) w teorii bez oddzialywan ma biegun w punk-
cie po = myo., tzn. w zaleznosci od skladowej znajduje sie on w punkcie m,
lub —my. Widzimy zatem, ze bieguny propagatora swobodnego elektronu od-
powiadaja energiom stanéw swobodnego qubitu. Ta prosta obserwacja jest
szczegolnym przypadkiem bardzo ogélnego faktu mowiacego, ze bieguny kaz-
dego propagatora odpowiadaja wzbudzeniom pola, ktérego propagacje opisuja
[Bia75, Bjo65, 1tz80]. Tym samym bieguny propagatoréw (w przeciwienstwie
do samych propagatoréw) maja bezposrednia interpretacje fizyczna.

Biegun propagatora Sr(po) w pelnej teorii qubitu mozemy znalezé szukajac
miejsc zerowych jego mianownika M (py) = po — moo, — X(po). Widzimy, ze
jesli tylko X (mgo,) # 0, to punkt mgo, nie bedzie jego miejscem zerowym.
Tym samym dochodzimy do wniosku, ze poziomy energetyczne qubitu w teorii
z oddzialywaniem roéznia sie od tych w teorii swobodnej. Jest to dobrze znany
fakt w kazdej teorii pola z oddzialywaniem.

W tym miejscu dochodzimy do potrzeby zrenormalizowania przerwy ener-
getycznej ukladu dwupoziomowego. Warto podkreslié¢, ze stowo renormali-
zacja bardzo czesto kojarzy sie z niejasna, aczkolwiek konieczna procedura
usuwania niewygodnych nieskonczonosci. Tymczasem renormalizacja jest je-
dynie prostym zabiegiem majacym na celu nadanie sensu fizycznego wielko-
Sciom pojawiajacym sie w wyniku prowadzenia rachunkéw. Nasz bardzo pro-
sty model kwantowej teorii pola jest doskonatym przyktadem, ktéry pozwala
doglebnie zrozumieé¢ sens renormalizacji. Jak sie okaze w dalszej czesci tego
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rozdzialu w naszej teorii nie pojawiaja sie zadne nieskonczone wielkosci, a na-
dal istnieje potrzeba przeprowadzenia renormalizacji teorii.

3.2.1. Istota renormalizacji

Gdy spojrzymy na pelny hamiltonian naszej teorii (2.12), to przy glebszym
zastanowieniu mozna dojs¢ do wniosku, ze parametr teorii m, nie moze miec
zadnego fizycznego sensu w teorii z oddzialywaniem. Cho¢ wydaje sie, ze pa-
rametr ten opisuje przerwe energetyczna pomiedzy poziomami swobodnego
qubitu, to ze wzgledu na nieodlaczne istnienie oddziatywania, tatwo pokazac,
ze mozna go uczyni¢ dowolnym. Parametr m, zalezy bowiem od arbitralnie
przez nas dokonanego podzialu hamiltonianu na cze$§é swobodna i oddziatu-
jaca. Podzial ten nie jest przeciez zadng wlasnoscia przyrody, a wynika jedy-
nie z naszej nieumiejetnosci Scistego rozwiazania rownan dynamiki (2.22).
Zauwazmy, ze mozemy dokonac podzialu hamiltonianu na cze$é swobodna
i oddzialujaca w inny sposob, dodajac do hamiltonianu swobodnego wielko$¢
dmU¥To, ¥ ita sama wielkos$é odejmujac po stronie oddzialywania. Tzn. hamil-
tonian pelnej teorii przepisujemy w nastepujacej formie
H=mUo, U + Z/ dk wy al (k)a;(k) + Vo \If/ dk g(k) ® (k) — om¥To, U .
—Jo . 0

J/

(. J/

Ho Hr

(3.17)

Pelny hamiltonian naszej teorii H nie zmienil sie, a przerwa energetyczna po
stronie swobodnej wynosi teraz m = mo+J0m. Tym samym, ze wzgledu na fakt,
ze nowy parametr m wprowadzony do naszego opisu jest calkowicie dowolny,
pokazali$my, ze parametr m, nie moze mie¢ fizycznego znaczenia.

Opisana powyzej procedura przeniesienia pewnej cze$ci hamiltonianu od-
dzialywania H; do hamiltonianu swobodnego H, wplywa na sposéb prowa-
dzenia rachunku zaburzen. Na skutek tego zabiegu w regutach Feynamna
pojawiaja sie dwie modyfikacje. Pierwsza jest oczywista — musimy dokonac
zmiany mgy — m w propagatorze swobodnym Sy (py), gdyz teraz czton m¥io, ¥
peini funkcje hamiltonianu swobodnego elektronu. Druga wynika z poja-
wienia sie w hamiltonianie oddzialywania dodatkowego cztonu —imUio, U.
Prowadzi on do nowej reguty Feynmana, ktéra jak tatwo sprawdzi¢ wymaga
uwzglednienia nowego diagramu

e =0, 0m. (3.18)

Diagram ten nalezy rozumiec jako drugi wierzcholek oddzialywania — tym
razem pomiedzy dwoma liniami elektronowymi.

Renormalizacje poprzez przesuniecie czesci hamiltonianu oddziatywania
do hamiltonianu swobodnego bardzo czesto nazywa sie w literaturze metoda
przeciwcztonow. Wynika to z faktu, ze w teoriach gdzie pojawiaja sie nieskon-
czone wielkos$ci mozna dobieraé¢ parametr ém w taki sposdb, aby sie one nie
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pojawialy. Parametr ten jest zatem odpowiedzialny za takie czlony rozwinie-
cia perturbacyjnego, ktére ,kasuja” niewygodne wyrazenia w innych czlonach.

Wyboér parametru ém

W wyniku opisanej procedury renormalizacji w naszej teorii pojawit sie je-
den dodatkowy parametr om. Nie ma oczywiscie zadnej matematycznej prze-
stanki, ktora pozwalalaby nam go dobrze wybraé. Istnieje jednak bardzo
wazna i uzyteczna przestanka fizyczna. Jak pamietamy biegunom propaga-
tora elektronu w teorii z oddziatywaniami odpowiadaja poziomy energetyczne
qubitu mierzonym w do$wiadczeniu. Po przeprowadzeniu renormalizacji mia-
nownik tego propagatora ma postaé?

M (po) = po — mo. — X(po).

Uzytecznym warunkiem jaki powinni$my postawic jest, aby parametr naszej
teorii m odpowiadal fizycznej (mierzonej w doswiadczeniu) przerwie energe-
tycznej ukladu dwupoziomowego. Bedzie to natychmiast skutkowalo odpo-
wiednim warunkiem na parametr 0m. Nasz warunek oznacza bowiem, ze je-
sli wielko$¢ mo, jest miejscem zerowym mianownika M (p,) to zachodzi wzoér
[Bia75, Gre03]

Y(mo.) = 0. (3.19)

Powyzsze rownanie pozwala wyznaczy¢ poprawke masowa dm w kazdym rze-
dzie rachunku zaburzen.

Powiazanie parametru m z rzeczywista przerwa energetyczna qubitu mie-
rzona w doswiadczeniu i tym samym ustalenie swobodnego parametru dm
ma bardzo duze znaczenie dla przeprowadzania réznych rachunkéw pertur-
bacyjnych. Oznacza to bowiem, ze obie te wielko$ci maja jasng interpretacje
fizyczna — sa jednoznacznie okreslone przez wynik pomiaru przerwy energe-
tycznej. Tym samym znajomos¢ dos§wiadczalnej wartosci przerwy energetycz-
nej pozwala nam nada¢ rowniez doswiadczalny sens innym wielko$ciom fi-
zycznym, ktére bedziemy wyznaczali teoretycznie.

Na zakonczenie warto dodaé, ze cala przedstawiona tu procedure renor-
malizacji przerwy energetycznej qubitu oczywiscie mozna catkowicie analo-
gicznie przeprowadzi¢ réwniez dla atomu dwupoziomowego (TLA). Zgodnie
z przyjeta przez nas regula poprawke masowa w tym przypadku bedziemy
oznaczali przez dm.

3.2.2. Wyznaczenie poprawki masowej

Przeprowadzmy teraz szczegétowy rachunek renormalizacyjny propagatora
elektronowego w najnizszym rzedzie rachunku zaburzen. Z regut Feynmana

3Nalezy zwréci¢ uwage, ze teraz funkcja energii wtasnej ¥(p,) sktada sie réwniez z diagra-
mow poprawki masowej (3.18).
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wynika jasno, ze w tym przyblizeniu funkcja energii wlasnej elektronu jest
suma nastepujacych diagraméw

o = T T 5.90)

Kolejne wktady od poszczegélnych diagraméw maja postaét

—ixea)(p S / i F) 3po — (k+ m)o. (3.21a)
2k ps — (k+m)? + i€’

= —i Mo, (3.21b)

o, ? [

—iX®)(p)) = X~ =idmo.. (3.21c)

Ze wzgledu na fakt, ze diagram % bardzo czesto bedzie wystepowat jako frag-
ment innych diagraméw wprowadziliSmy dla wielkosci, ktéra on reprezentuje

specjalne oznaczenie®
M —/ ar W) (3.22)
t — ]C2 . .
0

Z powyzszych rachunkéw wynika, ze w drugim rzedzie rachunku zaburzen
funkcja energii wlasnej elektronu wyraza sie nastepujaco

o 3po — (k+m)o, 0.
Y@ (po) = / 2 ) - 2
(po) i dk g=(k) 2 b+ )+ i + 12 omo (3.23)

Wykorzystujac natomiast warunek (3.19), ktéry w tym przypadku ma postac

oo 2
0=5®(mo,) = 0. (/ ap S F) 2m £ 3k 5m> (3.24)
0

2k?2 2m 4+ k

dochodzimy do wniosku, ze poprawka masowa dm w tym rzedzie jest r6wna®

g*(k) 2m + 3k
dk . 2
om = / 2k2 2m + k (8.25)

Atom dwupoziomowy (TLA)

Bardzo podobnie rachunek przeprowadzamy w przypadku atomu dwupozio-
mowego (TLA). W tej sytuacji odpowiednie wkiady do funkcji energii wlasnej

4Szczegélowy rachunek przedstawiony jest w Zalaczniku.

5Taki diagram w literaturze bardzo czesto nazywa sie diagramem kijankowym. Nie wy-
stepuje on np. w pelnej elektrodynamice kwantowej ze wzgledu na twierdzenie Furry’ego.
W naszej teorii twierdzenie to nie obowiazuje.

6Ze wzgledu na fakt, ze nigdzie nie bedzie nam potrzebna poprawka masowa z wieksza
doktadnoscia opuszczamy w tym przypadku indeks oznaczajacy rzad rachunku zaburzen.
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dane sa wzorami

s —(k+m)o
2(261 & _ / 2 Po— ( z 92
—1 i | dkg 2 —(htmp+ic (3.26a)
_iSD () = ? —0, (3.26b)
—iS) (py) = e =i iMio. (3.26¢)

Po zebraniu wszystkich wkiadéw funkcja energii wilasnej w drugim rzedzie
rachunku zaburzen ma postac

~ R — (k+m)o .
53(2) :/ 72 () 2o 2 _ g, 3.27
(pO) 0 g( )pg—(k:—l—m)2—|—ze mao,, ( )
a poprawka masowa wynosi
R 3*(k 1
5 dk 3.28
"= /0 % 2m+k (3.28)

3.3. Rozpraszanie fotonu na qubicie

Zajmijmy sie teraz przeanalizowaniem propagatora fotonu w teorii z oddzia-
lywaniami. Jak juz wspominaliSmy w punkcie 3.1.2. najbardziej interesujaca
czescia tego propagatora jest macierz przejscia (3.15), ktora opisuje rozpra-
szanie fotonu na ukladzie dwupoziomowym. Podstawowym elementem macie-
rzy przejscia jest funkcja P(kg), ktéra jest zwiazana z funkcja energii wlasnej
II(k, k', ko) wzorem (2.88). Zacznijmy zatem calg analize od znalezienia funkcji
P(ko) w dwéch najnizszych rzedach rachunku zaburzen. Wszystkie szczegéty
obliczen znajduja sie w Zalaczniku. Jedynie obliczenia w najnizszym rzedzie
rachunku zaburzen prezentowane sa w tym rozdziale w celu wyjasnienia pew-
nych waznych subtelnosci i stosowanych oznaczen.

3.3.1. Drugi rzad rachunku zaburzen

W drugim rzedzie rachunku zaburzen poprawka radiacyjna do propagatora
fotonowego jest reprezentowana przez diagram (a) na rysunku 3.1. Wkiad do
funkcji P(kg) od tego diagramu wyznaczony zgodnie z regutami Feynmana ma
postaé

d
—i P (ko) = Q / o Tr{0aSr(po + ko)owSr(po) }- (3.29)

Indeksy a oraz b moga przyjmowac wartosci x, y lub z jesli chcemy wykonywac
obliczenia w bazie kartezjanskiej albo +, — lub 0 w bazie momentu pedu’.

"Analogiczny rachunek w przypadku pelnej elektrodynamiki kwantowej zostat wykonany
w 1935 roku niezaleznie przez R. Serbera [Ser35] i A. E. Vehlinga [Veh35].
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(a) (b)

() (d) (e)

©0C
=Kslo

Rysunek 3.1: Poprawki radiacyjne do propagatora fotonu. Pre-
zentowane diagramy Feynmana reprezentuja wszystkie wklady do
funkgcji energii wlasnej I1(k, k', ko) w drugim i czwartym rzedzie ra-
chunku zaburzen. Odpowiadajace im wklady do funkcji P(kg) uzy-
skuje sie dzielac te wyrazenia przez funkcje wagowe g(k) pochodzace
od oznaczonych wierzchotkéw oddzialywania (patrz wzor (2.88)).

Aby obliczy¢ energie wlasna propagatora fotonowego dla uktadu spinowego
wygodnie jest uzy¢ bazy momentu pedu. Ze wzgledu bowiem na wlasnos$ci ha-
miltonianu oddzialywania (patrz punkt 2.2.1.) energia wlasna jest w tej bazie
diagonalna. Elementami energii wlasnej w tej bazie sa wyrazenia P, (k),
P_(ko) 1 Pgo(ko), ktore odpowiadaja nastepujacemu wyborowi macierzy ¢ w wy-
razeniu (3.29)

Py(ko): oo =0_, op =04, (3.30a)
P_(ko): oo =04, op=0_, (3.30b)
Po(ko) : 04 = 0., 0p = 0. (3.30c¢)

Wykorzystujac wlasnosci (Z.4) macierzy o latwo sie przekonac, ze wzor (3.29)
sprowadza sie do postaci

PP (k :2/ 0
+ (ko) .27 po + ko Fm Lic ptm Fic
2
= 31
2m F ko (3.31a)
P (ko) = 0. (3.31b)

Element PéQ) (ko) jest réwny zero, gdyz w wyrazajacej go calce oba bieguny leza
w tej samej poélptaszczyznie zespolonej. Tym samym catka musi byé ré6wna
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zero. Zauwazmy, ze zachodzi zwiagzek P(_Q)(k:o) = Pf)(—ko), ktory jest przeja-
wem wspominanej juz przez nas niezmienniczosci ze wzgledu na odwrécenie
czasu. Jest to bardzo duza zaleta prowadzenia rachunku zaburzen metoda
diagraméw Feynmana, gdyz zachowanie tej niezwykle istotnej symetrii jest
automatycznie uwzglednione. Nie musimy zatem przeprowadzaé zadnego do-
datkowego rozumowania, aby ja zapewnic.

Atom dwupoziomowy (TLA)

W sposéb catkowicie analogiczny jak dla ukladu spinowego mozna wyliczy¢
najnizszy wklad do energii wlasnej propagatora fotonowego dla atomu dwu-
poziomowego. Obliczenia w tym przypadku sa jeszcze prostsze, gdyz wielkosc
P®(ky) w tej sytuacji nie posiada indekséw. Zgodnie z regutami Feynmana
wyraza sie ona nastepujaco

d
—;p® (ko) = Q / S TI”{O’ISF Po + ko)UxSF<p0)} (3.32)

Po wykorzystaniu tozsamosci (Z.4f) oraz wykonaniu §ladu wyrazenie to spro-
wadza sie do sumy dwoéch prostych do wykonania catek

~ 0 1 1
P(Q)(k’o):/ % :

00 2T po + ko +m — i€ pg — m + i€

00 2T po + kg — m + i€ py +m — i€
4m

3.3.2. Czwarty rzad rachunku zaburzen

Wkiady do energii wlasnej propagatora fotonowego w czwartym rzedzie ra-
chunku zaburzen sa reprezentowane przez diagramy (b)-(h) przedstawione na
rysunku 3.1. Korzystajac z wynikow obliczen zamieszczonych w Zaltaczniku
otrzymujemy nastepujace wyrazenie na poprawke do energii wlasnej fotonu
w czwartym rzedzie rachunku zaburzen®

PE (ko) = PE) (ko) + P (ko)
1 )
=—20-9) [Qm T T @mF ko2’ (8.342)
P& (ko) = PS (ko) + Py (ko)

dk g*(k) 1
B A 34
/0 E k+2m (k+2m)? — k2 — i’ (3.34b)

8Poprawka z dokladnoscia do czwartego rzedu rachunku perturbacyjnego jest oczywiscie
suma poprawki w drugim rzedzie oraz wszystkich poprawek w czwartym rzedzie rachunku.
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gdzie

_o [Tdk (k) 1 [cdk o,
b_2/0 k (k+2m)?’ 5_2(1_;))/0 ng(k)' (3.34¢)

Otrzymany przez nas wynik z dokladnoscia do czwartego rzedu rachunku
zaburzen w pierwszym odczuciu jest bardzo niepokojacy. Jak wynika bo-
wiem ze wzoru (3.34a) poprawka czwartego rzedu zaczyna dominowac¢ nad po-
prawka drugiego rzedu jesli tylko k, jest dostatecznie bliskie 2m. To oznacza-
loby, ze prowadzony przez nas rachunek zaburzen traci sens, gdyz poprawki
wyzszego rzedu sa wazniejsze niz te nizszego. Z taka sytuacja mamy bardzo
czesto do czynienia w kwantowych teoriach pola i czesto nazywa sie je proble-
mem ,podwojnego bieguna”. W takiej sytuacji wyjSciem jest znoéw przeprowa-
dzenie renormalizacji, tzn. nadania sensu fizycznego otrzymanemu wynikowi.

Dodatkowe przesuniecie rezonansu

Aby zrozumiec¢ dlaczego powstaje opisany powyzej problem wréémy na chwile
do renormalizacji propagatora elektronu, ktéora wykonaliémy w punkcie 3.2.
Choc¢ nie jest to dobrze widoczne, w tamtej sytuacji rowniez mielibySmy do
czynienia z ,podwéjnym biegunem” jesli nie przeprowadzilibySmy renormali-
zacji. Dos¢ prostym rachunkiem mozna pokazac, ze jesli propagator elektronu
posiadajacy biegun w punkcie mo ., wyrazimy przez parametr mg i rozwiniemy
w malym parametrze dm to otrzymamy szereg sktadajacy sie z wyrazen posia-
dajacych bieguny w punkcie m, o rosnacej wielokrotnosci. Unikniecie takiej
sytuacji jest mozliwe wtaénie dzieki wykonaniu renormalizacji bieguna czyli
znalezieniu fizycznie waznej przerwy energetycznej.

W przypadku obliczonej przez nas energii wlasnej fotonu sytuacja jest cal-
kowicie analogiczna. Pojawienie sie podwéjnego bieguna jest oznaka, ze punkt
+2m nie jest fizycznie dobrym punktem rezonansu i nalezy dokonac jego re-
normalizacji. I cho¢ nie mozemy teraz wykona¢ sumowania nieskonczonego
szeregu, bo znamy tylko jego dwa pierwsze wyrazy, to z dokladnoscia z jaka
pracujemy w tym rzedzie rachunku zaburzen mozemy uzy¢ przyblizenia

1 ) 1

2m F ko + (2m F kq)? ~ m T kg — 0 (3.35)

Latwo sprawdzié¢, rozwijajac prawa strone, ze z dokladnoscia do wyrazow co
najwyzej rzedu 0 obie strony sa sobie réwne. W zwiazku z tym w czwartym
rzedzie rachunku zaburzen funkcja energii wlasnej ma nastepujaca postac

2(1 - b)

Pf*“)(ko) = “om R =5 (3.36a)
@y, [T dk g (k) 1
Po (ko) = 4/0 k k+2m (k4 2m)? — k% — i€’ (3.36b)

gdzie bi 6 dane sa wzoram (3.34c).
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Na zakonczenie warto zasygnalizowaé, ze z analogicznym problemem po-
dwdjnego bieguna spotykamy sie w pelnej elektrodynamice kwantowej np.
przy procesie kreacji i anihilacji wirtulanej pary elektron-pozytron z jednego
fotonu (polaryzacja prézni). Proces ten jest opisany dokladnie takimi samymi
diagramami Feynmana jak przedstawione powyzej.

To dodatkowe przesuniecie bieguna w QED oznacza, ze foton powinien
mie¢ wieksza energie niz suma spoczynkowych mas elektronu i pozytonu. Ta
dodatkowa cze$¢ energii jest niczym innym jak energia oddzialywania powsta-
jacej pary. Poprawka pojawia sie dopiero w czwartym rzedzie rachunku per-
turbacyjnego, bo dopiero diagram / - uwzglednia to oddzialywanie. Wszystkie
inne diagramy w tym rzedzie Jak réwniez diagram {  z drugiego rzedu ra-
chunku tego oddzialywania nie uwzgledniaja. Latwo sie przekonaé, ze w na-
szej teorii qubitu wlasnie diagram /¢ ; ) jest odpowiedzialny za powstawanie
podwdjnego bieguna.

Atom dwupoziomowy (TLA)

Rachunki przeprowadzone dla atomu dwupoziomowego (TLA) w tym rzedzie
rachunku zaburzen prowadza do nastepujacego wyrazenia na funkcje energii
wlasnej

~ Am(1 —b
BeH) (1) = _—4777;(2 ;2)7 (3.37a)
—
gdzie
dk dk k+4m
N 2m/ k‘ + 2m) (3.37b)

Jak wida¢ w tym przypadku nie pojawia sie problem podwdjnego bieguna.
Jest to kolejny argument za tym, ze uklady dwupoziomowe, w zaleznosci
od tego jak oddzialuja z otoczeniem, moga bardzo rézni¢ sie swoimi wlasno-
Sciami. OczywiScie nie nalezy sie spodziewac, ze w wyzszych rzedach ra-
chunku problem wielokrotnego bieguna sie nie pojawi i w tym modelu.

3.3.3. Macierz przejscia

Z wyliczonych wyrazen na funkcje energii wlasnej fotonu mozemy bardzo pro-
sto skonstruowaé¢ macierz przejscia T(ky). W tym celu nalezy wykorzystaé
zwiazek (3.15). Elementy macierzy przejscia T(ky) w bazie momentu pedu
w drugim rzedzie rachunku zaburzen maja postac

@)y 2
T (ko) = —5—~ Ey O (3.38a)

TP (ko) = 0. (3.38b)
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Analogicznie otrzymujemy przyblizenie dla macierzy przejscia w czwartym
rzedzie rachunku zaburzen

B 2(1 —b)
T (ko) = PY (ko). (3.39b)

TE (ko) = (3.392)

Zwiazek (3.39b) wynika z faktu, ze w drugim rzedzie rachunku zaburzen nie
wystepowata poprawka radiacyjna do wielkosci Py(k).

Atom dwupoziomowy (TLA)

Jak latwo sie przekona¢ w przypadku atomu dwupoziomowego wyrazenie na
macierz przejscia T(ky) w najnizszym rzedzie rachunku zaburzen jest naste-
pujace

4m

4m? — k2 — Amh(ko)

TC) () = — (3.40)

W czwartym rzedzie rachunku zaburzen ma ono nieco zmieniong postaé

T (ko) = — dm(1-b) — (3.41)
4m? — k — 4m(1 — b)h(ko)

3.3.4. Amplituda rozpraszania fotonu

Amplituda rozpraszania f;;(w) fotonu o czestosci w na uktadzie dwupoziomo-
wym moze zostaé odtworzona z pelnego propagatora fotonu [Bjo65, 1tz80].
W tym celu nalezy z propagatora fotonowego odrzuci¢ swobodne propagatory
na koncach, a uzyskane wyrazenie sprowadzi¢ na powtoke masy, tzn. uza-
leznié¢ energie fotonu od jego wektora falowego tak, aby opisywaly one rze-
czywisty foton. Trzeba zatem wykonac¢ w ostatecznym wzorze nastepujace
podstawienie ky = w, k = w i k' = w. Ten heurystyczny przepis prowadzi do
nastepujacego zwiazku pomiedzy amplituda rozpraszania, a macierza przej-
Scia

fz‘j(CU) = g2(w)Tz-j(w). (342)

W powyzszym wzorze argument w moze przyjmowac tylko dodatnie wartosci,
gdyz energia fotonu zawsze jest dodatnia.

W drugim rzedzie rachunku zaburzen macierz przejscia dla uktadu spi-
nowego dana jest wzorem (3.38). W zwiazku z tym poszczegélne elementy
amplitudy rozpraszania fotonu wyrazaja sie nastepujaco

- 29%(w)
o o2m—-AWw) Fw —il(w)’
& w) =0, (3.43b)

(3.43a)
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gdzie wprowadziliSmy nowe oznaczenie na zalezne od energii fotonu przesu-
niecie A i szeroko$é I' rezonansu. W tym rzedzie rachunku zaburzen sa one
po prostu odpowiednio cze$cia rzeczywista i urojona funkcji h(w)

0 2
Alw)=P /0 dk 13295122’ (3.44a)
2
[(w) = ”g|w(f>. (3.44b)

Rozpraszanie fotonu z zerowym rzutem momentu pedu na o$ z (M, = 0)
jest opisywane przez skladowa f, amplitudy rozpraszania. Jak widzimy w naj-
nizszym rzedzie rachunku zaburzen takie fotony w ogéle nie biora udziatlu
w rozpraszaniu. dJest to konsekwencja zasady zachowania momentu pedu,
o ktorej juz wielokrotnie mowiliSmy (patrz punkt 2.2.1.). Foton o zerowym
rzucie momentu pedu nie moze bowiem bezposrednio indukowaé przejScia ze
stanu podstawowego do stanu wzbudzonego. Takie przej$cia moga by¢ indu-
kowane jedynie przy réwnoczesnej emisji lub pochtonieciu innych fotonéw. Ta-
kie procesy sa jednak procesami wyzszego rzedu w rachunku perturbacyjnym.
Jest to zgodne z wnioskami jakie pltyna ze wzoru (3.39) na macierz przejscia
w czwartym rzedzie rachunku zaburzen. Nieznikajaca czesc T (ko) bedzie
skutkowala niezerowa amplituda rozpraszania fotonu o zerowym rzucie cal-
kowitego momentu pedu w tym rzedzie rachunku.

Przypadek atomu dwupoziomowego

Amplitude rozpraszania fotonu na atomie dwupoziomowym w drugim rzedzie
rachunku zaburzen mozna analogicznie otrzymac ze wzoru (3.40) na macierz
przejscia. Wyraza sie ona wzorem
4 ~2
fPw) = - mg () — (3.45)
4m? — w? — AmA(w) — dmil’(w)

Podobnie jak w przypadku ukladu spinowego wprowadziliSmy specjalne ozna-
czenia na przesuniecie i szeroko$¢ rezonansu

k2_w2’

~

—P / e (3.46a)
['w) =

(3.46b)

QM

Przeanalizujmy teraz dokladniej zachowanie amplitudy rozpraszania w po-
blizu rezonansu. W tym celu przepiszmy ja w przyblizeniu do nastepujace;j
postaci

9°(w) B 72 (w)

= = (3.47)
2m — A(w) —w —il'(w) 2m—A( )+w—zf‘( )

Fow) ~ -
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Powyzszy wzor otrzymaliSmy zaniedbujac wyrazy czwartego rzedu, tzn. kwa-
drat wyrazenia A(w) + i['(w) oraz jego iloczyn z §*(w). W ten sposéb otrzyma-
liSmy wyrazenie na amplitude rozpraszania, ktére jest poprawne w w poblizu
rezonansu, tzn. gdy w ~ 2m + A(w). Wyrazenie to sktada sie z dwéch cztonéw,
z ktorych pierwszy jest w oczywisty sposéb rezonansowy, a drugi nie. Wyraze-
nie to zgadza sie z fenomenologicznym przepisem tych samych znakow, ktory
zostal podany w [And03]. Przepis ten mowi, ze szerokosc¢ rezonansu I'(w) wy-
stepuje w obu czlonach z tym samym znakiem.

Duza zaleta sformulowanej przez nas teorii jest fakt, ze otrzymaliSmy
przepis tych samych znakéw bez zadnych fenomenologicznych argumentow.
Jest on po prostu bezposrednia konsekwencja wykonanych przez nas obliczen
1 plynie wprost z wlasnosci hamiltonianu opisujacego atom dwupoziomowy.
Weczeséniejsze podej$cia uniemozliwialy otrzymanie tego prawa na drodze bez-
posrednich rachunkow.

W tym miejscu nalezy wyraznie podkresli¢, ze udowodniony przez nas
przepis tych samych znakow stosuje sie jedynie w przypadku zagadnienia roz-
praszania fotonu na ukladzie dwupoziomowym. Jak zostanie pokazane w na-
stepnym rozdziale (réwniez bezposrednim rachunkiem) przepis ten jest nie-
prawidlowy, gdy zamiast problemu rozpraszania bedziemy rozwazali problem
liniowej odpowiedzi uktadu. Brak jednoznacznego rozréznienia tych dwoch
istotnie réznych sytuacji fizycznych byt w przesztosci zZzrédlem wielu nieporo-
zumien, ktore w naszym sformulowaniu sa wprost rozstrzygniete.

Na zakonczenie tego rozdzialu podajmy jeszcze iloSciowe wyniki dla bar-
dzo konkretnej do§wiadczalnej realizacji uktadu dwupoziomowego jakie ptyna
z przeprowadzonych przed chwila obliczen. W tym celu postuzmy sie przykia-
dem, ktéry oméwiliSmy w punkcie 1.2.1. na stronie 7. W przykladzie tym
rozwazaliSmy elektron znajdujacy sie w przestrzennym stanie podstawowym
atomu wodoru umieszczony w zewnetrznym statym polu magnetycznym o in-
dukcji 10T. Jak pamietamy to wlasnie na skutek tego zewnetrznego pola
magnetycznego dochodzi do zniesienia degeneracji stanu podstawowego ze
wzgledu na spin i otrzymujemy dos¢ dobra doswiadczalng realizacje uktadu
dwupoziomowego o przerwie energetycznej ok. 1.1-1073eV. Ze wzgledu na
fakt, ze dobrze znamy przestrzenna cze$¢ funkcji falowej elektronu w takie;j
sytuacji (wzor (1.19)) mozemy, wykorzystujac wzoér (1.50), znalez¢ parametr
sprzezenia g(k). Wyraza sie on nastepujaco [Bia07]

_pk? 1 o pk?
/3 (1 +k%ag/4)? 73

Poczynione przyblizenie jest stuszne, gdy dlugosc fali odpowiadajaca rozwaza-
nemu fotonowi jest duza w poréwnaniu z promieniem Bohra a,. Jak tatwo sie
przekonaé z takim przypadkiem mamy do czynienia w tej sytuacji. Dlugosc
fali elektromagnetycznej odpowiadajaca fotonowi o energii 103 eV jest rzedu
milimetra czyli o siedem rzedéw wielko$ci wieksza niz promiers Bohra®. Ta
informacja z kolei wraz ze wzorem (3.44b) pozwala nam wyznaczy¢ szerokos¢

g(k) (3.48)

9Warto w tym miejscu dodaé, ze choé dtugosé fali dla rozwazanych przez nas fotonéw jest
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przejscia pomiedzy stanami takiego qubitu. Jak latwo sprawdzié¢ dla fotonu
0 energii réwnej przerwie energetycznej pomiedzy poziomami szerokos¢ ta wy-

nosit®

8/~L5 3 o -8 _—1

Tres = D(2uBy) = Ty B} ~220-10%s7". (3.49)
Ten wynik jest do$¢ zaskakujacy. Przyjmujac bowiem, ze czas zycia elektronu
w stanie gérnym jest rzedu odwrotnosci szerokosci rezonansu dochodzimy do
wniosku, ze stan wzbudzony takiego qubitu jest bardzo trwaly. Sredni czas,
po ktorym elektron na skutek spontanicznego wyemitowania fotonu przejdzie
ze stanu gérnego do stanu podstawowego jest rzedu 107s czyli kilkuset dni!
To w praktyce oznacza, ze w takim przypadku mozna zaniedbac¢ wplyw kwan-
towych fluktuacji pola elektromagnetycznego na utrate informacji zapisanej
w qubicie.

Przedstawiona powyzej analiza moglaby sugerowac, ze uwzglednienie fluk-
tuacji kwantowych pola elektromagnetycznego ma charakter jedynie akade-
micki. Nalezy jednak pamietac, ze decydujacy wplyw na szeroko$¢ rezonansu
ma parametr sprzezenia g(k), ktory do wielkosci I' wchodzi w drugiej pote-
dze. Parametr ten jest okreslony przez ksztalt przestrzennej czesci funkcji
falowej elektronu i tym samym w réznych sytuacjach fizycznych moze rézny.
Dodatkowo nalezy mie¢ na uwadze fakt, ze sama mozliwos¢ teoretycznego
wyliczenia wprost z pierwszych zasad czasu zycia elektronu w stanie wzbu-
dzonym ma réwniez duza warto$¢ teoretyczna, a bez prawidtowego uwzgled-
nienia fluktuacji pola elektromagnetycznego nie mozna byto rozstrzygnac pro-
blemu znaku w czlonach nierezonansowych.

znacznie wieksza od promienia Bohra, to nadal jest ona dwa rzedy wielkosci mniejsza od
dlugosci fali foton6w odpowiedzialnych za strukture nadsubtelng w atomie. Nie jest zatem
bledem pomijanie tej struktury w naszym przyktadzie.

10W otrzymanym wzorze wypisali§my jawnie wszystkie niezbedne state fizyczne.
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Reakcja qubitu na male zaburzenie

»~Musimy pamietaé, ze to co obserwujemy
nie jest Przyroda sama w sobie, ale Przyroda
odstonieta, sposobem zadanego pytania.”

Werner Heisenberg

Poprzedni rozdzial byl poswiecony fizycznym konsekwencjom wynikajacym
z istnienia oddzialywania uktadéw dwupoziomowych z zewnetrznym kwanto-
wym polem elektromagnetycznym. Przestudiowali§my m.in. zjawisko prze-
suniecia poziomo6w energetycznych w stosunku do ukladu nieoddzialujacego,
a przede wszystkim sprawdziliSmy jaki wplyw ma istnienie uktadu dwupo-
ziomowego na propagacje fotoné6w. WyznaczyliSmy amplitude rozpraszania
fotonu na ukladzie dwupoziomowym z dokladnoscia do czwartego rzedu ra-
chunku zaburzen i odtworzyliSmy fenomenologiczny przepis ,,przeciwnych zna-
kow” dla tej amplitudy.

W tym rozdziale postawimy pytanie odwrotne. Bedzie nas interesowato to
jak zmieniaja sie wlasnosci ukladu dwupoziomowego pod wplywem zewnetrz-
nego zaburzenia elektromagnetycznego. Obrazem fizycznym, ktéry powin-
niSmy mie¢ w mysli analizujac ten problem jest uklad dwupoziomowy opi-
sany hamiltonianem (2.12a) lub (2.12b), do ktérego przyktadamy bardzo stabe
zewnetrzne pole elektromagnetyczne. Naszym celem jest znalezienie zmian
wlasnos$ci uktadu dwupoziomowego pod wplywem tego zewnetrznego pola.

Odpowiedzi na tak postawione pytanie bedziemy poszukiwali w ramach
tzw. kwantowej teorii liniowej odpowiedzi, ktéra opisuje pierwsza (liniowa)
poprawke wywolana zewnetrznym zaburzeniem do wartosci oczekiwanych ope-
ratorow reprezentujacych interesujace nas obserwable.

4.1. Kwantowa teoria liniowej odpowiedzi

Rozwazmy uklad fizyczny opisany niezaleznym od czasu hamiltonianem H
oraz pewien hermitowski, niezalezny jawnie od czasu w obrazie Schrodin-
gera operator O, ktéry odpowiada interesujacej nas wielkosci fizycznej. Jesli
w chwili poczatkowej uklad znajdowal sie w stanie kwantowym |¥) to po cza-
sie t warto$¢ oczekiwana rozwazanego operatora bedzie wyrazala sie wzorem

(O)(t) = (Wole™ O e W) = (Uo|O(t)|Wy), (4.1)

77
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gdzie O(t) jest interesujacym nas operatorem zapisanym w obrazie Heisen-
berga wzgledem hamiltonianu H

o) = Mt 0 =t 4.2)

Warto w tym miejscu podkresli¢, ze zupelnie nie precyzujemy jaki konkret-
nie uklad fizyczny opisuje hamiltonian H. Moze to by¢ zaréwno uktad zlozony
z jednej czastki, wielu nieoddziatujacych czastek, jak i nawet uktad wielu réz-
nego typu czastek i pél kwantowych w rézny sposéb oddziatujacych miedzy
soba. Wazne jest jedynie, ze hamiltonian H opisuje caly uklad i nie zalezy
jawnie od czasu.

Zalozmy teraz, ze w pewnej chwili czasu nasz uklad fizyczny zostaje de-
likatnie zaburzony. W jezyku mechaniki kwantowej taka sytuacje opisujemy
innym hamiltonianem, ktéry jawnie zalezy od czasu i w obrazie Schrodingera
wyraza sie sie nastepujaco

H'(t) = H + H™(t), H™ () =0 dla t<0. (4.3)

Hamiltonian H***(¢) opisuje zewnetrzne zaburzenie. ZalozyliSmy przy tym,
dla uproszczenia dalszych rachunkéw, ze zaburzenie jest wlaczane w chwili
t = 0. Zalozenie takie oczywiscie nie zmniejsza ogélnosci rozwazan ze wzgledu
na fakt, ze H nie zalezy od czasu.

Nalezy sie oczywiscie spodziewacé, ze w wyniku takiego zaburzenia zmienia
sie r6zne wlasno$ci naszego uktadu i tym samym moga ulec réwniez zmianie
wartosci oczekiwane réznych operatorow. Jest to zwiazane z faktem, ze ewo-
lucja w czasie zadana jest teraz przez peten hamiltonian H'(¢), a nie tylko
hamiltonian niezaburzony H. Najlatwiej ta zmiane jest znalez¢ rozpoczyna-
jac analize w obrazie Schriodingera, w ktérym stan ukladu podlega ewolucji
W czasie zgodnie ze wzorem

0, U(t)) = [H e (t)] T (2)). (4.4)
Rozwiazania tego rownania nalezy poszukiwaé¢ w postaci
(W (t)) = e~ U (1) ). (4.5)

Korzystajac wprost z rownania Schrodingera (4.4) tatwo jest sprawdzic, ze
operator U(t) spelnia nastepujace réwnanie

0, U(t) = ™ H™ () e U(t) = HF*(t) U(t) (4.6)

HE (L)

z warunkiem poczatkowym U(0) = 1. WprowadziliSmy przy tym nowe ozna-
czenie

Hle—|Xt (t) — ei?—[t HeXt(t> efth (47)
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na hamiltonian zaburzajacy w obrazie Heisenberga wzgledem hamiltonianu
niezaburzonego H. Formalne rozwigzanie réwnania (4.6) mozemy zapisac
w postaci szeregu chronologicznego

t t
U(t) = Texp [—z/ dt’ Hﬁ“(t’)] = Texp [—z/ dt’ He,_,“(t’)] : (4.8)
0 —00
Wartosc¢ oczekiwana rozwazanego przez nas operatora O w chwili czasu ¢t w ta-
kiej sytuacji dana jest wzorem

(0)/(t) = (¥(1)|O|¥(t)) (4.9)
= (To|U(t) O(t) U(1)[Wo), (4.10)

gdzie uzyliSmy wczesniej wprowadzonego oznaczenia (4.2) dla operatora O
w obrazie Heisenberga.

Rozwijajac operator U(t) w formalny szereg wyrazen zawierajacych kolejne
potegi hamiltonianu zaburzajacego H{" otrzymujemy

(O(t))" = (T (1 —H’/;dt’ HEE () + .. ) O(t) (1 — i/;dt’ HEFE () + .. ) | W)

= (Vo|O(t)|Wo) + z/ dt’ (Uo| [HEFE ("), O)] | W) + ... (4.11)
Jak widaé z powyzszego wzoru pierwszy wyraz rozwiniecia to nic innego jak
warto$¢ oczekiwana obserwabli O w sytuacji ukladu niezaburzonego dana
wzorem (4.1). Pierwsza poprawke do wartosci oczekiwanej (4.1) wynikajaca
z rozwiniecia (4.11) nazywamy liniowa odpowiedzia ukladu i ma ona postacé

t

0{0(t)) = (O(1))" = (O(t)) ~ Z/ dt’ (ol [HEF* (1), O(t)] [Wo)

—00

B / At 0t — 1) (| [O(F), HEH ()] [Wo). (4.12)
Jak wida¢ liniowa odpowiedZ mozna przedstawié¢ jako pewna calke z nielo-
kalnego w czasie komutatora zaburzajacego hamiltonianu H{*(¢') i operatora
O(t). Jest ona zatem pewnego rodzaju dwupunktowa w czasie funkcja kore-
lacji. W celu unikniecia nieporozumien przypomnijmy w tym miejscu jeszcze
raz, ze otrzymane przez nas wyrazenie (4.12) na liniowa odpowiedz ukladu
obowiazuje dla operatoréw zapisanych w obrazie Heisenberga wzgledem ha-
miltonianu niezaburzonego H.

Zaburzenie przez sprzezenie do obserwabli

Rozpatrzmy teraz szczegdlny przypadek zewnetrznego zaburzenia uktadu, po-
legajacy na tym, ze zewnetrzne klasyczne pole zaburzajace 6 sprzega sie
liniowo do obserwabli, ktora jesteSmy zainteresowani. Oznacza to, ze hamil-
tonian zaburzajacy H{* ma postac

HE (1) = O(t) 6D (1). (4.13)
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Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze z taka sytuacja bardzo czesto mamy do
czynienia w réoznych sytuacjach fizycznych. Np. w elektrodynamice mozna
zada¢ pytanie o zmiane gestosci pradu Jj, pod wplywem przytozonego ze-
wnetrznego pola elektromagnetycznego 0A*. Jak wiadomo hamiltonian ta-
kiego sprzezenia jest proporcjonalny do iloczynu j, JA*. Z takim tez przypad-
kiem bedziemy mieli do czynienia w punkcie 4.2., gdy skupimy sie na liniowej
odpowiedzi uktadéw dwupoziomowych.

W rozpatrywanej sytuacji, tzn. gdy hamiltonian zaburzajacy jest postaci
(4.13), rownanie (4.12) przyjmuje postac

5(O(t)) = /_ Tar DY (t,t)6d(t), (4.14)

[e.e]

gdzie wprowadziliSmy nowe oznaczenie na wielkos¢
DY (t,t') = —if(t — ') (V| [O(L), O(t)] |¥o). (4.15)

Wielkos¢ ta stanowi centralny punkt naszych zainteresowan, gdyz pozwala
ona okresla¢ nam jaka bedzie liniowa poprawka do wartosci oczekiwanej da-
nego operatora wywolana zadanym zewnetrznym polem, ktére sie do niego
sprzega. W zaleznoS$ci od kontekstu funkcje ta nazywa sie wymiennie funkcja
liniowej odpowiedzi, gdy mamy na mysli jej znaczenie fizyczne lub propaga-
torem retardowanym operatora O, gdy rozpatrujemy jej wlasnosci matema-
tyczne.

Odpowiedz w stanie wlasnym hamiltonianu
Jesli stan |U,) jest stanem wlasnym hamiltonianu niezaburzonego H, tzn.
H|Wo) = Ey|Vo), (4.16)

to propagator retardowany D¢ (¢,t') jest funkcja jedynie réznicy ¢ —t'. Istotnie,
wykorzystujac rownanie ewolucji (4.2) tatwo pokazac, ze ma on postaé

DY(t,t') = —if(t — t')e By =) (W |0 e ) O W) + c.c. (4.17)

W takiej sytuacji bedziemy uzywali tego samego oznaczenia na propagator
zmieniajac jedynie liczbe zmiennych, od ktérych on zalezy, tzn.

DY(t) = DY(t,0) = DG (t —t',t). (4.18)

Jesli zatem wartos¢ oczekiwana obserwabli obliczana jest w stanie wla-
snym hamiltonianu H to wtedy liniowa odpowiedz uktadu (4.14) jest splotem
retardowanego propagatora i zaburzajacego pola zewnetrznego

SO(1)) = /_ T Dt — )50 (). (4.19)

o0

Oznacza to, ze w dziedzinie czestosci (tzn. po wykonaniu transformaty Fo-
riera obu stron réwnania (4.19)) zwiazek ten bedzie mial wyjatkowo prosta
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postac¢ prawa Hooke’a — ,wychylenie” (odpowiedz ukladu) jest proporcjonalne
do ,sily” (zewnetrznego pola), ktéra je wymusza

5{OW)) = DY(w)6D(w). (4.20)

Funkcje D (w), (O(w)) i §®(w) sa odpowiednimi transformatami Fouriera

DY (w) = / Oodteiwfpg(t), (4.21a)
5(O(w)) = / Oodteiwfaw(t)), (4.21b)
6®(w) = / Oodtei”t(S(I)(t). (4.21c)

4.2. Funkcje liniowej odpowiedzi ukladow dwu-
poziomowych

W przypadku uktadéw dwupoziomowych wielkosSciami fizycznymi, ktorych
zmiany pod wplywem zewnetrznego pola nas interesuja sa trzy sktadowe spinu
(dla ukladu spinowego) i indukowany moment dipolowy (dla atomu dwupozio-
mowego). W jezyku drugiej kwantyzacji w obrazie Heisenberga sa one repre-
zentowane przez nastepujace operatory

Operator spinu:  s(t) = Ui (t)o¥(1), (4.22a)
Operator momentu dipolowego: D(t) = U (t)o, T(t). (4.22b)

Jak wynika z hamiltonianéw oddzialywania (2.12a) i (2.12b) operatory te sprze-
gaja sie liniowo do zewnetrznego pola elektromagnetycznego ¢. W zwiazku
z tym hamiltonian zewnetrznego zaburzenia spelnia warunek (4.13). Mamy
zatem do czynienia ze sprzezeniem zewnetrznego pola zaburzajacego do ob-
serwabli, ktéra nas interesuje

HEE = Ui (t)aU(t) - 5®(1), (4.23a)
Het = Ul ()0, U (1) 5D(1). (4.23b)
Liniowa odpowiedZ ukladu dwupoziomowego na zewnetrzne zaburzenie jest
tym samym zawarta w odpowiednich propagatorach retardowanych obserwa-

bli, ktére maja postac (4.15). W przypadku ukladu spinowego propagator ten
nazywa sie podatno$cia magnetyczna

Xij (1, 1) = =i0(t = t){(G] [si(t), 55 ()] |G). (4.24)

Zgodnie ze wzorem (4.14) liniowa poprawka do wartosci oczekiwanej poszcze-
golnych sktadowych spinu wywolanych zewnetrznym zaburzeniem §®(¢) dana
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jest wzorem

(Gl 016) = i [ a0t = (G150, 5,)) G698
= /OO dt' xi;(t,) 00;(t). (4.252)

Poniewaz stan podstawowy |G) jest stanem wlasnym pelnego hamiltonianu,
to w dziedzinie czestosci zwiazek ten sprowadza sie do prostego wyrazenia
algebraicznego

IG|S:(w)|G) = xij(w) 6P, (w). (4.25b)

Podatno$¢ magnetyczna y;;(w) opisuje zatem odpowiedz ukladu spinowego
na zewnetrzne zaburzajace pole elektromagnetyczne, ktore jest monochroma-
tyczne.

W przypadku ukladu dwupoziomowego realizowanego jako atom dwupo-
ziomowy (TLA) propagator retardowany reprezentujacy liniowa odpowiedz
ukladu nazywa sie (z dokladno$cia do stalego czynnika) polaryzowalnoscia
atomu

at,t') = iA0(t — ) (G| D), D] |G). (4.26)

Wstawiony dodatkowo wspétczynnik A dla pojedynczego atomu dwupoziomo-
wego jest réwny (patrz np. [Mil04, Berm06]) A = d?/3h, gdzie d charakte-
ryzuje sile przejScia dipolowego pomiedzy poziomami. W powyzszej definicji
polaryzowalno$ci atomu zmieniony jest réwniez znak wyrazenia na przeciwny
w stosunku do definicji podatnosci magnetycznej (4.24). Jest to spowodowane
wzgledami historycznymi, tak aby zachowaé zgodnos¢ ze standardowym wy-
razeniem Kramersa-Heisenberga na polaryzowalnos$¢ atomu [Kra25].

Wykorzystujac definicje polaryzowalnosci (4.26) otrzymujemy nastepujacy
wzor na liniowa odpowiedZz atomu dwupoziomowego na zewnetrzne zaburze-
nie 0o

5(GID(1)|G) = —i / 40— £)(G [D(Y), D)) |G)5(¢)
= —% /Z dt" a(t, ") 6@ (t'). (4.27a)
W dziedzinie czestosci zwiazek ten ma postaé
5(GIDW)|G) = —%a(w) 5(w). (4.27b)

4.3. Zwiagzek z propagatorami pola elektroma-
gnetycznego

Jak pokazaliSmy w poprzednim punkcie funkcje liniowej odpowiedzi dla ukta-
déw dwupoziomowych opisane sa przez propagatory retardowane operatora
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spinu lub momentu dipolowego. Wynikalo to z faktu, ze zewnetrzne pole za-
burzajace 0P sprzegalo sie bezposrednio do obserwabli, ktéra nas intereso-
wala. Ta szczegélna wlasnos¢ hamiltonianu oddzialywania H;, tzn. fakt ze
interesujaca nas obserwabla sprzega sie do do kwantowego pola elektroma-
gnetycznego, pozwoli nam teraz pokazaé, ze funkcje liniowej odpowiedzi daja
sie wyrazi¢ przez retardowane propagatory pola fotonowego.

Dla ustalenia uwagi skupmy sie na ukladzie dwupoziomowym realizowa-
nym jako unieruchomiona czastka obdarzona spinem, ktory jest opisany ha-
miltonianem (2.12a). Przypomnijmy, ze podatno$¢ magnetyczna dana jest po-
przez propagator retardowany operatora spinu

Xij(t, ) = —i0(t — ') (G| [¥T (), U (1), Ui ()o; U ()] |G). (4.28)

Pokazmy teraz, ze jest on zwiazany z retardowanym propagatorem pola elek-
tromagnetycznego, ktory w odréznieniu od propagatora feynmanowskiego zde-
finiowany jest nastepujaco!

DRij (ka kla t? t/> = —29(15 - t/)<G‘ [cbl(kv t)a q)j<k/7 t/)] ’G> (429)

Aby znalezé wspomniany zwiazek pomiedzy tymi dwoma propagatorami
podzialajmy na propagator (4.29) operatorem rézniczkowym 9?2 + k? analogicz-
nie jak zrobiliSmy to dla propagatora feynmanowskiego (2.83)

(07 + k*) iDpj(k, K, t, )
= —0(t —t")o(k — K)o + (G| [{ (87 + k*) @s(k,t) }, @;(K',1)] |G). (4.30)

Powyzszy wzor otrzymaliSmy wykorzystujac odpowiednio reguly komutacyjne
(2.21b) dla operatorow pola elektromagnetycznego w obrazie Heisenberga.
Stosujac teraz réwnania dynamiki (2.22b) mozna sprowadzi¢ powyzszy wzor
do postaci

(0} + k?) iDpij(k, K, 1, 1)
= —0(t —t)8(k — k')d;; — g(k)O(t — ') (G|[ ¥ (t)o: 0 (1), ,(K,t')]|G). (4.31)
———
Si(t)
Aby uzyskac po prawej stronie komutator dwéch operatoréw spinu i tym sa-

mym otrzymac¢ podatnos¢ magnetyczna podzialajmy dodatkowo na réwnanie
(4.31) operatorem rézniczkowym 97 + k2. Otrzymamy wtedy

(02 + k) (02 + k?) Dy (kK 1,1)
=—(0p + K)ot —t")o(k — K')di; + g(k)g(K)0(t — t')(G][Si(t), Sj(t/)](‘fé'z)

I'Wykorzystujac niezmienniczoéé teorii wzgledem przesuniecia w czasie latwo pokazaé, ze
ten propagator rowniez jest funkcja jedynie réznicy swoich argumentéw czasowych.
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Wykorzystujac definicje podatnosci magnetycznej y;; mozemy przepisaé po-
wyzszy wzor do postaci

(07 + k%) (07 + k*) Dpij(k, k', t, 1)
Ostatnim krokiem w tej analizie jest skorzystanie z definicji i wlasnos$ci
retardowanego propagatora dla swobodnego pola elektromagnetycznego. Jest

on zdefiniowany podobnie jak propagator (4.29). Réznica jest to, ze zamiast
po6l w obrazie Heisenberga wystepuja pola w obrazie oddzialywania (2.26¢)

DRij (ka k/7 l t/> = _Ze(t - t/) <G‘ [q)l(ka t)a q)j(k/? t/)] ’G> (4.34)

Podobnie jak bylo to zrobione w punkcie 2.7.1. dla swobodnych propagatoréw
Feynmana mozna latwo pokazaé, ze swobodny propagator retardowany jest
funkcja Greena dla operatora rézniczkowego 07 + k2, tzn. ze zachodzi zwiazek

(87 + k%) Drij(t,t') = —6(t — t')6(k — k)55 (4.35)

Wykorzystujac powyzsza wlasnos¢ swobodnego retardowanego propaga-
tora fotonu mozemy wzdr (4.33) przepisac do postaci

iDRij(k, k/, t, t,) - Y;DRij(k, ]{f/, t, t/)

+)° /0 dky g(k) /0 dks g(K) / Oodtl / Oodtg

Drim(k, k1, t,t1) Xmn(t1, t2) Dgnj(ke, k', t2,t"). (4.36)

Otrzymany powyzej zwiazek ma strukture bardzo podobna do wzoru (3.12),
ktory wyraza zwiazek feynmanowskiego propagatora fotonu z macierza roz-
praszania T. Dla porzadku wypiszmy oba te zwiazki w postaci symboliczne;j

AARAARZ = "N+ AAANs T(k‘o) aNnNN (4.37a)
R R R
AARAARAZ = "NANANL - AnANe X(/{Q) ENNN (437b)

W drugim wzorze wprowadziliSmy nowe, analogiczne do (3.13), symboliczne
oznaczenie na retardowany propagator fotonu oraz funkcje powstajaca przez
jego jednokrotne odcalkowanie

R
W = DRij (l{?, k’,, ko), (4383)

R

AN = Dpii(k K ko), (4.38b)

R 0
ANANNS :/ dk' g(K') Dgij(k, k', ko). (4.38c)
0
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Oczywiscie analogiczny rachunek mozna przeprowadzic¢ dla modelu atomu
dwupoziomowego. W tym przypadku propagator fotonu nie ma wskaznikéw
wektorowych, a wzor (4.36) przybiera postaé

iDR(k, k’/,t,t) ZDR k’ k?/ t t)

(k’ k’l,t tl)Oé(tth) R(kg,k/ tg,t). (439)

Symbolicznie mozna go zatem zapisac nastepujaco

R 1
AARARARr = ’\/\/li/\/\/ _Z '\/\i\/\; a(l{o) ‘\/3\/\, (440)

Przedstawiony powyzej rachunek pokazuje, ze gdyby$Smy umieli znalezé
retardowany propagator prawdziwego fotonu Dy, to moglibySmy z niego wy-
huskac¢ informacje o funkcji liniowej odpowiedzi uktadu. Podobnie zatem jak
byto to w przypadku macierzy przejscia T, caly problem znajdowania funk-
cji liniowej odpowiedzi sprowadza sie do znalezienia propagatora fotonowego.
Réznica jest tylko taka, ze tym razem potrzebny jest nam propagator retardo-
wany, a nie feynmanowski.

4.4. Reprezentacja spektralna propagatorow

Jak juz wielokrotnie mieliSmy okazje sie przekonaé¢ metody kwantowej teorii
pola byly doskonalymi narzedziami do znajdowania propagatoréw feynma-
nowskich. Dzieki uporzadkowanemu diagramatycznie rachunkowi zaburzen
mogliSmy je wyliczaé¢ perturbacyjnie wlasciwie z dowolna doktadnoscia. Je-
dynym ograniczeniem byla koniecznos¢ zmudnego wykonywania wielu pro-
stych calek. W przypadku propagatoréw retardowanych nie mamy zadnych
dostepnych narzedzi, ktére pozwalalyby sprawnie prowadzi¢ rachunki per-
turbacyjne. Jak juz o tym wspominaliSmy w rozdziale 2. znane twierdzenia
kwantowej teorii pola pozwalaja nam prowadzié¢ rachunek zaburzen tylko dla
feynmanowskich funkcji korelacji.

Glebsza analiza struktury propagatoréw pozwala jednak przekonac sie,
ze istnieje pewien, dos¢ prosty sposéb konstruowania propagatoréw retar-
dowanych z propagatorow feynmanowskich. Zachodzi bowiem bezposredni
ijednoznaczny zwiazek pomiedzy wszystkimi rodzajami funkcji korelacji tych
samych pél. W relatywistycznie niezmienniczych kwantowych teoriach pola
zwiazek ten wynika bezposrednio z czasoprzestrzennych symetrii teorii i pro-
wadzi do tzw. reprezentacji spektralnej Killena-Lehmanna propagatoréow
[Fet71, Bia75, Bjo65, Itz80]. W naszej teorii, ze wzgledu na poczynione uprosz-
czenia i brak pewnych symetrii (np. brak niezmienniczosci ze wzgledu na
przesuniecia w przestrzeni), zwiazek ten jest troszke inny. Wynika on jedynie
z niezmienniczosSci teorii ze wzgledu na przesuniecia i odwrdcenie w czasie.
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Niemniej jednak, podobnie jak w przypadku reprezentacji Killena-Lehmanna,
pozwala on konstruowac propagatory retardowane z perturbacyjnie oblicza-
nych propagatoréw Feynmana.

4.4.1. Macierz spektralna

Aby znalez¢ zwiazek pomiedzy propagatorami retardowanymi, a feynmanow-
skimi przeanalizujmy dokladniej nastepujace wyrazenie

(G|®;(k, )D; (K, £)|G). (4.41)

Analiza tego wyrazenia jest bardzo wazna, bo stanowi ono centralny sktadnik
definicji obu typéw propagatoréw. Wykorzystujac réwnania dynamiki w obra-
zie Heisenberga (2.20) oraz fakt, ze stan podstawowy |G) jest stanem wlasnym
pelnego hamiltonianu teorii z pewna wartos$cia wlasna F; mozemy powyzsze
wyrazenie zapisaé¢ w postaci

(G| (k, 1) D; (K, )|G) (4.42)
— eiEg(tft’) <G|(I)i(k)eftheth’q)j(k/>|G>
— oiBa(t=t) Z(G’@i(k>efi7-{t|n> <n]eth/<I>j(k’)\G>

= ¢ Felt=1) N7 o B (G, () ) (0|, (K)|G)

= [ aMe OO ST B B, Ee) (G () (n[85(1)[G).

W drugiej i trzeciej roéwnosci wykorzystaliSmy dodatkowo fakt, ze istnieje zu-
pelny zbior {|n)} stanow stacjonarnych, ktore sa stanami wltasnymi petnego
hamiltonianu z warto$ciami wlasnymi £,. Granice calkowania w ostatniej
linijce wynikaja bezposrednio z faktu, ze stan podstawowy |G) jest stanem
0 najnizszej energii i w zwiazku z tym dla kazdego n zachodzi nieré6wnos¢
E, > Eq.

Wystepujaca w wyrazeniu (4.42) funkcje

M, (M, kK = Z §(M — E, + Eg)(G|Pi(k)|n)(n|®;(kK")|G) (4.43)
bedziemy ze wzgledow historycznych nazywali macierza spektralna wyraze-
nia (4.41). Latwo sie przekonac, ze ma ona nastepujaca wlasnosc

M (M, k, k') = 00, (MK k). (4.44)

Mozna zatem powiedziec, ze jest ona hermitowska jesli jako wskazniki po-
traktuje sie réwniez pedy ki k'
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4.4.2. Rozklad spektralny propagatoréw

Wykorzystujac definicje macierzy spektralnej (4.43) feynmanaowski propaga-
tor fotonu mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci

iDpij(k, K t, 1) = (G| T ®;(k, t)®; (K, t")|G)
= 0(t — t')(G|P;(k, t)D; (K, t")|G) + 0(t' — t)(G|P; (K, ") P;(k, 1)|G)
= /0 M [e(t — e MM (M, kK 4 0(t — t)e™™ME=D90 (M, K, k)] .
(4.45)
Calkowicie analogicznie mozna przedstawic¢ retardowany propagator fotonu
iDpij(k, K t,t') = 0(t — t')(G|[Ps(k, t)@; (K, )] |G)
= 0(t = t'){G|Pi(k, 1), (K, 1)|G) — 0(t — t')(G|®; (K, ') (K, )| G)

= / dM o(t —t') [e—iM“—t’)mj(M, koK) — e ™MEDon (MK k)| . (4.46)
0
7 powyzszych wzoréw jasno wynika, ze oba typy propagatorow wyrazaja sie
przez te same macierze spektralne. Mozna powiedzie¢ zatem, ze cata wiedza
o wszystkich rodzajach dwupunktowych funkcji korelacji pola elektromagne-
tycznego jest zawarta w tych macierzach. Jedyne co rézni poszczegoélne funk-
cje korelacji to sposéb w jaki macierze spektralne wchodza w ich definicje. Ta
dos$é kluczowa, a zarazem bardzo prosto otrzymana, obserwacja jest zrodtem
bardzo wielu cennych informacji o funkcjach korelacji w ré6znych kwantowych
teoriach pola (patrz np. [Fet71, Itz80]). Nam pozwoli za chwile otrzymac
bardzo potrzebny zwiazek pomiedzy propagatorem retardowanym, a feynma-
nowskim.

4.4.3. Zaleznos¢ miedzy propagatorami

Jak widzimy propagatory (4.45) i (4.46) sa funkcjami jedynie réznicy czasow.
Wykorzystujac wzor (2.39) na transformate Fouriera funkcji Heviside’a latwo
sie przekonac, ze propagatory te w dziedzinie czestosci maja postac

M (M, kK O (M, kK
Drii(k. K ko) = dM AN R - Y 4.47
rig (b, K, ko) /0 (ko—M+ie ko+M —ic )’ (447a)
< (MGOLRE) M k)
Dpoj (kK ko) = [ dnr (L) . 4.47b
rij (K, K, o) /0 (kO—M+ie ko + M + ic ( )

Powyzsze wzory na propagatory fotonowe w dziedzinie czestosci pokazuja, ze
jedyna réznica pomiedzy propagatorem retardowanym, a feynmanowskim po-
lega na odwréceniu znaku w drugim utamku rozwiniecia spektralnego. Roz-
nica polega wiec jedynie na zmianie przepisu obchodzenia biegunéw na plasz-
czyznie zespolonej przy calkowaniu. Ze wzgledu na fakt, ze M > 0 rownowaz-
nie mozna powiedzie¢, ze przettumaczenie propagatora Feynmana na retar-
dowany polega na zamianie wyrazenia ic na i sgn(ko)e.
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Zanim przejdziemy do dalszego analizowania zwiazku pomiedzy propa-
gatorami zwréémy uwage na jedna bardzo wazna wlasnos¢ macierzy spek-
tralnej. W tym celu musimy na chwilke wréci¢ do wzoru (3.12), ktéory wy-
raza ogdlna posta¢ feynmanowskiego propagatora fotonowego. Jak pamie-
tamy ze wzoru tego wynika, ze propagator fotonowy nie zmienia sie przy za-
mianie sktadowych pedowych k& < &/, tzn. ze ma wtasnos¢ Dp;;(k, k', ko) =
Dpij(K', k, ko). Jak wynika ze wzoru (3.12) zmienne pedowe wchodza do propa-
gatora poprzez symetryczne ze wzgledu na zamiane argumentow i rzeczywi-
ste funkcje zmiennych ki k', a w zwiazku z tym macierz spektralna 91,; musi
miec podobna wlasnosc

mij(Mv k? k/) = mij (Ma kly k) (448)

Zauwazmy, ze gdyby macierz spektralna 9t;; byla macierza diagonalna,
to dzieki wlasnosci (4.48) zwiazek pomiedzy propagatorem retardowanym,
a feynmanowskim daloby sie zapisa¢ w nastepujacej postaci

RGDR(]C,k’/,k’()) = ReDF(k,k/,k[))7 (4493.)
m Dk, k', ko) = sgn(ko) Im Dy (k, k', ko). (4.49b)

Powyzszy zwiazek jest bardzo dobrze znany w kwantowych teoriach pola ukta-
doéw jednorodnych i izotropowych [Fet71]. W takich bowiem sytuacjach za-
wsze mamy do czynienia z diagonalna macierza spektralna, ktéra ma wia-
snos¢é (4.48)2.

Choc¢ rozpatrywane przez nas uklady dwupoziomowe nie sg ani izotropowe,
ani jednorodne, to w szczegélnych okolicznosciach zwiazek (4.49) rowniez za-
chodzi. Najlepiej widac to w przypadku atomu dwupoziomowego (TLA). Wtedy
mamy do czynienia jedynie ze sktadowa i = j = x macierzy spektralnej i w na-
turalny sposdb spelnione sa oba warunki — diagonalnosc i symetrie w zmien-
nych pedowych k£ < k’. Dla atomu dwupoziomowego zachodzi zatem zwiazek
(4.49).

W przypadku uktadu dwupoziomowego realizowanego jako czastka ze spi-
nem sytuacja jest bardziej skomplikowana. W ogélnosci bowiem macierz przej-
scia P;;(ko), propagator Dp;;(k, k', ko), a zatem réwniez macierz spektralna
9M;; (M, k, k') nie sa diagonalne we wskaznikach i oraz j. Jak jednak dobrze
pamietamy z rozdziatu 3. wielkosci te sa diagonalne (w kazdym rzedzie ra-
chunku zaburzen) jesli bedziemy prowadzili obliczenia w bazie momentu pedu.
Tym samym zwiazek (4.49), cho¢ nieprawdziwy w ogdélnosci, bedzie stuszny
w tej bazie.

2W takich sytuacjach diagonalnos$é macierzy wynika bezposrednio z jednorodnosci uktadu,
a wlasnos$c (4.48) z jego izotropowosci.
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4.5. Macierz przejscia i funkcje liniowej odpo-
wiedzi

W poprzednim punkcie pokazalismy, ze istnieje bezposredni zwiazek pomie-
dzy propagatorem Feynmana, a propagatorem retardowanym pola elektroma-
gnetycznego®. To oznacza, ze kazde otrzymane perturbacyjne kolejne przybli-
zenie czasowo uporzadkowanego propagatora pozwala nam natychmiast od-
tworzy¢ przyblizenie propagatora retardowanego w tym samym rzedzie ra-
chunku zaburzen. Tym samym udalo nam sie omina¢ zasygnalizowany wcze-
$niej problem braku opracowanych metod dla funkcji korelacji innych niz
feynmanowskie. Po otrzymaniu propagatora retardowanego ta metoda mo-
zemy skorzystaé ze wzoru (4.36) i wyluska¢ z niego funkcje liniowej odpowie-
dzi, ktora jesteSmy zainteresowani. Mozna tez bezposrednio skorzystaé z po-
dobienstwa wzoréw (4.37a) i (4.37b). Ze wzoréw tych widac jasno, ze jesli tylko
zachodzi wzor (4.49), to analogiczny zwiazek musi zachodzié pomiedzy macie-
rza przejscia T(ky) a odpowiednia funkcja liniowej odpowiedzi. W przypadku
atomu dwupoziomowego jest to zwiazek z polaryzowalnoscia atomu, ktéry ma
postaé

Rea(w) = —ARe T(w), (4.50a)
Im o(w) = —Asgn(w) Im T'(w). (4.50b)

W przypadku ukladu spinowego jest to zwiazek z podatnos$cia magnetyczna
i zgodnie z wcze$niejszymi uwagami zachodzi on jedynie w bazie momentu
pedu

Re xq(w) = Re T, (w), (4.51a)
Im x,(w) = sgn(w) Im Ty (w). (4.51b)

Indeks a w powyzszym wzorze przyjmuje jedna z trzech wartosci +, — lub 0
numerujace odpowiednie sktadowe w bazie momentu pedu.

Na zakonczenie tego punktu podajmy jeszcze jeden bardzo wazny wniosek
jaki plynie z przedstawionej powyzej analizy. Zauwazmy, ze ze wzoru (4.47b)
wyrazajacego spektralny rozklad propagatora retardowanego wynika, ze pro-
pagator retardowany spelnia warunek

DRU (ka kla _kU) = ,D}k%ﬂafa kla kO) (452)

W literaturze warunek ten znany jest pod nazwa warunku krzyzowania. Ist-
nieje twierdzenie (patrz np. [Fet71]) mowiace, ze jest on spelniony dla kazdego
propagatora retardowanego w teorii, ktéra jest niezmiennicza ze wzgledu na
odwrécenie czasu. W przypadku atomu dwupoziomowego warunek ten po-
ciaga za soba automatycznie warunek na polaryzowalnos¢ atomu

af(w) = a(—w). (4.53)

30Qczywiscie w sposéb analogiczny mozna pokazaé istnienie zwigzkéw pomiedzy funkcjami
korelacji innych typéw. W przypadku funkcji liniowej odpowiedzi, ktérymi sie zajmujemy
zwiazki te nie maja jednak wiekszego znaczenia.
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Fizyczne znaczenie i obligatoryjna konieczno$¢ spelnienia warunku (4.53) byty
w literaturze mocno podkreslane (patrz np. [Lou06]). W stosowanych dotych-
czas metodach perturbacyjnych wyliczania polaryzowalnos$ci atomu dwupo-
ziomowego warunek ten byt dodatkowym, heurystycznym argumentem, ktory
pozwalal uzyskiwac¢ poprawne wyniki w kolejnych rzedach rachunku zabu-
rzen. W stosowanych przez nas metodach perturbacyjnych warunek ten jest
jak wida¢ automatycznie spelniony. Tym samym nie potrzebujemy zadnych
dodatkowych heurystycznych argumentéw, aby poprawnie wyliczaé polaryzo-
walnos¢ atomu dwupoziomowego w dowolnym rzedzie rachunku zaburzen.

4.5.1. Podatnosé¢é magnetyczna ukladu spinowego

W rozdziale 3. znalezliSmy macierze przejscia T i T z doktadnoscia do czwar-
tego rzedu rachunku zaburzen. Wykorzystujac wnioski jakie ptyna z zalezno-
$ci miedzy propagatorami retardowanymi i feynmanowskimi mozemy zatem
teraz w bardzo prosty sposéb podac z ta doktadnosScia podatnos¢ magnetyczna
ukladu spinowego oraz polaryzowalno$é atomu dwupoziomowego.

Ze wzoru (3.38) i zwiazku (4.51) wynika, ze w drugim rzedzie rachunku za-
burzen podatnos$¢ magnetyczna pojedynczego spinu ma nastepujace sktadowe
w bazie momentu pedu

@ () — 2
W) = = T TAW) £ e @T @) (Sas)

xX§ (W) = 0. (4.54b)

Jak wida¢ unieruchomiony pojedynczy spin w najnizszym rzedzie rachunku
zaburzen nie reaguje na mod pola elektromagnetycznego, ktory ma znikajacy
rzut momentu pedu. Jest to bezposrednia konsekwencja niemoznosci indu-
kowania przejs¢ jednofotonowych bez zmiany rzutu momentu pedu. Sytuacja
ta zmienia sie w czwartym rzedzie rachunku perturbacyjnego, gdzie dopusz-
czone sa procesy dwufotonowe. Jak wynika ze wzoru (3.39) w tym rzedzie
podatno$¢é magnetyczna wyraza sie wzorami

@+, 2(1-b)
X ) = e T T = ) (A ) £ sen@T @) (4.55a)
X6 (w) = PeHI (W), (4.55b)

4.5.2. Polaryzowalno$¢é atomu dwupoziomowego

W analogiczny sposéb jak w poprzednim podpunkcie mozemy wykorzystujac
wzoér (3.40) wyznaczyé polaryzowalnos¢ atomu dwupoziomowego w drugim
rzedzie rachunku zaburzen

a® () = mA | (4.56)

Am? — w? — 4m | A(w) + isgn(w)D(w)
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Poniewaz polaryzowalnos¢ atomu dwupoziomowego dosc czesto studiowana
jest w literaturze [And03, All75, Berm06, Lou06, Mil04] przyjrzyjmy sie blizej
jej wlasnosciom. W tym celu dokonajmy analogicznego przyblizenia jakiego
dokonaliémy dla amplitudy rozpraszania w tym samym rzedzie (wzoér (3.47)).
Zaniedbujac wyrazy rzedu wyzszego niz drugi mozemy wzor (4.56) zapisac
w formie przyblizonej

A A 457

a?(w) ~ = : =—+ = :
2m — Aw) —w —isgn(w)'(w) 2m — A(w) +w — isgn(w)(w)

Jak widzimy, inaczej niz to bytlo w przypadku amplitudy rozpraszania fotonu,
w zaleznos$ci od znaku czesto$ci w czlonem rezonansowym jest albo pierw-
szy albo drugi czlon. Jesli dokonalibysmy kolejnego przyblizenia i wzieli pod
uwage tylko czlony rezonansowe powyzszy wzor moglibySmy zapisa¢ w postaci

A A

I P p— e .
2m — A(w) —w—il'(w) 2m—A(w) 4w+ I(w)

(4.58)

Inaczej méwiac wzor ten jest dobrym przyblizeniem wzoru (4.56) jedynie w po-
blizu obydwu czestosci rezonansowych w ~ +2m. Jak widaé polaryzowal-
nos$¢ atomu dwupoziomowego w tym przyblizeniu jest zgodna z fenomenolo-
gicznym przepisem przeciwnych znakéw, ktory mozna spotkac¢ w literaturze
[Buc00, Mil04, BermO6]. Przepis ten méwi, ze szerokos$¢ rezonansu I'(w) wy-
stepuje w obu czlonach z przeciwnym znakiem. Przepis ten jest zatem inny
niz przepis tych samych znakéw, ktéry ma zastosowanie przy wyznaczaniu
amplitudy rozpraszania (patrz punkt 3.3.4.). Tym samym udato nam sie, sto-
sujac metody kwantowej teorii pola i wykonujac $ciste rachunki bez zadnych
dodatkowych heurystycznych argumentow, rozstrzygnac¢ pewien spor, ktory
od pewnego czasu sie toczyl i dotyczyt wyboru odpowiedniego przepisu znako-
wego. Z naszej analizy wynika jasno, ze oba przepisy sa poprawne, ale maja
zastosowanie w dwoéch réznych sytuacjach fizycznych. Przepis tych samych
znakow nalezy stosowac przy dyskutowaniu amplitudy rozpraszania fotonu
na ukladzie dwupoziomowym. Przepis przeciwnych znakéw ma natomiast za-
stosowanie przy opisie polaryzowalnosci atomu czyli wielko$ci, ktéra charak-
teryzuje zmiane wlasnosci ukladu dwupoziomowego pod wplywem zewnetrz-
nego zaburzenia.

Polaryzowalnos¢ atomu w czwartym rzedzie rachunku zaburzen tatwo jest
otrzyma¢ wykorzystujac wzor (3.41). Wykonujac podstawienie zgodnie z wy-
prowadzonym przepisem (4.50) otrzymujemy

~

4m(1 —b)A
4m? — w? — 4m(1 — b) [ﬁ(w) + z'sgn(w)f(w)]

a(2+4)(

(4.59)

w) =

Otrzymany przez nas wzor w czwartym rzedzie rachunku perturbacyjnego
ma inna postac¢ niz wzér wyprowadzony wczeSniej w pracy [Lou06]. Roz-
nica wynika z faktu, ze autorzy tamtej pracy pomineli pewne istotne po-
prawki, ktore maja wkiad w czwartym rzedzie rachunku zaburzen. Zostaly
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pominiete m.in. poprawki zwiazane z przesunieciem poziomu podstawowego
ukladu dwupoziomowego, ktére sa w naszym przypadku reprezentowane dia-
gramami (d) i (g) przedstawionymi na rysunku 3.1. Tym samym otrzymany
przez autoréw wspomnianej pracy wzor nie jest poprawny. Stosowane przez
nas metody oparte na diagramatycznym rachunku zaburzen Feynmana po-
zwalaja uwzglednié¢ wszystkie istotne poprawki w kazdym rzedzie rachunku
zaburzen. Wszystkie obliczenia sprowadzaja sie do wykonywania odpowied-
nich calek z dobrze okreslonych wyrazen i w kazdym rzedzie rachunku wia-
domo jakich obliczen nalezy dokonac. Jest to duza zaleta stosowania metody
diagraméw Feynmana, ktora przyniosta w historii wiele cennych wynikéw.
Jak widzimy nam pozwolila m.in. rozstrzygnac¢ spor prawidlowego wyboru
znaku i uzyska¢ prawidlowy wzér na polaryzowalnosé¢ atomu dwupoziomo-
wego w czwartym rzedzie rachunku zaburzen.
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Atom dwupoziomowy z degeneracja

»Wszystko co w fizyce nie jest zakazane,
Jest obowiazkowe.”

Murray Gell-Mann

Przedstawiona w poprzednich rozdzialach teoria qubitow daje sie do$é pro-
sto uogélni¢ na uklady o wiekszej liczbie pozioméw (tzw. qudity). Zwieksze-
nie stopni swobody powoduje oczywiscie zwiekszenie liczby modéw pola elek-
tromagnetycznego, ktére moga oddziatywaé z rozwazanym ukladem. W tym
rozdziale chciatlbym przedyskutowaé najprostsze uogdlnienie teorii qubitow
na sytuacje ukladu o dwoéch poziomach energetycznych, z ktorych jeden jest
zdegenerowany. Z sytuacja taka mielibySmy na przyklad do czynienia, gdy-
by$Smy rozwazali przejscie dipolowe 1S «» 2P w atomie wodoru. Jak wiemy
pierwszy stan wzbudzony jest w takiej sytuacji trzykrotnie zdegenerowany
i nawet w sytuacji, gdy wszystkie inne przejscia moglibySmy zaniedbaé, nie
ma zadnej mozliwosci sprowadzenia tego problemu do sytuacji atomu dwupo-
ziomowego (TLA). Jesli bowiem mozliwe jest spontaniczne przejscie pomiedzy
stanem podstawowym, a jednym ze stanéw wzbudzonych, to ze wzgledu na
symetrie sferyczng problemu nie ma zadnego fizycznego powodu wykluczaja-
cego przejscie na inny stan. W zwiazku z tym musimy uwzgledni¢ w naszym
opisie wszystkie trzy stany wzbudzone. W odréznieniu od modelu spinowego
1 modelu atomu dwupoziomowego dyskutowanych do tej pory, ten model bede
w dalszej czesci rozprawy nazywal modelem atomu dipolowego.

Opisane powyzej zagadnienie pozwoli nam réwniez zrozumie¢ skad bierze
sie wzor (1.56) na parametr sprzezenia w przypadku atomu dwupoziomowego.
Wyprowadzony heurystycznie w punkcie 1.3.3. wzor zostanie teraz potwier-
dzony bezposrednim rachunkiem.

5.1. Hamiltonian atomu dipolowego

Zgodnie z naszym zalozeniem stany kwantowe w rozpatrywanej przez nas
sytuacji reprezentowane sa przez promienie w czterowymiarowej przestrzeni
Hilberta. Baza w tej przestrzeni jest zbior czterech funkcji wtasnych hamil-
tonianu atomowego Hp;,, ktore bedziemy oznaczali przez x;(r), x2(r), x1(r)
oraz xo(r). Warto$ci wlasne odpowiadaja oczywiscie energiom elektronu na
poszczegdlnych poziomach energetycznych i w zwiazku z tym sa réwne my,
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1 mg; odpowiednio dla stanu podstawowego i stanéw wzbudzonych. Dla ustale-
nia uwagi przyjmijmy, ze funkcje x;(r) sa funkcjami wltasnymi atomu wodoru
stan6w 1S 1 2P.

Hamiltonian Hp;, opisuje catkowicie swobodny atom dipolowy i mozna go
oczywiscie reprezentowacé przez macierz postaci

mor 0 0 0
o my o0 0
0 0 0 my

Dla wygody prowadzenia dalszych rachunkéw, w przeciwienstwie do poprzed-
nich modeli, w tym przypadku nie wydzieliliSmy z hamiltonianu swobodnego
zadnej stalej i tym samym przerwe energetyczna traktujemy teraz jako ma-
cierz.

Oddzialywanie z zewnetrznym polem elektromagnetycznym ma standar-
dowa postaé sprzezenia do pola elektrycznego®

H: = —er-E(r). (5.2)

Zgodnie z zalozeniami naszego modelu funkcje x;(r) sa jednoczes$nie funk-
cjami wlasnymi operatora momentu pedu. Przy czym funkcja stanu podsta-
wowego jest sferycznie symetryczna, a funkcje stanéw wzbudzonych maja cal-
kowity moment pedu J = 11i rzuty na o$ z odpowiednio +1, —11 0. W zwiazku
z tym funkcje te maja postac

Xo(T) = @q(r), (5.3a)
xi(r) = —Yu( )@e(T), (5.3b)
x2(r) = =Y1,_1(n)e.(r), (5.3c)

x3(r) = Yio(n)ee(r). (5.3d)

Funkcje ¢,(r) 1 ¢.(r) sa radialnymi czesciami funkcji falowych w stanie pod-
stawowym i wzbudzonym, a Y;,,(n) harmonikami sferycznymi.

Wykorzystujac te definicje znajdZzmy teraz posta¢ hamiltonianu oddziaty-
wania (5.2) w bazie funkcji wlasnych hamiltonianu (5.1). W tym celu wyko-
rzystajmy rozwiniecie (1.33a) pola elektrycznego na mody multipolowe. Ze
wzgledu na wystepujacy iloczyn r - E(r) hamiltonian oddzialywania bedzie
mial do$¢é prosta postac

Hi=ery / "k J(J 4+ DTy, (k) + hc. (5.4)

Jak wida¢ w hamiltonianie tym biora udzial jedynie multipole elektryczne.
Wynika to bezposrednio z definicji (1.37a) i (1.37c¢). Rzeczywiscie, wykorzy-

W punkcie 1.2.2. uzasadnialiémy juz pochodzenie takiej postaci hamiltonianu oddziaty-
wania.
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stujac te definicje bardzo latwo mozna wykazac nastepujace zwiazki

r B (r) =k oL Tyai(r) = 0, (5.52)
0
T'EET?M:(T) - i?“-(v X L) TJMk(”') = —J(J + 1) TJMk(T'). (5.5b)
———
7L2

Elementy macierzowe hamiltonianu oddziatywania w bazie funkcji wlasnych
Xi(r) maja zatem postaé

Hyyy — / &r vz (r)Hax, (r) =

= % /0 “ak > VEI(T+1) /0 “dr 2, (k) aM(r) ey, (k) + a;ijc;(;}(k)],
JM
(5.6)

gdzie wprowadziliSmy oznaczenie ;" () na nastepujaca wielko§¢

i (r) = /dQXf(”')YJM(n)Xj(T) (5.7)

Zauwazmy, ze o/ M(r), ze wzgledu na wlasnosci harmonik sferycznych, jest
réwne 0 prawie dla kazdego J 1 M. Aby sie o tym przekona¢ nalezy bezposred-
nio skorzystac z definicji (5.3) funkcji wlasnych y;(r).

Zauwazmy po pierwsze, Ze dla i = 7 = 0 funkcje wlasne sa sferycznie syme-
tryczne i w zwiazku z tym ao o = 0. Po drugie, gdy bierzemy pod uwage ele-
menty z i, j > 0 okazuje sie, ze wspoélczynniki a” M(r), dla ktorych i = j takze
sq rowne zero. Jest tak dlatego, ze catka katowa z iloczynu trzech harmonik
sferycznych jest niezerowa tylko wtedy, gdy jedna z tych harmonik jest sfe-
rycznie symetryczna, a dwie pozostale wzajemnie sprzezone. Tego warunku
nie mozemy jednak spelnié, bo harmoniki pochodzace z funkcji falowych maja
J = 1, a w rozkladzie pola na multipole nie wystepuja sktadniki z J = 0.

Pozostaja zatem do wyliczenia amplitudy przejScia pomiedzy stanem pod-
stawowym, a kolejnymi stanami wzbudzonymi. W tym przypadku beda one
rézne od zera tylko wtedy, gdy harmonika sferyczna Y;,,(n) pochodzaca od
pola elektromagnetycznego bedzie sprzezona do harmoniki zawartej w stanie
wzbudzonym y;(r). W rezultacie aktywne beda tylko te skltadowe pola elek-
tromagnetycznego, ktéore maja J = 1. Bezpos$rednim i prostym rachunkiem
mozna sie przekonac, ze

_ 1
aro(r) = agy (1) = N 0o (r)pe(r), (5.8a)
_ 1
Oéjo 1(7’) = Oécl)ié(r) = ﬁ ©g(1)pe(r), (5.8b)
1

@éjg(r) = @éjg(r) = ﬁ ©g(1)pe(r). (5.8¢)
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Pozostate amplitudy o/ (r) sa réwne zero.

Wykorzystujac te rachunki mozemy znacznie upros$ci¢ wyrazenie (5.6) na
elementy macierzowe hamiltonianu oddziatywania. Wyrazaja sie one naste-
pujaco

Hroi = WL;& /Ooodk: \/E/Ooodr r? J1(kr)pa(r) we(r) [dl(k) + dI(k:) ) (5.9)

W powyzszym wzorze wprowadziliSmy nowe oznaczenie na operatory kreacji
i anihilacji aktywnych multipoli pola elektromagnetycznego

di(k) =y (k), (k) = (k). ds(k) = 5(k). (5.10)

Jak wida¢ w tym przypadku, podobnie jak to mialo miejsce w modelu spino-
wym, w oddzialywaniu bierze udzial pole wektorowe

_d'(k) +d(k)
Y

Przypomnijmy, ze jest to pole wektorowe zbudowane z multipoli elektrycznych
pola elektromagnetycznego.
Jesli zdefiniujemy nastepujace macierze 7;

®(k) (5.11)

00 01 00 0O 00 0O
00 0O 0001 00 0O
m=loooo|l ™ looool" ® looo1]| ©¥2
1 000 0100 0010
to hamiltonian oddzialywania mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci
HI:T~/ dk §(k)® (k). (5.13)
0

Wzér na parametr sprzezenia g(k) wynika bezposrednio ze wzoru (5.9) i wy-
raza sie nastepujacym wzorem

ek [ )
g(k) = — / dr r? 51 (k1) g, (1) e (r). (5.14)
0
Pelny hamiltonian atomu dipolowego ma zatem postaé
H =1 + Z/ dk we d! (k) d (k) + T / dk §(k) ®(k). (5.15)
PRYA( 0

Elektryczny moment dipolowy

Momentem dipolowym d przejScia pomiedzy stanem podstawowym, a jed-
nym ze stanéw wzbudzonych? nazywamy wielko§é zdefiniowana nastepuja-
cym wzorem

d= e/dgr Xo(r) z x3(7). (5.16)

2Ze wzgledu na pelna symetrie pomiedzy stanami wzbudzonymi w rozwazanym przez nas
atomie dipolowym wystarczy rozwazy¢ tylko jeden z nich. W prezentowanych rachunkach
wybrany zostal stan ys(r).
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Uzyteczne okazuje sie zdefiniowanie dodatkowo odpowiedniej przestrzennej
gestosci momentu dipolowego wg wzoru

k(1) = 2 Xo(r) 2 x3(r). (5.17)

Unormowanie w tej definicji zostalo dobrane tak, aby byl spelniony warunek
jaki powinna spelniac¢ gestosc przestrzenna kazdej wielkosci

/d37" k(r) = 1. (5.18)

Wykorzystujac definicje funkcji falowych stanéw atomowych (5.3) oraz de-
finicje harmonik sferycznych (1.43) latwo pokazaé, ze gestosc x(r) mozna przed-
stawi¢ w postaci

K(r) = \/gg 04(1)10e (1) Yoo () Yio(n)Yio(n). (5.19)

Wykonujac transformate Fouriera tak otrzymanej wielkosci do przestrzeni pe-
d6éw otrzymujemy wyrazenie

(k) / AP e T o ()

\/4 / dr 2@, (r)re.(r )/dQe””' Yoo(n)Yio(n)Yip(n).  (5.20)

Aby znalez¢ bezposredni zwiazek pomiedzy gesto$Scia momentu dipolowego,
a parametrem sprzezenia (k) zdefiniuyjmy wielkos¢, ktéra powstaje przez
usrednienie transformaty Fouriera (k) po zmiennych katowych w przestrzeni
pedow

1

k(k) = ym

/ A0 (k). (5.21)
Tak zdefiniowana wielko$c jest doktadnym odpowiednikiem funkcji p(k), ktora
wprowadziliSmy w przypadku ukladu spinowego. dJest to Srednia radialna
gesto$¢ momentu dipolowego w przestrzeni pedow. Wstawiajac do tej definicji
wyrazenie (5.20) otrzymujemy

(k) = o= [dsw(k)

- \/112—7”% /OOOdTTQ%(T)TSOe(T) /dQ /koe_““""YOO(n)YlO(n)ym(n)

'

6];4; ( slkng(f;) cos(kr) )

= \/5% i dr 12 51 (k1) g, (1) e (r). (5.22)
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Rysunek 5.1: Atom dipolowy. Rysunek schematycznie przedsta-
wia strukture stanéw kwantowych w atomie o dwdch poziomach
energetycznych z trzykrotna degeneracja poziomu wzbudzonego. Ze
wzgledu na przyjete zalozenia mozliwe sa tylko przejscia ze stanu
podstawowego na jeden ze stanéw wzbudzonych. W formalizmie
drugiej kwantyzacji operatory ; oraz wj zmieniaja liczbe elektro-
néw w odpowiednich stanach.

Poréwnujac tak otrzymany wzor ze wzorem (5.14) na parametr sprzezenia
g(k) widzimy, ze wielko$ci te sa do siebie proporcjonalne. Mozemy zatem osta-
tecznie wyrazi¢ parametr sprzezenia przez Srednig radialna gestos¢ momentu
dipolowego w przestrzeni pedow
dk?

g(k) = k(k). (5.23)

(k) =~k (k)
Otrzymany przez nas wzor jest doktadnie taki sam jak wyprowadzony przez
nas heurystycznie wzor (1.56) dla atomu dwupoziomowego.

5.2. Teoria pola dla atomu dipolowego

Zgodnie z przyjeta przez nas w poprzednich rozdzialach metodologia bedziemy
studiowali wlasno$ci atomu dipolowego w jezyku kwantowej teorii pola. Pod-
stawowe zwiazki wyprowadzone w poprzednich rozdzialach beda mialy za-
stosowanie rowniez w tym przypadku. Roéznica bedzie forma propagatora
elektronowego, ktory w tym przypadku bedzie zespolona macierza 4 x 4 ze
wzgledu na fakt, ze elektron moze obsadzacé jeden z czterech stanéw kwanto-
wych. Zmieni sie réwniez reguta Feynmana dla wierzchotka oddziatywania,
co jest bezposrednia konsekwencja innej postaci hamiltonianu oddzialywania
z kwantowym polem elektromagnetycznym.

5.2.1. Druga kwantyzacja

Punktem wyjs$cia sformulowania naszej teorii quditu jest ,drugie kwantowa-
nie” stanéw elektronu. W tym celu rozszerzamy nasza, tym razem czterowy-
miarowa, przestrzen Hilberta stanéw swobodnego atomu do szesnastowymia-
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rowej przestrzeni. Dopuszczamy tym samym wszystkie mozliwe kombinacje
obsadzen stan6w kwantowych atomu. Nastepnie wprowadzamy cztery ope-
ratory anihilacji {¢, ¥1, 19, 13}, ktére usuwaja jeden elektron z danego stanu
energetycznego, oraz sprzezone do nich operatory kreacji {wg, wi, @Z)g, ¢§}, ktore
dodaja jeden elektron (patrz rysunek 5.1.). Ze wzgledu na fermionowa nature
elektronéw operatory te spelniaja odpowiednie reguly antykomutacyjne

{tar ¥} = da (5.24a)
{Ya; 5} = {wg,wg} = 0. (5.24b)

W odréznieniu od sytuacji przedstawionej w poprzednich rozdziatach wskaz-
niki fermionowe « i § moga przyjmowac teraz cztery wartosci 0, 1, 2 lub 3.

Wprowadzone przez nas operatory anihilacji i kreacji formujemy w czte-
roelementowe operatory pola fermionowego, przez ktore bedziemy wyrazali
wszystkie interesujace nas wielkoSci fizyczne. Analogicznie do wzoru (2.6) sa
one zdefiniowane nastepujaco

Vs
v | L e (uhodoulouf). (5.25)
Yo

Uzywajac tak zdefiniowanych operatoréw pola mozna zapisa¢ (o czym 1la-
two sie przekonacé bezposrednim rachunkiem) hamiltonian atomu dipolowego
(5.15) w spos6b naturalny dla procedury drugiej kwantyzacji

Ho = Wil +> / dk wy d! (k)d; (k), (5.26a)
PR

Hy=Ulr \11/ dk (k) ®(k) — Ut 6m 0. (5.26b)
0

W powyzszych wzorach, spodziewajac sie, ze niezbedna bedzie renormaliza-
cja przerwy energetycznej, dodaliSmy do hamiltonianu swobodnego wyraze-
nie UT & n ¥ i odjeliémy je w hamiltonianie oddziatywania. Przy czym, w od-
réznieniu od sytuacji z punktu 3.2., wielko§¢ 0 jest macierza 4 x 4 i uzyliSmy
oznaczenia m = g + 0m.

5.2.2. Ewolucja operatoréow w czasie
Obraz Heisenberga

Operatory pola w obrazie Heisenberga spelniaja réwnania dynamiki analo-
giczne do réwnan (2.22) dla ukladu spinowego. Jedyna réznica jest zmiana
wystepujacych tam macierzy Pauliego o na uzywane w tym przypadku macie-
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rze 7 zdefiniowane wzorem (5.12)
(10y — o) W (t) = Z/ dk g(k) ®;(k, t)7; 0 (1), (5.27a)
— Jo

(07 + k%) @;(k,t) = —g(k) VT ()7, 0 (1). (5.27b)

Operatory pola spelniaja oczywiscie nastepujace réwnoczasowe reguly (w za-
lezno$ci od statystyki) komutacyjne i antykomutacyjne

{\Ila(t), xpg(t)} = 5, (5.28a)
[@i(/@, £), (K, t)} = 6,00k — k). (5.28b)

Obraz oddzialywania

Operatory w obrazie oddzialywania ewoluuja zgodnie z réwnaniem (2.23).
Wykorzystujac jawna postaé wzoru na hamiltonian swobodny (5.26a) z tatwo-
Scia mozna znalezZé wyrazenie na ewolucje operatoréw pola dla atomu dipolo-
wego. Jest ono catkowicie analogiczna do wzoréw (2.26)

—imqt

Yze ,
B ,¢2 efzmTt
V(t) = Py e-imit | (5.29a)
wo e_imlt
Wi(e) = (whermt, pf et wl et yfemt), (5.29b)
di(k)e™ ™! + df (k)e'»!
o, (k,t) = : . (5.29¢)
(k1) Ton
Hamiltonian oddzialywania w tym obrazie wyraza sie nastepujaco
He(t) = Vi) T \Il(t)-/ dk g(k) @ (k,t) — WI(t) o W (t). (5.30)
0

5.2.3. Propagator swobodnego pola fermionowego

Ze wzgledu na inna strukture operator6w pola fermionowego zmienia sie row-
niez jego propagatory — zaré6wno w teorii z oddzialywaniami jak i teorii swo-
bodnej. Propagator oddzialujacego fermionu jest zdefiniowany oczywiscie ogol-
nym wzorem (2.30a) i w dalszej czeSci tego rozdzialu bedziemy go wyznaczali
metodami perturbacyjnymi. Propagator swobodnego pola fermionowego jest
zdefiniowany wzorem (2.36a)

Sap(t:t') = —i{g|T Wa(t) WE(t)]9) (5.31)

imozemy go wyznaczy¢ wykorzystujac wzory ewolucji (5.29). Jak tatwo spraw-
dzi¢ wprost z tej definicji wynika, ze ma on postaé

iSp(t,t) =0(t — t"Pre ™) _ gt — )P e ™t (5.32)
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W powyzszym wzorze uzyliSmy operatoréw rzutowych P, i P, ktére sa zdefi-
niowane nastepujaco®

0
0
0

_ o O

P = . P = (5.33)

o O OO
o O OO
_— o O O
o O O =
o O = O
o O O O

0 0

Calkowicie analogicznie jak bylo to zrobione w punkcie 2.4.1. mozemy znalez¢
propagator swobodnego elektronu w dziedzinie czesto$ci wykonujac transfor-
mate Fouriera

*d , /
Sp(t, 1) = / 2%0 e G (o). (5.34a)
Latwo sprawdzic, ze wtedy
P, P

Sr(po) = (5.34b)

— + .
Po— Mg+ 1€ pPg— M) — 1€

5.2.4. Reguly Feynmana

Podstawowym elementem prowadzenia rachunku zaburzen w naszej teorii
sa diagramy Feynmana. Z samej konstrukcji wynika, ze wszystkie reguly
rysowania diagramow przedstawione w punkcie 2.6.1. stosuja sie réwniez
przypadku modelu atomu dipolowego. Jesli natomiast chodzi o reguty przypi-
sywania diagramom odpowiednich wyrazen algebraicznych to jedyne istotne
réznice sa dwie:

e kazdej linii fermionowej nalezy przypisaé wyrazenie

P P
iSr(po) =i ( ! + - ) ;

Po— mqg i€ pog—my — i€

e kazdemu wierzchotkowi oddzialywania nalezy przypisa¢ wyrazenie
—iVi(k) = —ig(k)7;.

Wszystkie inne reguly sa dokladnie takie same jak w przypadku uktadu spi-
nowego i w zwiazku z tym nie ma potrzebny ich powtérnie wymieniac.

Na zakonczenie tego punktu dodajmy, ze podczas wyliczania réznych fi-
zycznych wielko$ci dla atomu dipolowego w kolejnych rzedach rachunku za-
burzen czesto bedziemy korzystali z nastepujacych algebraicznych wtasnosci
macierzy 7

3
TiPT = PlTia TiPl = PTT“ ZTiTi = PT + 3Pl (535)
=1

3W punkcie 2.4.1. uzylismy tych samych oznaczen dla innych operatoréw rzutowych (wzér
(2.46)). To powtodrzenie oznaczen uzyte zostalo jednak celowo, aby podkresli¢ catkowita ana-
logie pomiedzy ukladami dwupoziomowymi z i bez degeneracji.
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5.3. Poprawki radiacyjne do propagatorow

Jak podkresliliSmy w poprzednim punkcie jedyna réznica w regutach Feyn-
mana w stosunku do ukladu spinowego jest zmiana wyrazenia na propa-
gator elektronowy i zmiana macierzy ¢ na 7 w wierzchotku oddzialywania.
Z tego wynika, ze zwiazki podstawowe pomiedzy propagatorami wyprowa-
dzone w punkcie 2.7. i wynikajace z nich wzory taczace propagatory pél w ob-
razie Heisenberga i Diraca z odpowiednimi funkcjami energii wlasnej sa réw-
niez prawdziwe w teorii atomu dipolowego. W tym przypadku maja one postac

Sr(po) = ! (5.36a)

Sr(po) ™t — E(Po)7

Drij(k, k' ko) = Dpij(k, K ko) +

g(k)
ki — k% + ie

1 g(k')
P(ko)~! — h(ko) y k2 — k2 +ie

N

Ti; (ko)

(5.36b)

Wprowadzona przez nas funkcja ﬁ(ko) we wzorze (5.36b) jest zdefiniowana
analogicznie jak funkcja h(ky) z punktu 3.1.2.

[e9) w2
con g°(k)
h(k:o)_/o dk—kg_k2+i€. (5.37)

5.3.1. Renormalizacja przerwy energetycznej

Ze wzgledu na zwiazek (5.36a) przerwa energetyczna pomiedzy stanami w teo-
rii z oddzialywaniem jest inna niz w teorii bez oddzialywan. W zwiazku z tym
zachodzi potrzeba jej zrenormalizowania. Procedure ta wykonujemy catkowi-
cie analogicznie jak bylo to przedstawione w punkcie 3.2. dla ukiladu spino-
wego 1 atomu dwupoziomowego (TLA).

W najnizszym rzedzie rachunku zaburzen wklad do energii witasnej elek-
tronu reprezentowany jest przez trzy diagramy Feynmana*

o] 2
AV A S g°(k) P, 3P,
i (o) Z/0 dk 2k p0+k—ml—ie+p0—k—mT+ie
(5.38a)
iSO () = ? —0 (5.38b)
%) (pg) = —— = i 61h. (5.38c)

4Szczegély rachunkéw perturbacyjnych znajduja sie w Zataczniku.
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Po zebraniu wszystkich wkladéw funkcja energii wlasnej w drugim rzedzie
rachunku zaburzen ma postaé

y ~ g2(k) P 3P
52 :/ ar 9L { f 4 ! —om.  (5.39
(Po) 0 2k |po+k—m| —ie po—k—my+ic " ( )

Postepujac dokladnie tak samo jak w punkcie 3.2. wyznaczamy poprawke
masowa. Ze wzgledu na fakt, ze tym razem przerwa energetyczna m jest
macierza (patrz punkt 5.1.) poprawka masowa jm réwniez ma taka postac.
Mozna ja wyznaczy¢ poszukujac miejsc zerowych mianownika propagatora
elektronowego. Prowadzi to do nastepujacej zaleznosci

o'} 2
y g'(k) [ Py P,
om=P; X% P X = dk -3 . 5.40
=Py Bmy) + Py Xm) /0 2k LHAm Fram)s 040
W powyzszym wzorze uzyliSmy skréconego oznaczenia na przerwe energe-
tyczna Am = my —m,.
Przesuniecie poszczegolnych pozioméw energetycznych pod wplywem od-
dzialywania mozemy znalez¢ rozkladajac macierz dmn na odpowiednie pod-

przestrzenie
o = 5mT PT + 5ml Plv (541&)

gdzie ém; 1 0m, sa poprawkami do energii odpowiednio gérnego i dolnego po-
ziomu energetycznego. Jak latwo sprawdzié¢ zachodza wzory

o) v . °9
5m1—/0 e A =8 RS (541b)

W tym miejscu staje sie jasne dlaczego w modelu atomu dipolowego od sa-
mego poczatku traktowaliSmy przerwe energetyczna 1 jako macierz. Wynika
to z faktu, ze ze wzgledu na zréznicowana degeneracje stanéw energetycznych
poprawki radiacyjne dla gérnego i dolnego stanu maja rézne wartosci. Przy-
pomnijmy, ze zaréwno dla ukladu spinowego jak i atomu dwupoziomowego
(TLA) poziomy energetyczne pod wplywem oddzialywania przesuwaly sie o ta
sama wartos¢.

5.3.2. Poprawki radiacyjne propagatora fotonu

W tym podpunkcie znajdziemy poprawki radiacyjne dla propagatora fotonu
w dwdch najnizszych rzedach rachunku zaburzen. To pozwoli nam znalez¢
macierz przejsScia T w modelu atomu dipolowego.

Drugi rzad rachunku zaburzen

Wkiad do energii wlasnej fotonu w najnizszym rzedzie rachunku zaburzen
jest reprezentowany przez wyrazenie

.u *d
P (ko) = Q —— [ P n{nSeln+ hnSen)}. 642



104 Atom dwupoziomowy z degeneracja

Wykorzystujac wlasnosci (5.35) macierzy 7 oraz jawna postaé propagatora fer-
mionowego (5.34b) otrzymujemy

v o dpo P
PP (ko) = / —Tr {Tﬂ" 1 . }
i (ko) oo 27 " (po + ko — m| — i€)(po — my + ie)

Oodp(] Pl
—— Tr{ 7i7; : 5.43
+/_002m' r{TT] (po—l—ko—ml%—ie)(po—mT—ie)} (5:43)

Ze wzgledu na wlasnosci macierzy 7 po wykonaniu §ladu powyzsze wyrazenie
jest diagonalne we wskaznikach i oraz j i przechodzi w prosta sume dwaéch
catek, ktére mozna wykonaé¢ metoda residuum

- oodp(] 1
P@ (k :5,/ 0
i (ko) T oo 2mi (po + ko — my — i€)(po — my + i€)
+5../Oo% 1
Y oo 2mi (po + ko — my +i€)(po — my — ie)
1 1
]{mi—mT—ko—'—ml—mT%—ko
2Am
S 44
- (5.44)

To pozwala nam znalezé macierz przejscia T w drugim rzedzie rachunku za-
burzen y
Tg)(/%) = —0jj 28m = . (5.45)
Am? — k — 2Amh(ko)

Zauwazmy, ze otrzymane przez nas wyrazenia na funkcje energii wtasnej
fotonu P® oraz macierz przejscia T® maja dokladnie ta sama forme co ener-
gia wlasna fotonu P® i macierz przejécia T®® w przypadku atomu dwupo-
ziomowego (wzory (3.33) i (3.40)). Krétko méwiac w tym przypadku sa to
macierze proporcjonalne do macierzy jednostkowej, a wspoétczynnikami pro-
porcjonalno$ci sa wielkosci odpowiadajace atomowi dwupoziomowemu (TLA).

Czwarty rzad rachunku zaburzen

Obliczenia w czwartym rzedzie rachunku zaburzen przebiegaja analogicznie
jak w przypadku ukladu spinowego i sa przedstawione w Zalaczniku. Warto
podkreslié, ze jest jednak pewna fundamentalna réznica pomiedzy tymi dwo-
ma przypadkami. Jak pamietamy zaréwno w przypadku ukladu spinowego
jak i atomu dwupoziomowego wktady reprezentowane przez diagramy (c) i (d)
byty dokladnie réwne tym reprezentowanym przez diagramy (f) i (g) (patrz
rysunek 3.1.). W przypadku atomu dipolowego taki zwiazek nie zachodzi.
Jest to bezposrednia konsekwencja zlamanej symetrii pomiedzy stanem pod-
stawowym, a stanami wzbudzonymi wywolana degeneracja. I cho¢ w teo-
rii atomu dipolowego wystepuje symetria odwrécenia w czasie i niezmienni-
czo$¢ ze wzgledu na obroty przestrzenne, to wspomniane diagramy daja rézne

5Staje sie to catkowicie jasne, gdy potozymy A = 2m.
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wklady. Uzywajac jezyka pelnej elektrodynamiki kwantowej mozna powie-
dzieé, ze w tej teorii brakuje odpowiednika symetrii sprzezenia tadunkowego.

Wktady do funkcji energii wiasnej fotonu w czwartym rzedzie rachunku
zaburzen wyrazaja sie nastepujaco

. 2 ~dk  3*(k)
P(A.‘b) =8 — i 4
g ko) =04 Ko e | kit Am (5.46a)
. } Qi+ ko [dk G2 (k)
PU) (ko) + PYD (ko) = 6, —0/ v g 5.46b
i (ko) Py (ko) TAm2 =k ), k (k+Am)? ( )
: _ 2N — ko [Fdk (k)
PUD (ko) + PU9 (k) = 5,.—0/ S A — 4
i (ho) + Py h) =05 R =3 | T Gy am)? (5.46¢)

Jak latwo zatem sprawdzi¢ pelna poprawka w czwartym rzedzie rachunku
zaburzen ma postac

5 5 5 2Am (1 - b
P§?+4)<k0) = Pg‘)(k?o) + PE;'L)(]CO) = —M, (5.47a)
0
gdzie
R T A k+ 3Am
b= | dkg* (k) - 4
Am/o T8 FeT Amp (5.47b)

Tym samym macierz przejsScia w tym rzedzie rachunku zaburzen wyraza sie
wzorem }

2Am(1 —b)
Y Am? — k2 — 28m(1 — b)h(ko)

Zauwazmy, ze r6wniez w czwartym rzedzie rachunku zaburzen atom dipo-
lowy ma dokladnie takie same wtasnos$ci jak atom dwupoziomowy. Swiadcza
o tym tozsame wyrazenia na energie wlasna i macierz przejsScia w obu przy-
padkach. Jedyna réznica jest oczywisScie to, ze w przypadku atomu dipolo-
wego sa to macierze proporcjonalne do identycznosci. To oznacza, ze kazdy
z trzech modéw pola elektromagnetycznego oddziatuje catkowicie niezaleznie
z atomem dipolowym na wzor oddzialywania z atomem dwupoziomowym. Nie
ma zatem zadnej fundamentalnej réznicy pomiedzy tymi dwoma ukladami
fizycznymi®.

Spostrzezenie poczynione powyzej przekonuje nas, ze zaréwno amplituda
rozpraszania fotonéw na atomie dipolowym jak i odpowiedz tego atomu na
zewnetrzne zaburzenie (polaryzowalno$¢) beda wyrazaly sie calkowicie ana-
logicznie do przypadku atomu dwupoziomowego. Dlatego nie bedziemy przed-
stawiali jeszcze raz calego ich wyprowadzenia.

(5.48)

T (k) = —

)

6Jest to prawda przynajmniej z doktadnoscia do czwartego rzedu rachunku zaburzen.
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Podsumowanie

W rozprawie szczegétowo zostal przedyskutowany problem oddzialywania
ukltadéw dwupoziomowych z kwantowym polem elektromagnetycznym. Ana-
liza ta zostala przeprowadzona w oparciu o metody kwantowej teorii pola,
ktore okazaly sie bardzo dobrym narzedziem do wyznaczenia réznych wtasno-
sci qubitow.

Dzieki zastosowanemu rachunkowi perturbacyjnemu opartemu na diagra-
mach Feynmana z tatwoscia udalo sie wykona¢ obliczenia nie tylko w drugim,
najnizszym rzedzie rachunku zaburzen, ale réwniez i w czwartym. Tym spo-
sobem zostaly wyznaczone w tym rzedzie amplitudy rozpraszania fotonu na
uktadach dwupoziomowych i zostal potwierdzony fenomenologiczny przepis
tych samych znakéw dla tej wielkoSci w przypadku atomu dwupoziomowego.

Stosujac metody kwantowej teorii liniowej odpowiedzi oraz wykorzystu-
jac wlasnosci analityczne propagator6w chronologicznych i retardowanych zo-
stala wyznaczona podatno$¢é magnetyczna dla uktadu spinowego oraz polary-
zowalnos¢ atomu dwupoziomowego w drugim i czwartym rzedzie rachunku
zaburzen. Wynik w drugim rzedzie zgadza sie z wynikiem otrzymanym wcze-
$niej innymi metodami [Lou06]. Wynik w czwartym rzedzie jest natomiast
inny niz uzyskana przez innych autoréw (jak sie okazuje bledna) zalezno$é
[Lou06, Bia07]. Jednoczesnie, w przypadku polaryzowalnosci atomu dwupo-
ziomowego, zostal potwierdzony fenomenologiczny przepis przeciwnych zna-
kow.

Dzieki zastosowanym metodom toczacy sie spor o prawidlowy wybor zna-
kow dla czton6éw nierezonansowych zostal jednoznacznie rozstrzygniety. Z per-
spektywy otrzymanych w rozprawie wynikow wydaje sie, ze spor ten wynikat
z wezesniejszego niejednoznaczego rozréznienia pomiedzy sytuacja rozprosze-
niowa, a sytuacja reakcji ukladu na zewnetrzne zaburzenie. Ta niejedno-
znaczno$¢ miala swoje zrodlo w heurystycznych argumentach stojacych za,
jak sie wydawalo, obydwoma poprawnymi wyborami znakéw. Oparta na za-
sadach podstawowych sformutowana przez nas teoria pozwolita jednoznacznie
odroézni¢ te dwie sytuacje i tym samym rozstrzygnacé spor.

Zaprezentowane metody sa oparte na bardzo ogélnych zasadach stojacych
u podstaw kazdej teorii pola i tym samym mozna je rozszerzac na inne sytu-
acje fizyczne. Przyklad takiego rozszerzenia zostal zaprezentowany w ostat-
nim rozdziale rozprawy. Na przykladzie przejscia 1S < 2P w atomie wodoru
przedyskutowany zostal problem atomu o wiekszej liczbie pozioméw (qudit).
Uogoélnienie sformulowanych metod okazalo sie bardzo proste i efektywne.

Wydaje sie bardzo mozliwe uogdlnienie przedstawionych metod na sytu-
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acje jeszcze bardziej skomplikowane, ktére moga miec¢ znaczenie w zagadnie-
niach inzynierii i informatyki kwantowej. Jednym z podstawowych proble-
moéw, do ktorego byloby mozna zastosowacé sformutowanie teoriopolowe, a jest
praktycznie poza zasiegiem dotychczas stosowanych metod, jest zagadnienie
oddzialywania dwéch qubitéw indukowanego przez kwantowe pole elektroma-
gnetyczne. Takie wyniki moglyby mie¢ w przyszlosci nie tylko duze znaczenie
praktyczne, ale réwniez rzuci¢ nowe swiatto na fundamentalne i do dzi$ nie
rozwiazane problemy interpretacyjne samej kwantowej teorii pola (np. réw-
nanie Bethe-Salpetera [Sal51]). Inna ciekawa mozliwoscia jest zastosowa-
nie opracowanych metod do opisu ukladéw dwupoziomowych znajdujacych sie
w stalym kontakcie z termostatem czyli znajdujacych sie w skonczonej tem-
peraturze. Cala procedura uogélnienia metod kwantowej teorii pola na nie-
zerowe temperatury zostala juz opracowana w drugiej polowie poprzedniego
wieku [Mat55] i jest dzis jednym z podstawowych fundamentow wspélczesnej
kwantowej mechaniki statystycznej [Abr63, Fet71]. Poniewaz przedstawiony
w rozprawie formalizm opisu qubitéw opiera sie na tych samych zasadach co
pelna relatywistyczna kwantowa teoria pola caly formalizm dla temperatur
skonczonych powinien dacé sie zastosowac bez wiekszych trudnosci.



Z

Szczegoly rachunkow perturbacyjnych

Z.1. Macierze Pauliego w bazie momentu pedu

Rachunek zaburzen dla ukladu spinowego najwygodniej prowadzi sie w bazie
momentu pedu, w ktérej podstawowa role pelnia macierze {o,,0_,0,}. Ma-
cierze o, i o_ zdefiniowane sa nastepujaco

_ozt+ioy, [0 V2 Oz — 10y 0 O
() ee(h))

Podstawowe wlasnosci

Z definicji (Z.1) natychmiast wnioskujemy, ze pomiedzy macierzami o spel-
nione sa nastepujace relacje

ai =0, oro_ = 2Py,
o2 =0, o_oy =2P,. (Z.2)

Latwo sprawdzi¢, ze z tych zwiazkéw wynikaja rowniez nastepujace tozsamo-
Sci

0P =0, 0P| =Poy,
o_P =0, o_P,=Pjo_. (Z.3)
Iloczyny z propagatorem fermionowym S

Wykorzystujac definicje propagatora fermionowego (2.49a) oraz wtasnosci (Z.3)
macierzy ¢ w bazie momentu pedu tatwo sprawdzic, ze zachodza zwiazki

o4 Sr(po) o+ =0, (Z.4a)

o_Sp(po)o- =0, (Z.4b)

0. Sr(po) 02 = Sr(po), (Z.4¢)
_ 2

o4 Sr(po) o- = ot m—ic (Z.4d)
2P

o_ Sp(po) oy = L (Z.4e)

po — m + i€
W przypadku atomu dwupoziomowego (TLA) uzyteczna jest réwniez tozsa-
mos¢

02 SF(Po) 00 = —Sr(—po). (Z.4f)
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Wzory sumacyjne

Podczas obliczen w kolejnych rzedach rachunku zaburzen bardzo czesto po-
jawia sie konieczno$¢é wykonania sumowania iloczynu macierzy o, M o, po
n = 1,2, 3. Latwo sprawdzi¢, ze sume taka daje sie przepisa¢ w bazie macierzy
{o4,0_,0.} nastepujaco

ZanMan:UmMax—i—oyMay—i—azMaz
=oc_ Mo, +0, Mo_+o.Mo,. (Z.5)

W szczegdlnosci, gdy macierz M jest propagatorem Sr(py) tatwo sprawdzié, ze
zachodzi tozsamosé

Z UnSF(pO)Un =

po+m —ie  py—m+ie

Wynika to z faktu, ze zachodza wzory

ZUnPTUn:PT+2Pl’ ZO’nPlUn:Pl—f—QPT.



Z.2. Poprawki radiacyjne dla ukladu spinowego

Z.2.1. Poprawka masowa %% (p)

Poprawka masowa X% (p,) reprezentowana jest przez nastepujace wyrazenie

2

[e.e] dk: oo o0 ,
—ixD(pg) = &: ZZ/ —0/ dk/ dk' Vi(k)Sr(po + ko)Vj(K')Dpij(k, k', ko).
i j —00 0 0

Wykorzystujac wtasnosci macierzy ¢ mozna to wyrazenie sprowadzi¢ do postaci

Z(Qa) _ / dk 2 L / _0 zS k -
o) =i | dkg*(k) [ Xi:a Plpo ko) o pa
h 2P +P | e 2P | +P;
po+ko+m—ie ' pg+kg—m-tie
Y * dkg 1
=(2P;+P dk g*(k / — : _
(2P l>2/0 g (k) _oo 27 (ko + po+m — i€) (k3 — k% + ie)
> dky 1

+ (2P, +PT)i/OOOdk:gZ(k)/

00 2 (ko +p0—m+ze)(k§ —k2‘|—7/€)

Wykonujac caltkowanie wzgledem &, metoda residuum otrzymujemy wyrazenie na poprawke (2%

*dk 2P +P 2P, +P
5(20) :/ dk o 1+ Py P 7.6
(o) 0 ng() p0+k+m—ie+pg—k—m+ie (Z.6a)

Wykorzystujac jawne wzory (2.46) na operatory rzutowe mozna to wyrazenie zapisa¢ w nastepujacej formie

<dk 3po — (k+m)o.
»(2a) = / — ¢*(k . 7.6b
(po) 0 2/{;g()pg—(k5+m)2+ie ( )

I11



Z.2.2. Diagram kijankowy

Diagram kijankowy bardzo czesto stanowi skladnik wiekszego diagramu Feynmana. Ze wzgledu na fakt, ze jest on zwia-
zany z innymi diagramami wylacznie poprzez jeden wierzchotek oddzialywania mozna go obliczy¢ osobno i traktowac
w ten sam sposéb jak diagram poprawki masowej!.

Diagram kijankowy reprezentuje nastepujace wyrazenie

2

—io, M, = ? = Z /Ooodk /Ooodk’ /_Z 90 v 1) Do (O, I, 0)Tr{V;(K')Sk(po) }-

Wykorzystujac wlasnosci macierzy o, wykonujac §lad oraz proste calkowanie wzgledem p, mozna to wyrazenie sprowa-
dzi¢ do postaci

) 00 o) de gQ(k’) . /oo 92(/{3) /oo dpo 1
72 Z/0 dk /_Oo 2r  —k? ZZ 7 r{a SF(pO)} me 0 k2 J_o 27 (po — m +i€)(po +m — ie)

J/

7 V

v~ .
7

2m _
- - 2m
9= (pg—mtic) (pg Tm—ic) m

o0 Qk
:az/ ar I8,
o ok

Tym samym czynnik poprawki od diagramu kijankowego M; wyraza sie wzorem

[e'e) 2
M, — / an k). (Z.7)
0

k?

Wstawiajac wyrazenie na diagram kijankowy do innych wyrazen nalezy zawsze pamietaé, ze czynnik —1 pochodzacy od petli fermionowej
zostal juz uwzgledniony.
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Z.2.3. Poprawka radiacyjna P*") (k)

Poprawka radiacyjna P (k) jest reprezentowana przez wyrazenie

— ZP (k’o) @

. - > / d dl / /
= —ZZ/ dl/ dl / pO / OTI{O'ZSF po—i-ko)v (Z)Sp(p0+ko+l0)UjSF(p0+l0)vn(l )SF(po)}Dan<l,l ,lg).
0 0 —

Wyliczenie poszczegélnych sktadowych poprawki w bazie momentu pedu?

d dl
P (1 / prs / o TI'{OisF Po + ko)omSe(po + ko + lo)o+Sk(po + lo)omSr(po) }h(lo)
d dl
— / o / — Tr{ 0%5r(po + ko)o- Sr(po + ko + lo) 05k (po + ZO)JiSF(pO)}h(ZO)
- to i
po+koFmEic po-tlgEmTFic

1 1
Do+ ko Fm Etiepy+ lop = m Fie

Tr{ 0=:Sr(po + ko + lo)ox Sr(po) } h(lo)

~~
2P

l/T
po+ko+lgFmztie

0
T

lo 1 1 1
21 po+ ko Fm tiepyg+ loEm Fiepy+ ko + log Fm £ 1€

d
d

s
f.
_ /°°

TI"{PL/TSF Po }h lo

1
poEmTie

po/dl
2
po/d

_ 27r po+ ko FmEiepy+lo+tmFiepy+ ko+lo FmLtiepg+m Field — k% +ie

2Dla poprawki P(**) przedstawione sa obliczenia wszystkich trzech jej sktadowych. Dla nastepnych poprawek bede prezentowal wylacznie
obliczenia dla skladowej ,,+” oraz ,0”. Sktadowa ,—” kazdej poprawki mozna uzyskac¢ wykorzystujac zwiazek P_(ky) = P, (—ko) wynikajacy
bezposrednio z symetrii odwrécenia czasu, o ktérej byta mowa w punkcie 2.2.2.
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Wykonujac catkowanie wzgledem zmiennej /[, metoda residuum otrzymujemy nastepujace wyrazenia

P(4b)<k):_z/ %92< )/ dpo ko —2(k +m)
A 0o Kk —o0 21 (ko — 2m +i€) (ko + po — m + i€) (ko + po — k — m + i€)(po + m — i€)(po + k +m — ie)’
P (k) :—i/w%f(k)/ dpo ko + 2(k +m)
- 0o Kk 21 (ko + 2m — i€) (ko + po + m — i€) (ko + po + k + m — i€)(po — m + i€)(po — k — m + i€)’

Kolejnym krokiem jest wykonanie analogicznego catkowania wzgledem p,. W wyniku tych obliczen otrzymujemy wyra-
zenia na odpowiednie sktadowe poprawki P*?)

2 > dk g*(k)
p4b) =« / il )
+ o k k+2m—ky—ic (Z-8a)

B /‘”% 9% (k)
- S @2mAtko)? Sy k k+2m+ky—ic

(Z.8b)

Skladowa zerowa tej poprawki wyliczamy bardzo podobnie. Najpierw musimy wykona¢ odpowiednie §lady po zmien-
nych spinowych, a nastepnie wykonaé odpowiednie calki.

d dl
P (k) = 3 / o / S {250 + o) S (0 + b + 10)-Si (7 + 1) (o) o)

d dl
:/ po/ _OTr{ 75k ( 0+k0)0z Sr(po + ko +lo) 05k (p 0+l0>‘7z Sr(po) H(lo)

SF(p0+ko) SF(P0+lo)
o dpo o dlo
+ o TF{ UZSF Do + k0)0+ Sr(po + ko + lo) UZSF( 0 + lo)U Sr(po }h lo)
—00 —00 a+ ~"
po+kg—m-+tie po+lg+m—ie
> dpo *dly
+ 27T TI‘{ O'ZSF p0+/€0> SF(])Q+k0+l0)gZSF(p0+l0)0’_tSF(p0)}h(l0).
p()+k_()j“'m*'”6 p0+l(;7—m+ie
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dl d
P (ko) = / Ty {/ ﬂSF (po + ko) Sk(po + ko + 1) Sr(po + 1) Sr(po) }h(lo)

J/

~
0

dpo/ dlo 1
— T _
/_ 27rpo+ko—m+zepo—l—lo—|—m—z‘e r{ngSF(po+k0+l0)O,SF(pO)}h(l0)

~~
QPT

po+ko+lg+m—ie
dpo/ dlo 1
B Tr{o_S ko +lo)oy S h(l
/ 27rpo+k‘o+m—zep0—|—l0—m+ze r{? F(po + ko + lo)oy. #(po) th(lo)

po+ko+lg—m-tie
dp()/ dlo 1 1
=2 Te{P;S h(l
/ 27Tpo+ko—m+zep0+l0+m—@epo+k0+l0+m_ze { TF(p0>} (lo)

1

pg—m-+tie
d dl 1 1
— 2/ pO / -0 TI{PLSF(]?())} h(lo)
— D e e—

27Tpo+ko+m—Z€po+l0—m+26p0+k0+lo—m+i€

1

potm—ie
o d e dl
0 _

27rp0+/<:0—m—i—zepo—i—lo—i-m—zepo—i-ko—i-lo—l—m—zepo—m+zel2 k2 + ie

00 d dl
—2/ dng(k)/ p“/ 0 L L L !
0 —

27rp0+k0+m—zepo+lo—m—|—26p0+k0—|—l0—m+zep0—|—m—2612

Wykonujac tak jak poprzednio catke wzgledem [/, metoda residuum otrzymujemy wyrazenie

[ dk > dpq |
pli®) (1 _/_2k/ dpo
o (ko) =1 0 kg() o0 2T (po — m +€)(po + ko — m +i€)(po + k +m —i€)(po + ko + k + m — ie)
< dk < 1
+i/ —g2(/<;)/ dpo
ok

o0 21 (po+m —€)(po + ko +m —i€)(po — k — m +i€)(po + ko — k — m + i€)

k2 4 i€

a1l



Ostatnie catkowanie wzgledem p, daje w rezultacie wzor na zerowa skladowa rozwazanej poprawki

P(4b)(k‘)——2/m% 92(/€) 1 _2/00% 92(k) 1
VTl Rk am (ke 2m? kg —ie TSy Kk kot 2m (k+2m)2 — K —ie
> dk ¢3(k) 1
L E : A
/0 k k+2m(k+2m)? — k2 — ic (Z.8c)

Z.2.4. Poprawka radiacyjna P (k)

Poprawka radiacyjna P9 (k) jest reprezentowana przez wyrazenie

Pl = ()

. > > / d di / /
—=i> [ [ / dvo / O e {0uSe(po + o)y S (p0) V()P0 + 1) Vi) S () } D (1, ).
mn 0 0 —

Wyliczenie poszczegélnych sktadowych poprawki w bazie momentu pedu

dl
— Tl"{ 0_Sr(po + ko)oi Sr(po) UZSF(po + lo)o Sr(po ) }h(lo)

. d dl
4 ) / e / — Tr{O Sr(po + ko)o Sk (p0)omSr(Po + 1) Sk (po) h(lo)
_ / d
- L SF(p0+l0)
P +ko—m-tie

Apo /
*d dil
2o / — Tr{o_Sp(po + ko) 74 Sk (po)os. Sr(po + lo)o—Sr(po) }h(lo)
0
0 / !

URIN-
0o dp % 0
+ TY{ 0-Sr(po + ko)or Sr(po) 0-Sp(po + lo)UtSF(po)}h(lo)-
oo 2Pl 2;l
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(4c) > dpo Oodlo
P (ko) = /ooﬁ 2T po + ko —m + ie Tr{P Sr(po)Sr(po + lo)Sr(po) } h(lo)
+/%@ * 2 Te{P Sr (po) P Sp(po) }llo)
0o 2T 0027Tp0+/{70—m+7f€p0+l0_m+2
oo dpo dlo 1
=2 dk ¢*(k / /
o g 21 (po + ko — m + i€)(po + lo +m — i€)(po + m — i€)2(12 — k2 + ie)

dpo dlo 1
+4 dk 2k/ / —.
/0 g _ 27 (po + ko — m +i€)(po + lo — m + i€)(po + m — ie)2 (12 — k2 + ie)

Wykonujac calkowanie wzgledem zmiennej [, metoda residuum otrzymujemy

dk dpo 1
P(4c k / 2 / o
(ko) = 0 kg() _oo 2 (po + ko — m +i€)(po + k + m —i€)(po — m + i€)?

i / dk 2(k) / dpo 2
0 %7 —00 27 (po — k —m +i€)(po + ko — m + i€)(po + m — i€)?
Po wykonaniu catkowania wzgledem p, otrzymujemy wyrazenie na dodatnia skladowa tej poprawki radiacyjne;j
< dk 2(k + 4m — ko)

4C oodk 2 1 2
P&)(ko):/o 7 (k)(ko—Zm)Q(ko—k—2m—z’e) +/0 XA >(k+2m>2(ko—2m)2

1 *dk  ¢*(k 2 —
2m — ko k (k+2m) |k+2m  (2m — ko)(k + 2m — ko — i€)

Wykorzystujac symetrie odwrécenia w czasie natychmiast otrzymujemy wyrazenie na ujemna sktadowa tej poprawki

(4¢) (4c) 1 > dk 92(k) 2 k +2m + 2]{/’0
PU) (k) = PU) (—ky) = o . 7.9b
(ko) = P37 (=ho) 2m+k0/ K (kt2m) |k t2m  (2m+ ko)(k 1 2m + ko — ic) (2.5b)

LIT



Zerowa skladowa tej poprawki wyliczamy analogicznie

c d dl
P (ko) = Z/ o / = Tr{UzSF Po + k0)a-Sr(po)om Sk (po + lo)om Sk (po) } (o)

d di
— / b / ° Tr{ 0:Sr(po + ko)o Sp(po) UzSF(pO +lo)a Sr(po ) }hllo)

Sr(p 0+k0) SF(po-i-lo)
dpo dlo
+ - TT{ CTZSF(Z?O + ko)Ui Sr(po) g+SF(p0 + lo)U—JSF(po)}h(lo)
- SF(I;or-&-ko) 2;T

po+lg+m—ie

d dl
+/ po/ _OTr{ 0.Sp( po+k‘0)0z Sr(po) o SF(p0+l0)U+ Sr(po) }h(lo)

Sp (Po+/fo) HQPL —
po+lg—m-+tie

— / dh 5o Ir {/ %SF (Po + ko) Sk (po) Sk (po + lo) Sk (po) }1(lo)
* /_ dpo / gif Po+ lo +m — i€ TI{SF(pO + kO)SF(p(])PTSF(pO)}h(lO)

dpo dlo
e e Te{Selru + ko) Sep)P S ) )

—2/Oodk (k/ dp"/ dlo !
) g _ 21 (po + lo +m — i€)(po + ko — m + i€) (py — m + i€)2(12 — k2 + ic)

o dp() dlo 1
+2 dk ¢*(k / / :
/0 g _ 21 (po + lo — m + i€)(po + ko +m — i€) (po + m — i€)2(12 — k2 + ie)
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Wykonujac calkowanie wzgledem zmiennej [, metoda residuum otrzymujemy

dk dpy 1
P(4c k / 2 / “ro
(ko) = 0 kg<) —o0 21 (po + ko — m +i€)(po + k +m —i€)(po — m + i€)?

—z/ dk Z(k)/ dpo 1
0k g —o0 27 (po + ko +m —i€)(po — k — m +i€)(po + m — i€)?

Wykonanie calki metoda residuum wzgledem p, daje w rezultacie wyrazenie na zerowa skladowa rozwazanej poprawki

radiacyjne;j
P(4C)(k):—/m% g*(k) 1 _/Ood_k g*(k) 1
0 A0 o k(k+2m)(k+2m2—kZ—ic J, Kk (k+2m)(k+2m)> — k2 —ie
< dk g2(k) 1
=2 = . 7.
/0 k (k+2m) (k+ 2m)? — k2 — ic (2.9¢)

Z.2.5. Poprawka radiacyjna P“? (k)

Poprawka radiacyjna P4 (k) jest reprezentowana przez wyrazenie

} > d
i Pgd)(ko) = @ = 5m/ %Tr{aiSF(po + ko)ajSF(po)azSF(po)}.

Wyliczenie poszczegélnych sktadowych poprawki w bazie momentu pedu

d 2
4d (ko) = zém/ Tr{ o_Sr(po + k0)0+ SF(pO)UZSF(pO)} = z5m/ 21;0 PRIy A—— Tr{PlSF(po)azSF(po)}
2P
= —225m/ dpo L
21 (po + ko — m +i€)(po + m — i€)?
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Wykonujac calkowanie wzgledem p, metoda residuum otrzymujemy wyrazenie na dodatnia skladowa tej poprawki

20m
PUD (k) = —— Z.1
+ ( 0) (2m . kO)Q ( Oa)
Skladowa ujemna otrzymujemy wykorzystujac symetrie odwrécenia w czasie
(4d) (4d) 20m
P ko) =P —ky)=———"-—. 7Z.10b

Sktadowa zerowa tej poprawki jest rowna zero ze wzgledu na fakt, ze bieguny wystepujacych wyrazen podcatkowych
leza w jednej pélplaszczyznie zespolonej. Wynika to z nastepujacego rozumowania

‘ *d
P(()4d)(k0) =1 (5m/ %Tr{ gZSF(po + ko)Ui Sr(po)o-Sr(po) }

Sr(po+ko)

e
_iom / 20 T {Sp(po + ko) Sr(po)o= Sr(po)

=1wrom - - - - P : :
oo 27 (po+ ko —m+ie)(po — m—+i€)?  J_o 21 (po+ ko +m —i€)(po + m — i€)?

J/

0 0
= 0. (Z.10c¢)

Z.2.6. Poprawka radiacyjna P (k)

Poprawka radiacyjna P (k,) daje sie tatwo sprowadzié¢ do wyrazenia na poprawke P(% (k)

(e > d M, .
—i PZ(;1 )(ko) = = —Mt/_ %Tr{aiSF(po + ko)ajSp(po)azSp(po)} = —5—”’; . <—z ng‘d)(k:o)) )

o0
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Ostatnia réwnos$¢ wynika z obserwacji, ze calka wystepujaca w wyrazeniu na ta poprawke jest dokladnie taka sama

jak calka w wyrazeniu na poprawke P9 (k). Na tej podstawie otrzymujemy nastepujace wzory na kolejne sktadowe

rozwazanej poprawki

2M, . 2M,
t P(4 )(ko) o t

= — (4e) _
(2m — ko)2’ - (2m + ko)?’ Py (ko) = 0. (Z.11a)

P (ko) =

Z.2.7. Poprawki radiacyjne P“/) (L), P49 (ko) i P4 (k)

Poprawki radiacyjne P(*/) (ky), P49 (ko) i P (k) sa reprezentowane przez nastepujace wyrazenia

P (k) = @

. P [Ty [T d d : :
:—ZZ/ dl/ dl/ p"/ OTr{a,SF (po + ko) Vin (1)Sk(po + ko + 1) Veu(I') S (po + k0)0;.Se(p0) } D (1, 1, 1o),4
0 —

> d
—1 P (/CO) Q = 5m/ % TI"{O'Z'SF(p() + k’o)O‘ZSF(po + ko)O’jSp(po)},

. > d
—1 Pg?h)(kO) = = _Mt/ 2%: Tr{0:Sr(po + ko)o;Sr(po)o-Sr(po) } -

Przesuwajac zmienng catkowania p, wg przepisu pg — po — ko oraz zmieniajac cyklicznie kolejnos¢ macierzy pod sladem
latwo mozna pokazaé, ze zachodza zwiazki
P (ko) = P (=ko), (Z.12a)

P(4g)<k0) _ P@d)(—/{?o), (Z.12b)

J

P (ko) = PU9 (= k). (Z.12¢)

J
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Po wykorzystaniu symetrii odwrécenia w czasie, o ktorej juz wielokrotnie wspominaliS§my, powyzsze zwiazki oznaczaja,
ze w bazie momentu pedu zachodza nastepujace réwnosci

P (ko) = PUY (—ko) = P (o), (Z.132)
PED (ko) = PLY (ko) = P (ko). (2.13b)
PO™ (ko) = PG (~ho) = Py’ (ko). (2.13¢)

Z.3. Poprawki radiacyjne dla atomu dwupoziomowego (TLA)

7.3.1. Poprawka masowa X9 (p,)

Poprawka masowa 53(2a) (po) reprezentowana jest przez nastepujace wyrazenie

.S (2a S < > dk > > / / /
—12(2 )(Po) = = / 2—7:/ dk/ dk V(k?)SF(po + k’o)v(/f )DF(/fJf ,ko)-
—00 0 0

Wykorzystujac wlasnosci macierzy o, i o, mozna to wyrazenie sprowadzié¢ do postaci

-~ & * dk 1
3 (20) :'/dkAQk/ 25,9 ko) oy ————
(po) = ; 9°(k) . or Z F(poj' O)JJkg—kLi—z’e
—Sr(—po—ko)

N R P, o
= dk Qk/ — . — T - ~
Z/O g (k) oo 2T [(k0+p0+m—26)<k8—k2+26) (ko +po —m +i€)(k§ — k* + ic)

Wykonujac catkowanie wzgledem zmiennej k, metoda residuum otrzymujemy wyrazenie na poprawke (2%

- *dk P P
529 (pg) = / — Gk I . . Z.14
(o) 0 2169() p0+k+m—ie+p0—k—m—|—ie ( a)
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Wykorzystujac jawne wzory (2.46) na operatory rzutowe P; i P| mozna to wyrazenie zapisa¢ w nastepujacej formie

~ *dk . po — (k+m)o,
Y (py) = / — 32 (k . Z.14b

Z.3.2. Diagram kijankowy

W przypadku atomu dwupoziomowego (TLA) wszystkie diagramy zawierajace przynajmniej jeden diagram kijankowy
nie daja wkladu w zadnym rzedzie rachunku zaburzen. Jest to bezposrednia konsekwencja faktu, ze Tr{o,Sr(po)} = 0.
Mamy bowiem

?_ _/ de/ dk/ dk' Te{V (k) Sr(po) }V (K') D (k, k', 0) = 0. (Z.15)

Z.3.3. Poprawka radiacyjna P (k)

Poprawka radiacyjna p@ % (ko) jest reprezentowana przez wyrazenie

— i PO (k) = @

b R , d dl , ,
- / al / al / dpo / S {0, (o + o)V (S0 + ko + 1) + o)V () S (po) D, 1. o).
0 0 —

Wykorzystujac wlasnosci macierzy o, oraz o, mozna przepisac to wyrazenie do postaci
b dpo dlo ~
ko) = P TI"{UxSF(Po + ko) Sr(po + ko + lo)oxSr(po + lo)UxSF(po)}h(lo)

d dl
— / 3 / — Tr{ 0255 ( po + ko)ow Sp(po + ko + o) UzSF(pO +lo)az Sr(po }h (lo)-

—Sr( po ko) *SF( po—lo)

€¢I



our

~ >d o dl
P (k) = / o / — Tr{Sr(—po — ko)Sr(po + ko + 10)Sr(—po — 10) Sk (po }h (lo)

oodkA2<k / dpo / dl 1
, 21 (po + ko — m + i€) (po + m — i€)(lo + po — m + i€)(lo + po + ko + m — i€)(I2 — k2 + ic)

+/ k3 / dpo/ dlp 1
0 g _ 21 (po + ko + m — i€)(po — m + i€)(lo + po + m — i€)(lo + po + ko — m + 7€) (12 — k2 + de)

Latwo mozna pokazac, ze obie wystepujace w tym wyrazeniu calki sa sobie réwne. W tym celu nalezy najpierw dokonac
przesuniecia zmiennej catkowania py wg przepisu py — po—lo, a nastepnie zmienic catkowanie wzgledem [, na catkowanie
wzgledem —[y. Otrzymujemy zatem

~ dpo dlo 1
P (; :2/ dk g* / / :
( 0) 0 g _ 27T po+k‘o m+ie)(po+m—ie)(lo +p0—m+ie)(lo +p0+k’0+m—i€)(l%—k’2—|—i€)

Wykonujac catkowanie wzgledem [, metoda residuum otrzymujemy nastepujace wyrazenia

= o~ * dpo 2(k +m) + ko
P (; :/dk;2k;/— .
(ko) 0 g°(k) oo 2T k(2m + ko) (po — k — m +i€)(po + ko — m + i€)(po + m — i€)(po + ko + k + m — ie)

Wykonujac analogiczne calkowanie wzgledem p, otrzymujemy wyrazenie na poprawke pb)

~ 2 > dk g*(k)
pav 7
ko) 4m2—k‘8/0 k k+2m’ (2.16)

Z.3.4. Poprawka radiacyjna PU9 (k)

Poprawka radiacyjna P (k) jest reprezentowana przez wyrazenie

= @ = —1 /Ooodl /Ooodl,/_ dp[) / %TI{UxSF(pO + ko)U:ESF(pQ)V(l)SF(pO + lo)V(l/>SF<p0)}DF<l, l/,lg).
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Wykorzystujac wlasnosci macierzy o, oraz o, mozna przepisaé to wyrazenie do postaci

~ d dl
PU9 (ko) = / > / - TY{UISF Po + k0)owSr(Po)owSr(po + lo)owSk(po }h lo)

d dl
— / o / = Tr{ 025k ( po + ko)ow Sr(po) UmSF(pO +lo)os Se(po }h o)

*SF( po—ko) *SF( 0—lo)

o0 dl
Po / 0 Tr{SF —po — ko)SE(po)Sr(—po — 1o)SF(po) }h lo)
2(k

7 / dpo/ dlp 1
(po +m —i€)%(po + ko — m + i€)(lo + po — m + i€) (13 — k% + ie)

_/d
_OO o
:/dkg

0

+ dk}/g\Q / dpo/ dlo 1
0 _ —m +i€)%(po + ko + m — i€)(lo + po + m — ie) (I3 — k% + i€)

Wykonujac calkowanie wzgledem [, metoda re51duum otrzymujemy nastepujace wyrazenia

/\ e} (e e} 1
P () = —i/ dk§2(k;)/ dpo .
0 —

o 21 2k(po + m —i€)%(po — k — m + i€)(po + ko — m + i€)

. ~ dpo 1
i | dk Qk/ -0 : 4 -
Z/O g (k) oo 21 2k(po — m +i€)%(po + k + m —i€)(po + ko — m + i€)

Wykonujac analogiczne catkowanie wzgledem p, otrzymujemy wyrazenie na poprawke pée)

~ 1 o (k) k 8m?
Py L /
b=t ), ¥rrom [From TR

Z.3.5. Poprawka radiacyjna P9 (k)

Poprawka radiacyjna pd) (ko) jest reprezentowana przez wyrazenie

~ d
—i PUD (k) = @ = 5m/ P Tr{axSF po + ko)owSp(po)o.Sr(po) }-

(Z2.17)

14 |



Wykorzystujac wlasnosci macierzy o, oraz o, mozna przepisaé to wyrazenie do postaci

13(4d)(k: ) = 2'5/\/ (; Tr{ axSF po + ko)ow Sk(po)o.Sr(po) } = —idm / il

— 00
—Sr(— po ko)

—— Tr{Sr(=po — ko) Sr(po)o.Sr(po)}

*dpo 1 *dpo 1
= i0m —0m - —.
271 (po — m +i€)2(po + ko + m — i€) 21 (po+m —i€)2(po + ko — m + ic)
Wykonujac calkowanie wzgledem zmiennej p, metoda residuum otrzymujemy wyrazenie na poprawke 13(4d)(l<:0)

2 _ 16m?2
4m2 — k¢ (4m? — k})?

PUD) (k) = o [ (Z.18a)

Wykorzystujac natomiast jawny wzor na poprawke masowa ém w drugim rzedzie rachunku zaburzen mozemy zapisaé
to wyrazenie w postaci

~ 1 o 3% (k) 8m?
pad) _ / 1 ——— | 7.1
(o) 4m? — k¢ J, dk k(k 4+ 2m) 4m? — k? (2.18b)

Jak widaé ,podwéjne bieguny” poprawek PU9) oraz P49 wzajemnie sie redukuja.

7.3.6. Poprawki radiacyjne P (ky), P19 (k)

Poprawki radiacyjne P4 (ky), P19 (ko) sa reprezentowane przez nastepujace wyrazenia

—i §(4f)(k0) — @

e di , ,
- / i / al / dpo / O e, (o + o)V (DSl + o + )V (1)Sr(po + ko) (o) Dr (11 o),
0 0 —

~ d
—1 P(4g)(k0) = Q = 5771/ po TI"{UQJSF Po -+ ko)O’ZSF(po + ko)O'xSF(po)}
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Przesuwajac zmienna calkowania p, wg przepisu p, — po — ko oraz zmieniajac cyklicznie kolejno$é macierzy pod sladem
latwo mozna pokazaé, ze zachodza zwiazki

PO (ko) = PO (—ho), P (ko) = PU) (k). (Z.19)

Ze wzoréw (Z.17) i (Z.18) wynika jednak, ze poprawki P(9) i P49 g funkcjami parzystymi k,. W zwiazku z tym zachodza
réwnosci

P (k) = PU(ko),  PU9) (ko) = P (ko). (220

Z.4. Poprawki radiacyjne dla atomu dipolowego

Z.4.1. Poprawka masowa (2% (p)

Poprawka masowa >(2¢) (po) reprezentowana jest przez nastepujace wyrazenie
i >/ " dh : : :
= = dl{? dk SF p0+k0)V (k? )DFij(kyk ,ko).
ij 7

Wykorzystujac wtasnosci macierzy  mozna to wyrazenie sprowadzi¢ do postaci

y o0 dk 1
¥(2a) :'/d/ﬂk/ 0 . S k S —
(po) t o 9 ( ) . or z Ti F(pO + 0) /{2(2] — k24 e

N

~~
PT 3PT
pot+ko—m | —ie ' po+kg—mq+ie

: . dko Py 3P,
= dk g (k / — ; — + , .
Z\/O g ( ) - 27T |:(k:0_|_p0_ml_l€)(kg_k2+le) (k‘o +p0—mT+Z€)(k8_k2+26)

Wykonujac calkowanie wzgledem &, metoda residuum otrzymujemy wyrazenie na poprawke (20

o “dk P 3P
$20) () = / (K { ! + L : 7.21
(pO) 0 2]{3 () p0+k—ml—i€ po—k‘—mT—i—ie ( )

L3I



Z.4.2. Diagram kijankowy

Podobnie jak w przypadku atomu dwupoziomowego (TLA), w przypadku atomu dipolowego wszystkie diagramy zawiera-
jace przynajmniej jeden diagram kijankowy nie daja wkladu w zadnym rzedzie rachunku zaburzen. Jest to bezposrednia
konsekwencja faktu, ze Tr{m;Sr(py)} = 0dlai=1,2,3. Mamy zatem

?: _/ dpo/ dk/ Ak’ Te{Vi(k)Se(po) YV;(K') Dy (k, ', 0) = 0. (Z.22)

Z.4.3. Poprawka radiacyjna P (k)

Poprawka radiacyjna P (k) jest reprezentowana przez wyrazenie

— i P (ko) = @
. > > / de le / /
_—Q:/ dl/ dl/ / O {028 (o + o) Vi) (o + Ko + 10)03 S (po + 10)Va(1) S (o) } D (1,1, o).
0 _

Wykorzystujac wlasnosci macierzy T oraz wykonujac slad otrzymujemy

d di
4b (ko) = / cho / ° Tr{T’LSF Po + ko) TnSE(po + ko + lo)T]SF(po + lo) 7o Sr(po) ) b(lo)

OmjSF (p0+lo)T] Sr(po+ko+lo)

d dl L
= / s / - Tr{ T]SF 0)7iSF(po + ko)T@SF(pO + ko +10)7;Sk (po + o) } (o)

i SF (po+ko)T; Sr(po)

*d dl
:5ij po/ OTI"{SF 0+k0)TJSF(p0)SF( 0+k0+l0)TJSF( 0+l0 }h lo

8¢CI
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P4b)<k) /dkug / dpo/ dlo 1
0 —mi—ie)(po—i—ko—mT—|—ie)(p0—|—l0—mT—i—ie)(po—i—kg—i—lo—mi—ie)(lﬁ—kQ—l—ie)

oy o[ 2 [ i ]
K 0 g _ 271' po—mT+Z€)(p0+k’0—ml—ZE)(]?O—Flo—ml—ZE)(]?()—i-ko—i-lo—mT+Z€)(l2 k’2+i€).

Latwo mozna pokazac, ze obie wystepujace w tym wyrazeniu calki sa sobie réwne. W tym celu nalezy najpierw dokonac
przesuniecia zmiennej p, wWg przepisu po — po — lg, a nastepnie zmienic catkowanie wzgledem [, na calkowanie wzgledem
—ly. Otrzymujemy zatem

. dpo dlp 1
P (ko) = 26 / dk 7( / / .
(ko) = 20y, 27T po—ml—ze)(po—l—k‘o—mT+ze)(p0—|—l0—mT—I—ze)(po—i—koquo—ml—ze)(l2 k? + ie)

Wykonujac calkowanie wzgledem zmiennej [, metoda residuum otrzymujemy

9 , S < dpg 2k +my —my + kg
PU (k, :—2@/ dk 2k;/ -0 Lt .
4 (ko) 104 0 g°(k) —oo 21 2k(ko +my —my)(po — m| —i€)(po — k — my +i€)(po + ko — my +i€)(po + ko + k —m| — ie)

Wykonujac w ten sam sposéb catkowanie wzgledem zmiennej p, otrzymujemy wyrazenie na poprawke P

[e’e) 2

[ = 7.23
TARE—R2 ), K k+Am (2.23)

Z.4.4. Poprawka radiacyjna P19 (k)

Poprawka radiacyjna P9 (k) jest reprezentowana przez wyrazenie

i) = )

R i , ,
_ _@Z/ dl/ dl/ po/ S e (i (po + k)7 Se(p0)Vin ()5 (po + 10)Vi (1)1 (p0) } D (1,1, o).
0 —
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Wykorzystujac wlasnosci macierzy v oraz wykonujac slad otrzymujemy

c d di
P(4 (ko) = / o / — TI"{TzSF Do + ko)7iSE(0)TmSE(Po + lo) TS (p0) Ho(lo)

d dl
- Z/ ar / .~ Tr{ T SF(P0)TiSF(Po + ko) 73 SF (Po) T S (po + lo) }h (lo)

(rézne od 0) (i=7)

_5/ dk,v? / de/ le 1
7, g 21 (po — my +i€)2(po + ko — my — i€)(lo + po — m| — i) (12 — k2 + ie)

OO o dpo dlo 3
+6i'/ dk Qk‘/ / : . —
" Jo A )_ (po — my —i€)%(po + ko — my + i€)(lo + po — my + i€) (13 — k2 + ie)

Wykonujac calkowanie wzgledem zmiennej [, metoda residuum otrzymujemy

v . 0 y *q 1
Pﬁj*)(ko):—wij/o 0 / dro |

0 21 2k(po — my +i€)(po + k — m| — i€)(po + ko — m| — i€)

. dpo 3
— 1045 dk:“zk/ —_— _ . —.
]/0 g°(k) oo 21 2k(pg — my —i€)(po — k — my +i€)(po + ko — my + i€)
Wykonujac w ten sam sposéb catkowanie wzgledem zmiennej p, otrzymujemy wyrazenie na poprawke P

p(4a>(,{>_d,/°°% F(k)  [2800 + ko + k2800 — ko + k
] 0) — Yij o 2%k (k—l—A?ﬁ)z (k0+ATh)2 (/{Q—Am)2

(Z.24)

Z.4.5. Poprawka radiacyjna P19 (k)

Poprawka radiacyjna P (k) jest reprezentowana przez wyrazenie

;d (ko) = @ / — TI“{TZ'SF(]?O + ko)1 SF(po)om Sp(po)}.

0€1
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Wykorzystujac rozklad poprawki masowej (5.41a) oraz wykonujac §lad otrzymujemy

. > dpo om om
pUd) (k :51.4/ _[ 1 + L
u (ho) =0y oo 21 [(po — my +i€)*(po + ko —my —i€)  (po —my —i€)*(po + ko — my + i€)
om omy
s _ ' 7.25
’ [(ko —Am)? (ko + Am)Q} R

Wykorzystujac jawny wzor (5.41b) na poprawke masowa w drugim rzedzie rachunku zaburzen mozemy zapisaé powyzsze
wyrazenie w formie

3 1 “dk G (k)
iy el | 7.2
% [(k;o A2 et Am)2} . 2k +Am (2.25b)

Jak latwo sprawdzi¢ wyliczona przez nas poprawka P (k) kasuje podwéjny biegun w poprawce P9 (k) i ostatecznie
ich suma wyraza sie wzorem

Y Y 20 + ko [dk G (k
PU (o) + PU (ko) = 05 g / ak o) (2.26)

AR Jy k (k+Am)?

Z.4.6. Poprawki radiacyjne P*/) (k) i P19 (k)

Poprawki radiacyjne p@s ) (ko) oraz f’(49)(k0) sa reprezentowane przez nastepujace wyrazenia

00 = ()

: T Y d di / /
= —1 Z/ dl/ dl / Lo / - Tr{TzSF Po + ko) Vin(D)Se(po + ko + lo) V() Sk (po + ko) 73Sk (po) } Drann (L, 1, lo),
0 —

o0 d .
) = Q - / % Te{ 7S (po + ko) 611 Si(po + ko)75 Sk (po) }-

I€1



Analogicznie jak to zrobiliSmy w punkcie Z.2.7., tzn. przesuwajac zmienna calkowania wzgledem zmiennej p, wg prze-
pisu po — po — ko oraz zmieniajac cyklicznie kolejnos¢ macierzy pod sladem tatwo mozna pokazac, ze zachodza zwiazki
P (ko) = P (—ko), (Z.273)

P (ko) = PG (—ko). (Z.27b)

Ze wzgledu jednak na fakt, ze poprawki P(e) i PUd) g5 diagonalne we wskaznikach i oraz j otrzymujemy natychmiast
odpowiednie wzory na poprawki P(4/) i p(49)

y *dk  §*(k) 2Am — ko + k 2Am + ko + k
BUD () = 6, / 7.2
i (o) =0 ekt Am)? | (—Am)? ke rAm)? | (Z.282)
Ny 3 1 ~dk  g*(k)
P9 (1. y — _ - _ 7.28
i (ko) o+ Am)2 (o —Am2) )y 2kk+Am (2:28D)
Podobnie jak poprzednio suma obu poprawek nie posiada podwéjnego bieguna i wyraza sie wzorem
3 . oA — ko [°dk  §2(k)
PUH (k) + PU9 (k :5i.—°/ - __Z Y :
i (ho) + Py (ko) TAME =K Jy &k (k+ Am)? (2.29)
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