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❡❧❛✱ ❈✳ ❋;♦♥,❡;❛✱ ▼✳ ❆✳ ●✳ ❆;❛♥❞❛✱ ✏❙,;✉❝,✉;❡✱ ❆,♦♠✐?,✐❝ ❙✐♠✉❧❛,✐♦♥?✱ ❛♥❞ [❤❛?❡

❚;❛♥?✐,✐♦♥ ♦❢ ❙,♦✐❝❤✐♦♠❡,;✐❝ ❨❡❡❧✐♠✐,❡✑✱ ❈❤❡♠✐+1#② ♦❢ ▼❛1❡#✐❛❧+ ✷✵✶✸✱ ✷✺✱ ✶✻✽✵✕

✶✻✽✼✳

■❋2021 ❂ ✶✵✳✺✵✽✱ ❧✐❝③❜❛ ❝②,♦✇❛➠ ❂ ✶✵✵✳

❬❍✹❪ ❆✳ ❈✉❡?,❛✱ "✳ ❘❡❥♠❛❦✱ ❆✳ ❆②✉❡❧❛✱ ❆✳ ●✳ ❉❡ ❧❛ ❚♦;;❡✱ ■✳ ❙❛♥,❛❝;✉③✱ ▲✳ ❋✳ ❈❛;;❛?❝♦✱

❈✳ [♦♣❡?❝✉✱ ▼✳ ❆✳ ●✳ ❆;❛♥❞❛✱ ✏❊①♣❡;✐♠❡♥,❛❧ ❛♥❞ ,❤❡♦;❡,✐❝❛❧ ❤✐❣❤ ♣;❡??✉;❡ ?,✉❞②

♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠ ❤②❞;♦①②❛❧✉♠✐♥❛,❡ ♣❤❛?❡?✑✱ ❈❡♠❡♥1 ❛♥❞ ❈♦♥❝#❡1❡ ❘❡+❡❛#❝❤ ✷✵✶✼✱ ✾✼✱

✶✕✶✵✳

■❋2021 ❂ ✶✶✳✾✺✽✱ ❧✐❝③❜❛ ❝②,♦✇❛➠ ❂ ✽✳

❬❍✺❪ "✳ ❘❡❥♠❛❦✱ ✏❙,;✉❝,✉;❛❧✱ ❖♣,✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ▼❛❣♥❡,✐❝ [;♦♣❡;,✐❡? ♦❢ ❯❧,;❛♠❛;✐♥❡ [✐❣✲

♠❡♥,?✿ ❆ ❉❋❚ ■♥?✐❣❤,✑✱ ❚❤❡ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ (❤②+✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐+1#② ❈ ✷✵✶✽✱ ✶✷✷✱ ✷✾✸✸✽✕

✷✾✸✹✾✳

■❋2021 ❂ ✹✳✶✼✼✱ ❧✐❝③❜❛ ❝②,♦✇❛➠ ❂ ✻✱ ❛✉,♦; ❦♦;❡?♣♦♥❞❡♥❝②❥♥②✳

❬❍✻❪ "✳ ❘❡❥♠❛❦✱ ❏✳ ❙✳ ❉♦❧❛❞♦✱ ▼✳ ❆✳ ●✳ ❆;❛♥❞❛✱ ❆✳ ❆②✉❡❧❛✱ ✏❋✐;?,✲[;✐♥❝✐♣❧❡? ❈❛❧❝✉❧❛✲

,✐♦♥? ♦♥ [♦❧②♠♦;♣❤? ♦❢ ❉✐❝❛❧❝✐✉♠ ❙✐❧✐❝❛,❡ ✖ ❇❡❧✐,❡✱ ❛ ▼❛✐♥ ❈♦♠♣♦♥❡♥, ♦❢ [♦;,❧❛♥❞

❈❡♠❡♥,✑✱ ❚❤❡ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ (❤②+✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐+1#② ❈ ✷✵✶✾✱ ✶✷✸✱ ✻✼✻✽✕✻✼✼✼✳

■❋2021 ❂ ✹✳✶✼✼✱ ❧✐❝③❜❛ ❝②,♦✇❛➠ ❂ ✾✳

❬❍✼❪ "✳ ❘❡❥♠❛❦✱ ❏✳ ❉❛,❦❛✱ ❊✳ ❇;♦❝❧❛✇✐❦✱ ✏■❞❡♥,✐,② ♦❢ ,✇♦ ,②♣❡? ♦❢ ?,;♦♥❣ ❇;d♥?,❡❞

❛❝✐❞ ?✐,❡? ✐♥ ♠❛③③✐,❡ ;❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ❈❖ ♣;♦❜❡✿ ■❘ ?,✉❞② ❛♥❞ ♣❡;✐♦❞✐❝ ❉❋❚ ♠♦❞❡❧✐♥❣✑✱

■♥1❡#♥❛1✐♦♥❛❧ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ◗✉❛♥1✉♠ ❈❤❡♠✐+1#② ✷✵✶✾✱ ✶✶✾✱ ❡✷✺✽✼✸✳

■❋2021 ❂ ✷✳✹✸✼✱ ❧✐❝③❜❛ ❝②,♦✇❛➠ ❂ ✷✳

❬❍✽❪ "✳ ❘❡❥♠❛❦✱ ✏❈♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧ ;❡✜♥❡♠❡♥, ♦❢ ,❤❡ ♣✉③③❧✐♥❣ ;❡❞ ,❡,;❛?✉❧❢✉; ❝❤;♦♠♦✲

♣❤♦;❡ ✐♥ ✉❧,;❛♠❛;✐♥❡ ♣✐❣♠❡♥,?✑✱ (❤②+✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐+1#② ❈❤❡♠✐❝❛❧ (❤②+✐❝+ ✷✵✷✵✱ ✷✷✱

✷✷✻✽✹✕✷✷✻✾✽✳

■❋2021 ❂ ✸✳✾✹✺✱ ❧✐❝③❜❛ ❝②,♦✇❛➠ ❂ ✸✱ ❛✉,♦; ❦♦;❡?♣♦♥❞❡♥❝②❥♥②✳

✷



✷✳✶ ❲$%➛♣

❑!③❡♠✐❛♥②✱ ❣❧✐♥✐❛♥② ✐ ❣❧✐♥♦❦!③❡♠✐❛♥②✱ ❝③②❧✐ /♦❧❡ ③❛✇✐❡!❛❥→❝❡ 3❧❡♥♦✇❡ ❛♥✐♦♥② ❦!③❡♠✉ ✐✴❧✉❜

❣❧✐♥✉✱ 3♦ ♥✐❡③✇②❦❧❡ ❜♦❣❛3❛ ✐ !7➺♥♦!♦❞♥❛ ❣!✉♣❛ ♥✐❡♦!❣❛♥✐❝③♥②❝❤ ❝✐❛➟ /3❛➟②❝❤✳ ❙3❛♥♦✇✐→ ♦♥❡

❣➟7✇♥② /❦➟❛❞♥✐❦ /❦♦!✉♣② ❩✐❡♠✐ ♦!❛③ ♣♦③♦/3❛➟②❝❤ ♣❧❛♥❡3 /❦❛❧✐/3②❝❤✱ ❛ 3❛❦➺❡ /→ ♠❛/♦✇♦

/3♦/♦✇❛♥❡ ❥❛❦♦ ♠❛3❡!✐❛➟② ❝❡!❛♠✐❝③♥❡✱ ❜✉❞♦✇❧❛♥❡✱ ❛❞/♦!❜❡♥3②✱ ❦❛3❛❧✐③❛3♦!② ❝③② ♣✐❣♠❡♥3②✳

❆3♦♠ ❙✐ ♥❛❥❝❤➛3♥✐❡❥ 3✇♦!③② ♣♦➟→❝③❡♥✐❡ ③ ❝③3❡!❡♠❛ ❛3♦♠❛♠✐ ❖✱ ❦37!②❝❤ ♣♦③②❝❥❡ ✇②③♥❛❝③❛✲

❥→ ♥❛!♦➺❛ 3❡3!❡❛❞❡!✉ ❦♦♦!❞②♥❛❝②❥♥❡❣♦✳ ❩ !❛❝❥✐ ③❜❧✐➺♦♥②❝❤ ✇➟❛/♥♦➧❝✐ ❝❤❡♠✐❝③♥②❝❤ ❛3♦♠② ❆❧

❝③➛/3♦ ♣♦❞/3❛✇✐❛❥→ ♣♦③②❝❥❡ ❛3♦♠7✇ ❙✐ ✇ 3②❝❤ ✇✐❡❧♦➧❝✐❛♥❛❝❤ ❦♦♦!❞②♥❛❝②❥♥②❝❤ ✇ /③❡!♦❦✐♠

③❛❦!❡/✐❡ /3❡❝❤✐♦♠❡3!✐✐✳ ❙3!✉❦3✉!② ❦!②/3❛❧♦❣!❛✜❝③♥❡ /✐❡❝✐ ❣❧✐♥♦❦!③❡♠✐❛♥♦✇②❝❤ ✉3✇♦!③♦♥②❝❤

③ ❥❡❞♥♦/3❡❦ ✭❙✐❖4✮ ✐ ✭❆❧❖4✮ /→ ❝③➛/3♦ ✇②③♥❛❝③❛♥❡ ♣!③② ③❛➟♦➺❡♥✐✉ ✐/3♥✐❡♥✐❛ ✉♦❣7❧♥✐♦♥②❝❤ ❛3♦✲

♠7✇ ♦ 3❡3!❛❡❞!②❝③♥❡❥ ❦♦♦!❞②♥❛❝❥✐✱ ③❜✐♦!❝③♦ ♦❦!❡➧❧❛♥②❝❤ ❥❛❦♦ ❛3♦♠② ❚✱ ♥❛3♦♠✐❛/3 ❞♦❦➟❛❞♥❛

❞②/3!②❜✉❝❥❛ ❙✐ ✐ ❆❧ ♣♦♠✐➛❞③② ❦!②/3❛❧♦❣!❛✜❝③♥❡ ♣♦③②❝❥❡ ❛3♦♠7✇ ❚ ♣♦③♦/3❛❥❡ ♥✐❡③♥❛♥❛✳ I♦✲

♥❛❞3♦ ❆❧ ✇ ♣♦➟→❝③❡♥✐❛❝❤ ③ ❖ ❝❤➛3♥✐❡ ♣!③②❥♠✉❥❡ ❦♦♦!❞②♥❛❝❥➛ ♦❦❛3❡❞!②❝③♥→✱ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ❙✐

/♣♦3②❦❛♥→ ✇②❥→3❦♦✇♦✳

✶

❲✐❡❧❡ ❣❧✐♥♦❦!③❡♠✐❛♥7✇ 3♦ ✉❦➟❛❞② ♦❞③♥❛❝③❛❥→❝❡ /✐➛ ❝♦ ♥❛❥✇②➺❡❥ ❝③➛➧❝✐♦✇♦ ♣❡!✐♦❞②❝③♥②♠

✉♣♦!③→❞❦♦✇❛♥✐❡♠✱ ③❛3❡♠ ♠♦➺❧✐✇♦➧❝✐ ✐❝❤ ❝❤❛!❛❦3❡!②③❛❝❥✐ /3!✉❦3✉!❛❧♥❡❥ ♠❡3♦❞❛♠✐ ❞②❢!❛❦✲

❝②❥♥②♠✐ /→ ❝③➛/3♦ ♦❣!❛♥✐❝③♦♥❡✳ I!③②❦➟❛❞❡♠ ♠♦➺❡ ❜②➣ ✇/♣♦♠♥✐❛♥② ♣!♦❜❧❡♠ ③ ✇②③♥❛❝③❡♥✐❡♠

❞②/3!②❜✉❝❥✐ ❛3♦♠7✇ ❙✐ ✐ ❆❧ ♠✐➛❞③② ♣♦③②❝❥❡ ❚ /✐❡❝✐✱ ❦37!❛ ♠♦➺❡ ♠✐❡➣ ③♥❛❝③❡♥✐❡ ♥♣✳ ❞❧❛ ✇➟❛✲

/♥♦➧❝✐ ❦❛3❛❧✐3②❝③♥②❝❤ ❣❧✐♥♦❦!③❡♠✐❛♥7✇✳ I♦❞/3❛✇✐❡♥✐❡ ❥♦♥7✇ ❙✐

4+
♣!③❡③ ❆❧

3+
✇ ✇②❥➧❝✐♦✇❡❥

/✐❡❝✐ ❦!③❡♠✐❛♥♦✇❡❥ ✇②♠❛❣❛ ③❜✐❧❛♥/♦✇❛♥✐❛ ➟❛❞✉♥❦✉ ♣!③❡③ ❞♦❞❛3❦♦✇❡ ❦❛3✐♦♥② ✭♥♣✳ ♠❡3❛❧✐✱

❍

+
✮ ♣♦③❛ /✐❡❝✐→ ❚❖x✳ ❘♦③♠✐❡/③❝③❡♥✐❡ 3②❝❤ ❦❛3✐♦♥7✇ ♣♦③❛/✐❡❝✐♦✇②❝❤ ✇ ❣❧✐♥♦❦!③❡♠✐❛♥❛❝❤

♦❞③♥❛❝③❛ /✐➛ ❝③➛/3♦ ③❜②3 ♥✐/❦✐♠ ✉♣♦!③→❞❦♦✇❛♥✐❡♠ ❧✉❜ ③❜②3 ♥✐/❦→ ❦♦♥❝❡♥3!❛❝❥→ ✭♣!③② ♥✐/❦✐❡❥

③❛✇❛!3♦➧❝✐ ❆❧✮✱ ❛❜② ❞❛➣ ✇②!❛➵♥② ♦❜!❛③ ❞②❢!❛❦❝②❥♥②✳ ❘7✇♥✐❡➺ ❣❡♦♠❡3!✐❛ ❝③→/3❡❝③❡❦ ❛❞/♦!✲

❜♦✇❛♥②❝❤ ❧✉❜ ♦❦❧✉❞♦✇❛♥②❝❤ ✇ ♣♦!♦✇❛3②❝❤ ❣❧✐♥♦❦!③❡♠✐❛♥❛❝❤✱ ③ !❛❝❥✐ ❝❤❛♦3②❝③♥❡❣♦ ✉➟♦➺❡✲

♥✐❛ ✐ ♠♦❜✐❧♥♦➧❝✐ 3②❝❤➺❡ ♠♦❧❡❦✉➟✱ ♥✐❡ ③❛✇/③❡ ❥❡/3 ❞♦❜!③❡ ③✐❞❡♥3②✜❦♦✇❛♥❛ ❦!②/3❛❧♦❣!❛✜❝③♥✐❡✳

❲!❡/③❝✐❡ ♥✐❡❦37!❡ /③❡!♦❦♦ /3♦/♦✇❛♥❡ ❣❧✐♥♦❦!③❡♠✐❛♥②✱ ❥❛❦ /③❦➟❛ ✐ ✉✇♦❞♥✐♦♥❡ ❝❡♠❡♥3②✱ /→ ❝✐❛✲

➟❛♠✐ ❛♠♦!✜❝③♥②♠✐✳ ❲❛➺♥②♠ ➵!7❞➟❡♠ ✐♥❢♦!♠❛❝❥✐ ❞❧❛ ❝✐❛➟ ♦ ♥✐/❦✐♠ /3♦♣♥✐✉ ✉♣♦!③→❞❦♦✇❛♥✐❛

/→ ♠❡3♦❞② /♣❡❦3!♦/❦♦♣♦✇❡✱ 3❛❦✐❡ ❥❛❦ /♣❡❦3!♦/❦♦♣✐❛ ✇✐❜!❛❝②❥♥❛ ❝③② !❡③♦♥❛♥/✉ ♠❛❣♥❡3②❝③✲

♥❡❣♦✱ ❥❡❞♥❛❦ 3❛❦ ♦3!③②♠❛♥❡ ✇②♥✐❦✐ /→ ❝③➛/3♦ ♥✐❡❥❡❞♥♦③♥❛❝③♥❡✱ ❛ /♣♦3②❦❛♥❡ ✇ ❧✐3❡!❛3✉!③❡

✐♥3❡!♣!❡3❛❝❥❡ ♥✐❡!③❛❞❦♦ ❛!❜✐3!❛❧♥❡✳

❲♦❜❡❝ ♣♦✇②➺/③②❝❤ 3!✉❞♥♦➧❝✐ ❝❡♥♥②♠ ✇/♣❛!❝✐❡♠ ❡❦/♣❡!②♠❡♥3❛❧♥②❝❤ ❜❛❞❛➠ ❣❧✐♥♦❦!③❡✲

♠✐❛♥7✇ /→ ♠❡3♦❞② ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇❡ ❝❤❡♠✐✐ 3❡♦!❡3②❝③♥❡❥ ✐ ✜③②❦✐ ❝✐❛➟❛ /3❛➟❡❣♦✱ ③✇➟❛/③❝③❛ 3❡ 3!❛❦✲

3✉❥→❝❡ ✇ /♣♦/7❜ ❥❛✇♥② /3!✉❦3✉!➛ ❡❧❡❦3!♦♥♦✇→ ❜❛❞❛♥②❝❤ ♠❛3❡!✐❛➟7✇✳ ❯♠♦➺❧✐✇✐❛❥→ ♦♥❡ ✇②✲

③♥❛❝③❡♥✐❡ !7✇♥♦✇❛❣♦✇②❝❤ ❣❡♦♠❡3!✐✐ ✉❦➟❛❞7✇✱ ❝③➛/3♦➧❝✐ ❤❛!♠♦♥✐❝③♥②❝❤✱ /3❛➟②❝❤ ❡❧❛/3②❝③✲

♥②❝❤✱ /3!✉❦3✉!② ❡❧❡❦3!♦♥♦✇❡❥ ✐ ③✇✐→③❛♥②❝❤ ③ ♥✐→ ✇✐❡❧❦♦➧❝✐ /♣❡❦3!♦/❦♦♣♦✇②❝❤ ✭♥♣✳ ♠❛❣♥❡✲

3②❝③♥②❝❤ /3❛➟②❝❤ ❡❦!❛♥♦✇❛♥✐❛ ❥→❞❡!✮✳ ❚❛❦✐❡ ♣♦❞❡❥➧❝✐❡ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇❡ ♠❛ ♦❝③②✇✐➧❝✐❡ ✇✐❡❧❡

♦❣!❛♥✐❝③❡➠✱ ✇②♥✐❦❛❥→❝②❝❤ ③❛!7✇♥♦ ③ ♣!③②❜❧✐➺♦♥②❝❤ ♠❡3♦❞ ♦♣✐/✉ /3!✉❦3✉!② ❡❧❡❦3!♦♥♦✇❡❥✱

❥❛❦ ✐ ✉♣!♦/③❝③❡➠ ♠♦❞❡❧✉ /✐❡❝✐ ❣❧✐♥♦❦!③❡♠✐❛♥♦✇❡❥✱ ❥❡❞♥❛❦ ❝③➛/3♦ ♣♦③✇❛❧❛ ❞♦❦♦♥❛➣ !❛❝❥♦♥❛❧✲

♥❡❥ ✐♥3❡!♣!❡3❛❝❥✐ ❞❛♥②❝❤ ❡❦/♣❡!②♠❡♥3❛❧♥②❝❤✱ ❥❛❦ ✐ ✉③②/❦❛➣ ❞❛♥❡ ♥✐❡❞♦/3➛♣♥❡ ✇♣!♦/3 ❧✉❜

3!✉❞♥♦ ❞♦/3➛♣♥❡ ③ ❡❦/♣❡!②♠❡♥3✉✳

▼♦✐♠ ♦/✐→❣♥✐➛❝✐❡♠ ♥❛✉❦♦✇②♠✱✇♥♦/③→❝②♠ ③♥❛❝③♥② ✇❦➟❛❞ ❞♦ ✇✐❡❞③② ♦ ♠❛3❡!✐❛➟❛❝❤

♦♣❛!3②❝❤ ♥❛ ♣♦➟→❝③❡♥✐❛❝❤ ❙✐✕❖ ✐ ❆❧✕❖✱ ❥❡/3 ✇②③♥❛❝③❡♥✐❡ ♠❡3♦❞❛♠✐ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇②♠✐ ✇

!♦③❞③✐❡❧❝③♦➧❝✐ ❛3♦♠♦✇❡❥ ✇➟❛/♥♦➧❝✐ /3!✉❦3✉!❛❧♥②❝❤ ✐ /♣❡❦3!♦/❦♦♣♦✇②❝❤ /❡!✐✐ ❦!③❡♠✐❛♥7✇✱

❣❧✐♥✐❛♥7✇ ✐ ❣❧✐♥♦❦!③❡♠✐❛♥7✇ ♦ ❞✉➺②♠ ③♥❛❝③❡♥✐✉ ♣!❛❦3②❝③♥②♠✿ ❝❡♠❡♥37✇✱ ❦❛3❛❧✐3②❝③♥②❝❤

③❡♦❧✐37✇ ✐ ♣✐❣♠❡♥37✇ ✉❧3!❛♠❛!②♥♦✇②❝❤✳ I♦❞/3❛✇♦✇→ ♠❡3♦❞→ ❜❛❞❛✇❝③→ ❜②➟② ♣❡!✐♦❞②❝③♥❡

♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ 3❡♦!✐✐ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛➟✉ ❣➛/3♦➧❝✐ ✭❉❋❚✕❛♥❣✳ ❉❡♥/✐3② ❋✉♥❝3✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦!②✮

③ ❣!❛❞✐❡♥3♦✇②♠✐ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛➟❛♠✐ ❦♦!❡❧❛❝②❥♥♦✲✇②♠✐❡♥♥②♠✐✳ I♦✇②➺/③❡ ♣♦❞❡❥➧❝✐❡ ❥❡/3 ♦❜❡❝♥✐❡

✶
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❥❡❞♥→ ③ ♥❛❥♣♦♣✉❧❛+♥✐❡❥-③②❝❤ ♠❡2♦❞ ✇②③♥❛❝③❛♥✐❛ -2+✉❦2✉+② ❡❧❡❦2+♦♥♦✇❡❥ ✇ ✜③②❝❡ ✐ ❝❤❡♠✐✐

❝✐❛➟❛ -2❛➟❡❣♦✱ -2❛♥♦✇✐→❝ ❦♦♠♣+♦♠✐- ♣♦♠✐➛❞③② ❞♦❦➟❛❞♥♦➧❝✐→ ✇②♥✐❦;✇ ❛ ❦♦-③2❡♠ ♦❜❧✐❝③❡➠✳

❲ ♥✐❡❦2;+②❝❤ ✇②♣❛❞❦❛❝❤✱ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ♣+③②❥➛2❡❣♦ ♠♦❞❡❧✉ ✐ +♦❞③❛❥✉ ♣+♦❜❧❡♠✉ ♥❛✉❦♦✲

✇❡❣♦✱ -2♦-♦✇❛➟❡♠ +;✇♥✐❡➺ ♠❡2♦❞② ❜❛+❞③✐❡❥ ♣+③②❜❧✐➺♦♥❡ ❧✉❜ ❜❛+❞③✐❡❥ ❞♦❦➟❛❞♥❡✳ ■ 2❛❦ ❞♦

♦♣2②♠❛❧✐③❛❝❥✐ ❝❡♠❡♥2;✇ ③ ❞✉➺②♠✐ ❦♦♠;+❦❛♠✐ ❡❧❡♠❡♥2❛+♥②♠✐ ✉➺②✇❛➟❡♠ ♣+③②❜❧✐➺♦♥②❝❤ ♠❡✲

2♦❞ ♠❡❝❤❛♥✐❦✐ ♠♦❧❡❦✉❧❛+♥❡❥ ✭▼▼✮✱ ③ ❦♦❧❡✐ ❞❧❛ ✇②③♥❛❝③❛♥✐❛ ❡♥❡+❣✐✐ ✇③❜✉❞③❡➠ ♦♣2②❝③♥②❝❤

✇ ❦❧❛-2+♦✇②❝❤ ♠♦❞❡❧❛❝❤ ❝③→-2❡❝③❡❦ ✇✐❡❧♦-✐❛+❦♦✇②❝❤ ❝❤+♦♠♦❢♦+;✇ ♦❦❧✉❞♦✇❛♥②❝❤ ✇ ✉❧2+❛✲

♠❛+②♥❛❝❤ -2♦-♦✇❛➟❡♠ ❉❋❚ ③ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛➟❛♠✐ ❤②❜+②❞♦✇②♠✐✳

❇❛❞❛♥✐❡ ✇❝❤♦❞③→❝❡ ✇ -❦➟❛❞ ♦-✐→❣♥✐➛❝✐❛ ♥❛✉❦♦✇❡❣♦ +♦③♣♦❝③→➟❡♠ ♣♦❞❝③❛- -2❛➺✉ ♣♦❞♦❦✲

2♦+-❦✐❡❣♦ ✇ ❉♦♥♦-2✐❛ ■♥2❡+♥❛2✐♦♥❛❧ K❤②-✐❝- ❈❡♥2❡+ ✇ ❉♦♥♦-2✐❛✕❙❛♥ ❙❡❜❛-2✐O♥ ✇ ❍✐-③♣❛♥✐✐

✇ ❧❛2❛❝❤ ✷✵✶✵✲✷✵✶✸✱ ❣❞③✐❡ ③❛❥♠♦✇❛➟❡♠ -✐➛ -②♠✉❧♦✇❛♥✐❡♠ ✇✐❞♠ ❥→❞+♦✇❡❣♦ +❡③♦♥❛♥-✉ ♠❛✲

❣♥❡2②❝③♥❡❣♦ ✭◆▼❘✮ ❞❧❛ +;➺♥②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ✉✇♦❞♥✐♦♥②❝❤ ❝❡♠❡♥2;✇ ❬❍✶✱ ❍✷❪✱ ❥❛❦ +;✇♥✐❡➺

❜❛❞❛♥✐❡♠ -2+✉❦2✉+② ✐ ➧❝✐➧❧✐✇♦➧❝✐ ❦+②-2❛❧✐❝③♥②❝❤ ❣❧✐♥✐❛♥;✇ ✇❝❤♦❞③→❝②❝❤ ✇ -❦➟❛❞ ✇②-♦❦♦❣❧✐✲

♥♦✇②❝❤ ❝❡♠❡♥2;✇ ❬❍✸❪✳ K♦ ❦✐❧❦✉❧❡2♥✐❡❥ ♣+③❡+✇✐❡ ✇ 2❡❥ ❞③✐❡❞③✐♥✐❡ ❜❛❞❛➠✱ ③✇✐→③❛♥❡❥ ③ ♣♦❞✲

❥➛❝✐❡♠ ♥♦✇❡❥ 2❡♠❛2②❦✐ ❜❛❞❛✇❝③❡❥ ✭♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ❉❋❚ ❞❧❛ ❜✐♦❛❦2②✇♥②❝❤ ❦♦♠♣❧❡❦-;✇ ❈✉✭■■✮✮

✇ +❛♠❛❝❤ +❡❛❧✐③♦✇❛♥❡❣♦ ✇ ■♥-2②2✉❝✐❡ ❋✐③②❦✐ K❆◆ ♣+♦❥❡❦2✉ ❊❆❣▲❊✱ ✇+;❝✐➟❡♠ ❞♦ ♦❜❧✐❝③❡✲

♥✐♦✇②❝❤ ❜❛❞❛➠ ❝❡♠❡♥2;✇ ✇❡ ✇-♣;➟♣+❛❝② ③ ♦➧+♦❞❦❛♠✐ 2❡♦+❡2②❝③♥②♠✐ ✐ ❡❦-♣❡+②♠❡♥2❛❧♥②♠✐

✇ ❍✐-③♣❛♥✐✐✱ ❝③❡❣♦ ❡❢❡❦2❡♠ -→ ❥❛❦ ❞♦ 2❡❥ ♣♦+② ❞✇✐❡ ♣+❛❝❡✱ ❥❡❞♥❛ ♣♦♥♦✇♥✐❡ ♣♦❞❡❥♠✉❥→❝❡

2❡♠❛2 ➧❝✐➧❧✐✇♦➧❝✐ ❦+②-2❛❧✐❝③♥②❝❤ ❣❧✐♥✐❛♥;✇ ❬❍✹❪ ✐ ❥❡❞♥❛ ♣♦➧✇✐➛❝♦♥❛ ♦❞♠✐❛♥♦♠ ♣♦❧✐♠♦+✜❝③✲

♥②♠ ♦+2♦❦+③❡♠✐❛♥✉ ✇❛♣♥✐❛✱ ❣➟;✇♥❡❣♦ -❦➟❛❞♥✐❦✉ -✉❝❤❡❣♦ ❝❡♠❡♥2✉ ♣♦+2❧❛♥❞③❦✐❡❣♦ ❬❍✻❪✳

❙❛♠♦❞③✐❡❧♥②♠ ♦❜-③❛+❡♠ ❜❛❞❛➠ ③ ③❛❦+❡-✉ ✜③②❦♦❝❤❡♠✐✐ ❣❧✐♥♦❦+③❡♠✐❛♥;✇✱ ❦2;+② ♣♦❞❥→➟❡♠

♣♦ ③❛❦♦➠❝③❡♥✐✉ ♣+❛❝ ✇ ♣+♦❥❡❦❝✐❡ ❊❆❣▲❊✱ ❜②➟② ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇❡ -2✉❞✐❛ ♥❛❞ ♣✐❣♠❡♥2❛♠✐ 2②✲

♣✉ ✉❧2+❛♠❛+②♥✱ ❝③②❧✐ ♥❛♥♦♣♦+♦✇❛2②♠✐ ❣❧✐♥♦❦+③❡♠✐❛♥❛♠✐ ③❛✇✐❡+❛❥→❝②♠✐ ♦❦❧✉❞♦✇❛♥❡ ✇✐❡✲

❧♦-✐❛+❦♦✇❡ ❝❤+♦♠♦❢♦+②✳ ❲➟❛-♥♦➧❝✐ -2+✉❦2✉+❛❧♥❡ ✐ ✇✐❜+❛❝②❥♥❡ ✉❧2+❛♠❛+②♥ ✇②③♥❛❝③②➟❡♠ ③

♣❡+✐♦❞②❝③♥②❝❤ ♦❜❧✐❝③❡➠ ❉❋❚✱ ❛ ✇➟❛-♥♦➧❝✐ ♦♣2②❝③♥❡ ✐ 2❡♥-♦+ ❣ ❞❧❛ ❡❧❡❦2+♦♥♦✇❡❣♦ +❡③♦♥❛♥-✉

♣❛+❛♠❛❣♥❡2②❝③♥❡❣♦ ③ ♦❜❧✐❝③❡➠ ❉❋❚ ❞❧❛ ❞✉➺②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ❦❧❛-2+♦✇②❝❤✳ ❘❡③✉❧2❛2② 2②❝❤ ❜❛✲

❞❛➠ ♣+③❡❞-2❛✇✐➟❡♠ ✇ ❞✇;❝❤ -❛♠♦❞③✐❡❧♥②❝❤ ♣✉❜❧✐❦❛❝❥❛❝❤ ❬❍✺✱ ❍✽❪✳ ❚+③❡❝✐→ ❜❛❞❛♥→ ♣+③❡③❡

♠♥✐❡✱ ♣♦③❛ ❝❡♠❡♥2❛♠✐ ✐ ✉❧2+❛♠❛+②♥❛♠✐✱ ❣+✉♣→ ❣❧✐♥♦❦+③❡♠✐❛♥;✇ -→ ③❡♦❧✐2② ❝③②❧✐ ♠✐❦+♦✲

♣♦+♦✇❛2❡✱ ❦+②-2❛❧✐❝③♥❡ ❣❧✐♥♦❦+③❡♠✐❛♥② ♦❞③♥❛❝③❛❥→❝❡ -✐➛ ③❞♦❧♥♦➧❝✐❛♠✐ ✇②♠✐❛♥② ❥♦♥♦✇❡❥✱

-③❡+♦❦♦ -2♦-♦✇❛♥❡ ✇ ❛❞-♦+♣❝❥✐ ✐ ❦❛2❛❧✐③✐❡✳ ❉♦ ♦-✐→❣♥✐➛❝✐❛ ♥❛✉❦♦✇❡❣♦ ✇➟→❝③②➟❡♠ ♣+❛❝➛ ❞♦✲

2②❝③→❝→ ❝❤❛+❛❦2❡+②③❛❝❥✐ ❝❡♥2+;✇ ❦✇❛-♦✇②❝❤ ❇+\♥-2❡❞❛ ✇ ③❡♦❧✐❝✐❡ 2②♣✉ ♠❛③③②2✉✱ ✇②❦♦♥❛♥→

✇❡ ✇-♣;➟♣+❛❝② ③ ♥❛✉❦♦✇❝❛♠✐ ③ ■♥-2②2✉2✉ ❑❛2❛❧✐③② ✐ ❋✐③②❦♦❝❤❡♠✐✐ K♦✇✐❡+③❝❤♥✐ K❆◆ ✐♠✳

❏❡+③❡❣♦ ❍❛❜❡+❛ ✇ ❑+❛❦♦✇✐❡ ❬❍✼❪✳ ❲❡ ✇-③②-2❦✐❝❤ ♣+❛❝❛❝❤ ✇✐❡❧♦❛✉2♦+-❦✐❝❤ ❜②➟❡♠ ❣➟;✇♥②♠

❛✉2♦+❡♠ ❝③➛➧❝✐ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇❡❥✳

✷✳✷ ❙③❝③❡❣'➟♦✇② ♦♣✐. ♦.✐→❣♥✐➛❝✐❛ ♥❛✉❦♦✇❡❣♦

✷✳✷✳✶ ❖❜❧✐❝③❡♥✐♦✇❛ 5♣❡❦89♦5❦♦♣✐❛ ❥→❞9♦✇❡❣♦ 9❡③♦♥❛♥5✉ ♠❛❣♥❡8②❝③♥❡❣♦

29
❙✐

❞❧❛ ✉✇♦❞♥✐♦♥②❝❤ ❝❡♠❡♥8C✇ ♣♦98❧❛♥❞③❦✐❝❤ ❬❍✶✱ ❍✷❪

K♦❞-2❛✇♦✇②♠ -❦➟❛❞♥✐❦✐❡♠ ✉✇♦❞♥✐♦♥②❝❤ ❝❡♠❡♥2;✇ ♣♦+2❧❛♥❞③❦✐❝❤✱ ♦❞♣♦✇✐❡❞③✐❛❧♥②♠ ③❛

✐❝❤ ✇➟❛-♥♦➧❝✐ ♠❡❝❤❛♥✐❝③♥❡✱ ❥❡-2 ❛♠♦+✜❝③♥② ❧✉❜ ♥✐-❦♦❦+②-2❛❧✐❝③♥② ✉✇♦❞♥✐♦♥② ❦+③❡♠✐❛♥

✇❛♣♥✐❛✱ ♦❦+❡➧❧❛♥② ❥❛❦♦ ➺❡❧ ❈✕❙✕❍✳ ❖-2❛2♥✐ 2❡+♠✐♥ ✇②❦♦+③②-2✉❥❡ ♣♦✇-③❡❝❤♥✐❡ ♣+③②❥➛2②

✇ ♠❛2❡+✐❛➟♦③♥❛✇-2✇✐❡ ❝❡♠❡♥2✉ -❦+;2♦✇② ③❛♣✐- -2❡❝❤✐♦♠❡2+✐✐ ✇②+❛➺♦♥❡❥ ♣+③❡③ ③❛✇❛+2♦➧➣

♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❝❤ 2❧❡♥❦;✇ ♦③♥❛❝③♦♥②❝❤ ♣♦❥❡❞②♥❝③→ ❧✐2❡+→✱ ♥♣✳ ❈❂❈❛❖✱ ❙❂❙✐❖2✱ ❆❂❆❧2❖3 ✐

❍❂❍2❖✳ ❩❛-2→♣✐❡♥✐❡ ✇-❦❛➵♥✐❦;✇ ❧✐❝③❜♦✇②❝❤ ❞②✇✐③❛♠✐ ✇ ♥❛③✇✐❡ ➺❡❧ ❈✕❙✕❍ ♦❞♥♦-✐ -✐➛

❞♦ ❥❡❣♦ ③♠✐❡♥♥❡❥ -2❡❝❤✐♦♠❡2+✐✐✱ ❦2;+❛ ✇ ♣+③②❜❧✐➺❡♥✐✉ ✇②♥♦-✐ ✭❈❛❖✮1.7✭❙✐❖2✮✭❍2❖✮(1.2−1.8)

✭❧✉❜ ❈1.7❙❍(1.2−1.8) ✇ ♣♦✇②➺-③❡❥ ❦♦♥✇❡♥❝❥✐✮✳ ◆✐-❦✐❡ ✉♣♦+③→❞❦♦✇❛♥✐❡ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ ✉♥✐❡♠♦➺✲

❧✐✇✐❛ ➧❝✐-➟❡ +♦③✇✐→③❛♥✐❡ ❥❡❣♦ -2+✉❦2✉+②✱ ❥❡❞♥❛❦ ♥❛ ♣♦❞-2❛✇✐❡ ♣♦➟→❝③♦♥②❝❤ ✇②♥✐❦;✇ ♠❡2♦❞

❞②❢+❛❦❝②❥♥②❝❤✱ ♠✐❦+♦-❦♦♣✐✐ ❡❧❡❦2+♦♥♦✇❡❥✱ -♣❡❦2+♦-❦♦♣✐✐ ◆▼❘ ✐ ♠❡2♦❞ ❝❤+♦♠❛2♦❣+❛✜❝③♥②❝❤

✹



❘②"✉♥❡❦ ✶✿ ❙!"✉❦!✉"② ❦"②&!❛❧✐❝③♥②❝❤ ✉✇♦❞♥✐♦♥②❝❤ ❦"③❡♠✐❛♥3✇ ✇❛♣♥✐❛ ✐ ♦♣❛"!②❝❤ ♥❛ ♥✐❝❤

♠♦❞❡❧✐ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍✿ ✭✶✮ !♦❜❡"♠♦"②! ✶✹ ➴✱ ✭❛✮ "③✉! ✇ ❦✐❡"✉♥❦✉ ❬✶✵✵❪ ✐ ✭❜✮ ❬✵✶✵❪✱ ✭✷✮ ❥❡♥♥✐!✱

✭❛✮ "③✉! ✇ ❦✐❡"✉♥❦✉ ❬✶✵✵❪ ✐ ✭❜✮ ❬✵✶✵❪✱ ✭✸✮ ❞✐♠❡"②❝③♥② ♠♦❞❡❧ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ ♦♣❛"!② ♥❛ !♦❜❡"✲

♠♦"②❝✐❡✱ ✭✹✮ ♣❡♥!❛♠❡"②❝③♥② ♠♦❞❡❧ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ ♦♣❛"!② ♥❛ !♦❜❡"♠♦"②❝✐❡✱ ✭✺✮ ♣❡♥!❛♠❡"②❝③♥②

♠♦❞❡❧ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ ♦♣❛"!② ♥❛ ❥❡♥♥✐❝✐❡✳ ❲ ♠♦❞❡❧❛❝❤ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ ✇②❥➧❝✐♦✇❡ ❦♦♠3"❦✐ ♦❞♣♦✲

✇✐❡❞♥✐❝❤ ♠✐♥❡"❛➟3✇ ③♦&!❛➟② ♣♦❞✇♦❥♦♥❡ ✇ ❦✐❡"✉♥❦✉ b✳ ◗1
✴◗

2
♦③♥❛❝③❛❥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ !❡!"❛✲

❡❞"② &❦♦♦"❞②♥♦✇❛♥❡ ③ ❥❡❞♥②♠ ❧✉❜ ❞✇♦♠❛ ✐♥♥②♠✐ !❡!"❛❡❞"❛♠✐✱ ✬❜✬ ♦③♥❛❝③❛ !❡!"❛❡❞" ✇ ♣♦③②❝❥✐

♠♦&!❦✉❥→❝❡❥✱ ✬❖❍✬ ♦❜❡❝♥♦➧➣ &♣"♦!♦♥♦✇❛♥❡❣♦ !❧❡♥✉✳ ■✴▲ ♦③♥❛❝③❛❥→ ❥♦♥② ❈❛

2+
♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦

✇ ♣♦③②❝❥❛❝❤ ♠✐➛❞③②✇❛"&!♦✇②❝❤✴✇❛"&!✇♦②❝❤✳ ❑♦❧♦"② ♣✐❡"✇✐❛&!❦3✇✿ ❈❛✕❥❛&♥♦♥✐❡❜✐❡&❦✐✱ ❙✐✕

❝✐❡♠♥♦♥✐❡❜✐❡&❦✐✱ ❖✕❝③❡"✇♦♥②✱ ❍✕❜✐❛➟②✳

✇②❦❛③❛♥♦✱ ➺❡ *+,✉❦+✉,❛ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ ♦♣✐❡,❛ *✐➛ ♥❛ *❦♦➠❝③♦♥②❝❤ ❛♥✐♦♥❛❝❤ ❦,③❡♠✐❛♥♦✇②❝❤✱

③❛✇✐❡,❛❥→❝②❝❤ ✭✸m✲✶✮ ❛+♦♠A✇ ❙✐ ✭m≥✶✮✱ ✉➟♦➺♦♥②❝❤ ✇ ,A✇♥♦❧❡❣➟❡ ✇❛,*+✇②✱ ♣,③❡❞③✐❡❧♦♥❡

✇❛,*+✇❛♠✐ ❈❛

2+
✐ ✇♦❞②✳ ❩❛♣,♦♣♦♥♦✇❛♥② ③♦*+❛➟ *③❡,❡❣ ,A➺♥②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍✱ ❦+A✲

,❡ ③❛③✇②❝③❛❥ ♣,❡③❡♥+✉❥→ ➺❡❧ ❈✕❙✕❍ ❥❛❦♦ ③❞❡❢❡❦+♦✇❛♥② ♠✐♥❡,❛➟ +②♣✉ ✶✹ ➴ +♦❜❡,♠♦,②+✉

✭❚❖❇✶✹✮

✷

❧✉❜ ❥❡♥♥✐+✉ ✭❏❊◆✮✳

✸

❲ ✐❞❡❛❧♥②♠ ❦,②*③+❛❧❡ ❏❊◆ ❝③② +❡➺ ❚❖❇✶✹ ➟❛➠❝✉❝❤② ❦,③❡♠✐❛♥♦✇❡ *→ ♥✐❡*❦♦➠❝③❡♥✐❡

❞➟✉❣✐❡✱ ♣,③② ❝③②♠ ✇ ♦❜,➛❜✐❡ ➟❛➠✉❝❤A✇ ✐*+♥✐❡❥→ ❞✇❛ ♥✐❡,A✇♥♦❝❡♥♥❡ ,♦❞③❛❥❡ +❡+,❛❡❞,A✇

❙✐❖4✿ ❞✇❛ ♥❛ +,③② +❡+,❛❡❞,② ♠❛❥→ ✇*♣A❧♥❡ ❦,❛✇➛❞③✐❡ ③ ♦❦+❛❡❞,❛♠✐ ❈❛❖6✱ ♥❛+♦♠✐❛*+ ❝♦

+,③❡❝✐ +❡+,❛❡❞, ③❛❥♠✉❥❡ ♣♦③②❝❥➛ ❵♠♦*+❦✉❥→❝❛✬ ✭❛♥❣✳ ❵❜,✐❞❣✐♥❣✬✮✱ ✇ ❦+A,❡❥ ❞③✐❡❧✐ +②❧❦♦ +❧❡♥♦✇❡

✇✐❡,③❝❤♦➟❦✐ ③ ✇✐❡❧♦➧❝✐❛♥❛♠✐ ❦♦♦,❞②♥❛❝②❥♥②♠✐ ✇❛♣♥✐❛✱ ③♦❜❛❝③ ❘②*✳ ✶✳ ❯*✉♥✐➛❝✐❡ ❦❛➺❞❡❣♦ ❧✉❜

❝♦ ❞,✉❣✐❡❣♦ +❡+,❛❡❞,✉ ♠♦*+❦✉❥→❝❡❣♦ ♣♦✇♦❞✉❥❡ ♣♦✇*+❛♥✐❡ *+,✉❦+✉, ③➟♦➺♦♥②❝❤ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦

③ ❞✐♠❡,A✇ ❧✉❜ ♣❡♥+❛♠❡,A✇ ❦,③❡♠✐❛♥♦✇②❝❤✱ ❝♦ ③❣❛❞③❛ *✐➛ ③ ❞❛♥②♠✐ ❡❦*♣❡,②♠❡♥+❛❧♥②♠✐

✷

❉♦ ❣#✉♣② '♦❜❡#♠♦#②'✉ ♥❛❧❡➺② ❦✐❧❦❛ ♠✐♥❡#❛➟2✇✱ #2➺♥✐→❝②❝❤ 8✐➛ ❣➟2✇♥✐❡ ③❛✇❛#'♦➧❝✐→ ✇♦❞② ❦#②8'❛❧✐③❛✲

❝②❥♥❡❥ ✐ ③✇✐→③❛♥→ ③ '②♠ ♦❞❧❡❣➟♦➧❝✐→ ♠✐➛❞③② ✇❛#8'✇❛♠✐ ❦#③❡♠✐❛♥♦✇②♠✐✱ 8'→❞ ♥❛③✇② ✶✹✴✶✶✴✾ ➴ '♦❜❡#♠♦#②'✳

✸

■✳ ●✳ ❘✐❝❤❛#❞8♦♥✱ ❈❡♠✳ ❈♦♥❝'✳ ❘❡)✳ ✷✵✵✽✱ ✸✽✱ ✶✸✼✕✶✺✽✳

✺



❞❧❛ ✉✇♦❞♥✐♦♥②❝❤ ❝❡♠❡♥-.✇✳ 01♦♣♦♥♦✇❛♥❡ ♠♦❞❡❧❡ 3-1✉❦-✉1❛❧♥❡ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ ♦♣❛1-❡ ♥❛ ♦❜✉

✇②♠✐❡♥✐♦♥②❝❤ ❦1②3-❛❧✐❝③♥②❝❤ ♠✐♥❡1❛➟❛❝❤ ❞❛✇❛➟② ③ ❣1✉❜3③❛ ③❣♦❞♥❡ ✇②♥✐❦✐ ③ ❞♦3-➛♣♥②♠✐

❞❛♥②♠✐ ❡❦3♣❡1②♠❡♥-❛❧♥②♠✐✱ ♥❛-♦♠✐❛3- ♥✐❡❥❛3♥②♠ ♣♦③♦3-❛✇❛➟♦✱ ❝③② ❦-.1❛➧ ❦❛-❡❣♦1✐❛ ♠♦❞❡❧✐

❥❡3- ✇②1❛➵♥✐❡ ❜❧✐➺3③❛ 1③❡❝③②✇✐3-♦➧❝✐✳ ❈❡❧❡♠ ♠♦✐❝❤ ❜❛❞❛➠ ♣1♦✇❛❞③♦♥②❝❤ ✇ ❉■0❈ ✇ ❣1✉♣✐❡

♣1♦❢✳ ❆♥❞1❡3❛ ❆②✉❡❧❛ ❜②➟♦ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❡ ✇✐❞♠

29
❙✐ ◆▼❘ ♠❡-♦❞❛♠✐ 3-1✉❦-✉1② ❡❧❡❦-1♦♥♦✇❡❥

❞❧❛ 1.➺♥②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ ❜❛③✉❥→❝②❝❤ ♥❛ ❏❊◆ ✐ ❚❖❇✶✹✱ ❛❜② 3-✇✐❡1❞③✐➣✱ ❝③② ❦-.1②➧

③ ♥✐❝❤ ❞❛❥❡ ❧❡♣3③→ ③❣♦❞♥♦➧➣ ③ ❡❦3♣❡1②♠❡♥-❡♠✳

▼♦❞❡❧❡ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ 3❦♦♥3-1✉♦✇❛➟❡♠ 3-❛1-✉❥→❝ ③ ❦1②3-❛❧✐❝③♥②❝❤ 3-1✉❦-✉1 ❏❊◆ ✐ ❚❖❇✶✹✳

✹

●➟.✇♥②♠✐ 1.➺♥✐❝❛♠✐ ♠✐➛❞③② ❏❊◆ ❛ ❚❖❇✶✹ 3→ ✭✐✮ ♦❜❡❝♥♦➧➣ ✇❛13-✇ ❛♥✐♦♥.✇ ❤②❞1♦❦3②❧♦✲

✇②❝❤✱ ❦♦♦1❞②♥✉❥→❝②❝❤ ✇❛13-✇② ❦❛-✐♦♥.✇ ❈❛

2+
✇ ❏❊◆✱ ❝♦ 3❦✉-❦✉❥❡ ♣1❛✇✐❡ ❞✇❛ 1❛③② ✇✐➛❦✲

3③②♠ 3-♦3✉♥❦✐❡♠ ❈✿❙ ♥✐➺ ✇ ❚❖❇✶✹✱ ✭✐✐✮ ♣1♦-♦♥❛❝❥❛ ♠♦3-❦✉❥→❝②❝❤ -❡-1❛❡❞1.✇ ✇ ❚❖❇✶✹✳

❙-1✉❦-✉1➛ ♦❧✐❣♦♠❡1②❝③♥→ ③ ❦1②3-❛❧✐❝③♥❡❣♦ ❏❊◆ ♠♦➺♥❛ ♦-1③②♠❛➣ ♣♦♣1③❡③ ✉3✉♥✐➛❝✐❡ ❡❧❡❦✲

-1②❝③♥✐❡ ♦❜♦❥➛-♥❡❣♦ ❢1❛❣♠❡♥-✉ ✭❙✐❖2✮✱ ♣♦❞❝③❛3 ❣❞② ✇ ❚❖❇✶✹ ✉3✉♥✐➛❝✐❡ ❞♦❞❛-♥✐♦ ♥❛➟❛❞♦✲

✇❛♥❡❣♦ ❢1❛❣♠❡♥-✉ ❬❙✐❖✭❖❍✮❪

+
✇②♠❛❣❛ ③♦❜♦❥➛-♥✐❡♥✐❛ 3✐❡❝✐ ❞♦❞❛-❦♦✇②♠✐ ❦❛-✐♦♥❛♠✐✿ ❈❛

2+

✭❥❡❞❡♥ ♥❛ ❦❛➺❞❡ ❞✇❛ ✉3✉♥✐➛-❡ -❡-1❛❡❞1② ♠♦3-❦✉❥→❝❡✮✱ ❈❛✭❖❍✮

+
❧✉❜ ❍

+
✳ ❲②❥➧❝✐♦✇❡ ❦♦♠.1❦✐

❏❊◆ ✐ ❚❖❇✶✹ ♣♦❞✇♦✐➟❡♠ ✇ ❦✐❡1✉♥❦✉ ➟❛➠❝✉❝❤.✇ ❦1③❡♠✐❛♥♦✇②❝❤✱ ❛❜② -❛❦ ♦-1③②♠❛♥❛ 3✉✲

♣❡1❦♦♠.1❦❛ ♠♦❣➟❛ ✭♣♦ ✉3✉♥✐➛❝✐✉ ❝♦ ❞1✉❣✐❡❣♦ -❡-1❛❡❞1✉ ♠♦3-❦✉❥→❝❡❣♦✮ ♣♦♠✐❡➧❝✐➣ ♣❡♥-❛♠❡1

❦1③❡♠✐❛♥♦✇②✳ ❉♦ ♠♦✐❝❤ ♦❜❧✐❝③❡➠ 3❦♦♥3-1✉♦✇❛➟❡♠ ➟→❝③♥✐❡ ✶✹ ♠♦❞❡❧✐ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ ③❛✇✐❡1❛✲

❥→❝②❝❤ ❞✐♠❡1② ✐ ♣❡♥-❛♠❡1② ❦1③❡♠✐❛♥♦✇❡ ✭✾ ♦♣❛1-②❝❤ ♥❛ ❚❖❇✶✹ ✐ ✺ ♥❛ ❏❊◆✮✱ 1.➺♥✐→❝②❝❤

3✐➛ ✐❧♦➧❝✐→ ✐ 1♦③♠✐❡3③❝③❡♥✐❡♠ ❦♦♠♣❡♥3✉❥→❝②❝❤ ➟❛❞✉♥❡❦ ❦❛-✐♦♥.✇ ❈❛

2+
✱ ❈❛✭❖❍✮

+
✐ ❍

+
✳ ◆✐❡

1♦③✇❛➺❛➟❡♠ ✇②➺3③②❝❤ ✭✸m✲✶✮✲♠❡1.✇ ❦1③❡♠✐❛♥♦✇②❝❤✱ ♣♦♥✐❡✇❛➺ ✭✐✮ -❛❦✐❡ ♦❧✐❣♦♠❡1② ✇②3-➛✲

♣✉❥→ ❥❡❞②♥✐❡ ✇ ♥✐❡✇✐❡❧❦✐❝❤ ✐❧♦➧❝✐❛❝❤ ✇ 3-❛1②❝❤ ♣❛3-❛❝❤ ❝❡♠❡♥-♦✇②❝❤✱ ✭✐✐✮ ✇②♠❛❣❛➟♦❜② -♦

✉➺②❝✐❛ 3✉♣❡1❦♦♠.1❡❦ ③❜②- ❞✉➺②❝❤ ❞♦ ♦❜❧✐❝③❡➠ ❉❋❚✳

❩ ❞❡❢♥✐❝❥✐✱ ♠♦❞❡❧ ♣❡1✐♦❞②❝③♥② ♥✐❡ ♠♦➺❡ ➧❝✐➧❧❡ ♦❞✇③♦1♦✇②✇❛➣ ❝✐❛➟❛ ❛♠♦1✜❝③♥❡❣♦✱ ❞❧❛✲

-❡❣♦ ❝③➛3-②♠ ♣♦❞❡❥➧❝✐❡♠ ✇ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥✐✉ ✉❦➟❛❞.✇ ❛♣❡1✐♦❞②❝③♥②❝❤ ❥❡3- 3-♦3♦✇❛♥✐❡ ❞✉➺②❝❤

3✉♣❡1❦♦♠.1❡❦✱ -❛❦✱ ❛❜② ♣❡1✐♦❞②❝③♥❡ ♦❜1❛③② ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❝❤ ❛-♦♠.✇ ❜②➟② ♠♦➺❧✐✇✐❡ ♦❞❧❡❣➟❡

♦❞ 3✐❡❜✐❡✳ ❙-♦3♦✇❛♥✐❡ ❞✉➺②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ❣❡♦♠❡-1②❝③♥②❝❤ ✇②♠✉3③❛ ③❛③✇②❝③❛❥ 3-♦3♦✇❛♥✐❡ ♣1③②✲

❜❧✐➺♦♥②❝❤ ♠❡-♦❞ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇②❝❤✱ ❥❛❦ ▼▼ ❝③② ♠♦❞❡❧❡ ❝✐❛3♥❡❣♦ ✇✐→③❛♥✐❛✳ 0♦♥✐❡✇❛➺ ❝❡❧❡♠

♠♦❥❡❥ ♣1❛❝② ❜②➟♦ ✇②③♥❛❝③❡♥✐❡ ✇➟❛3♥♦➧❝✐ 3♣❡❦-1♦3❦♦♣♦✇②❝❤ ❜❛1❞③✐❡❥ ❦♦3③-♦✇♥②♠✐ ♦❜❧✐❝③❡✲

♥✐♦✇♦ ♠❡-♦❞❛♠✐ 3-1✉❦-✉1② ❡❧❡❦-1♦♥♦✇❡❥✱ ❦♦♥✐❡❝③♥❡ ❜②➟♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❡ ♦❣1❛♥✐❝③❡♥✐❡ 1♦③♠✐❛1✉

♠♦❞❡❧✉ ✭♦❜❥➛-♦➧❝✐ ❦♦♠.1❦✐ ✐ ❧✐❝③❜② ❡❧❡❦-1♦♥.✇✮✳ ❉❧❛-❡❣♦ ③❞❡❝②❞♦✇❛➟❡♠ 3✐➛ ♣1③❡♣1♦✇❛❞③✐➣

♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ❉❋❚ ❞❧❛ 3❡1✐✐ ❦1②3-❛❧✐❝③♥②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ♦ 1♦③3→❞♥✐❡ ♦❣1❛♥✐❝③♦♥②❝❤ 1♦③♠✐❛1❛❝❤ ❦♦✲

♠.1❡❦✱ ❛ ✇♥✐♦3❦✐ ❞❧❛ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ ♦♣1③❡➣ ♥❛ ✇②♥✐❦❛❝❤ ✉➧1❡❞♥✐♦♥②❝❤ ❞❧❛ ❞❛♥❡❥ ❣1✉♣② ♠♦❞❡❧✐✳

❩ ♣♦✇♦❞✉ ✐ -❛❦ ✇❝✐→➺ ❞✉➺②❝❤ 1♦③♠✐❛1.✇ ♠♦❞❡❧✐ ♣❡1✐♦❞②❝③♥②❝❤ ✭❞❧❛ ♠♦❞❡❧✐ -②♣✉ ❚❖❇✶✹

❦♦♠.1❦✐ ③❛✇✐❡1❛❥→ ♦❦♦➟♦ ✷✵✵ ❛-♦♠.✇ ✐ ♠❛❥→ ♦❜❥➛-♦➧❝✐ ♣♦♥❛❞ ✶✶✵✵ ➴

3
✮ ♦♣-②♠❛❧✐③❛❝❥➛

❣❡♦♠❡-1✐✐ ♣1③❡♣1♦✇❛❞③✐➟❡♠ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ▼▼ ♣1♦❣1❛♠❡♠ ●❯▲0

✺

♣1③② ✉➺②❝✐✉ ♣♦❧❛1②③♦✲

✇❛❧♥②❝❤ ♣♦-❡♥❝❥❛➟.✇ ♠✐➛❞③②❛-♦♠♦✇②❝❤✳

✻

◆❛ -❛❦ ③♦♣-②♠❛❧✐③♦✇❛♥②❝❤ 3-1✉❦-✉1❛❝❤ ✇②❦♦✲

♥❛➟❡♠ ♣❡1✐♦❞②❝③♥❡ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ❉❋❚ ③❛ ♣♦♠♦❝→ ♣❛❦✐❡-✉ ◗❯❆◆❚❯▼ ❊❙0❘❊❙❙❖✱

✼

❦-.1②

✇②❦♦1③②3-✉❥❡ ❜❛③➛ ❢❛❧ ♣➟❛3❦✐❝❤ ❞♦ ♦♣✐3✉ ❡❧❡❦-1♦♥♦✇②❝❤ ❢✉♥❦❝❥✐ ❢❛❧♦✇②❝❤ ✇ ♦❜3③❛1③❡ ✇❛✲

❧❡♥❝②❥♥②♠ ✐ ♦❢❡1✉❥❡ ❦✐❧❦❛ 3♣♦3♦❜.✇ -1❛❦-♦✇❛♥✐❛ ❡❧❡❦-1♦♥.✇ 1❞③❡♥✐❛✱ ✇ -②♠ ♠❡-♦❞➛ ✏01♦✲

❥❡❝-♦1 ❆✉❣♠❡♥-❡❞ ❲❛✈❡3✑ ✭0❆❲✮✱

✽,✾
✉3-❛♥❛✇✐❛❥→❝→ ❥❡❞♥♦③♥❛❝③♥→ ❦♦1❡3♣♦♥❞❡♥❝❥➛ ♣♦♠✐➛✲

✹

❙!"✉❦!✉"❛ ❏❊◆✿ ❊✳ ❇♦♥❛❝❝♦"/✐✱ ❙✳ ▼❡"❧✐♥♦✱ ❍✳❋✳❲✳ ❚❛②❧♦"✱ ❈❡♠✳ ❈♦♥❝'✳ ❘❡)✳ ✷✵✵✹✱ ✸✹✱ ✶✹✽✶✕✶✹✽✽❀

/!"✉❦!✉"❛ ❚❖❇✶✹✿ ❊✳ ❇♦♥❛❝❝♦"/✐✱❙✳ ▼❡"❧✐♥♦✱ ❆✳ ❘✳ ❑❛♠♣❢✱ ❏✳ ❆♠✳ ❈❡'❛♠✳ ❙♦❝✳ ✷✵✵✺✱ ✽✽✱ ✺✵✺✲✺✶✷✳

✺

❏✳ ❉✳ ●❛❧❡✱ ❏✳ ❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳✱ ❋❛'❛❞❛② ❚'❛♥)✳ ✶✾✾✼✱ ✾✸✱ ✻✷✾✕✻✸✼✳

✻

❯➺②!❛ ♣❛"❛♠❡!"②③❛❝❥❛ ♣♦❝❤♦❞③✐ ③ ♥❛/!➛♣✉❥→❝②❝❤ ♣"❛❝ ✕ ❙✐✕❖✿ ▼✳ ❏✳ ❙❛♥❞❡"/✱ ▼✳ ▲❡/❧✐❡✱ ❈✳ ❘✳ ❆✳

❈❛!❧♦✇✱ ❏✳ ❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳✱ ❈❤❡♠✳ ❈♦♠♠✉♥✳ ✶✾✽✹✱ ✶✷✼✶✕✶✷✼✸❀ ❈❛✕❖✿ ●✳ ❱✳ ▲❡✇✐/✱ ❈✳ ❘✳❆✳ ❈❛!❧♦✇✱ ❏✳ 9❤②)✳

❈✿ ❙♦❧✐❞ ❙=❛=❡ 9❤②)✳ ✶✾✽✺✱ ✶✽✱ ✶✶✹✾✕✶✶✻✶❀ ❍✕❖✿ ❩✳ ❉✉✱ ◆✳ ❍✳ ❞❡ ▲❡❡✉✇✱ ❙✉'❢✳ ❙❝✐✳ ✷✵✵✹✱ ✺✺✹✱ ✶✾✸✕✷✶✵✳

✼

]✳ ●✐❛♥♥♦③③✐ ❡= ❛❧✳✱ ❏✳ 9❤②)✳✿ ❈♦♥❞❡♥)✳ ▼❛==❡'✳ ✷✵✵✾✱ ✷✶✱ ✸✾✺✺✵✷✳

✽

]✳ ❇❧^❝❤❧✱ 9❤②)✳ ❘❡✈✳ ❇ ✶✾✾✹✱ ✺✵✱ ✶✼✾✺✸✲✶✼✾✼✾✳

✾

❖ ✐❧❡ ✇✐❡♠✱ ♥✐❡ ♠❛ ♣♦✇/③❡❝❤♥✐❡ ♣"③②❥➛!❡❣♦ ♣♦❧/❦✐❡❣♦ !❡"♠✐♥✉ ❞❧❛ !❡❥ ♠❡!♦❞②✱ ♠♦➺♥❛ ♣"③❡!➟✉♠❛❝③②➣

!➛ ♥❛③✇➛ ❥❛❦♦ ✏♠❡!♦❞❛ ❢❛❧ ✉③✉♣❡➟♥✐♦♥②❝❤ ♦♣❡"❛!♦"❛♠✐ "③✉!♦✇❛♥✐❛✑✳

✻



❞③② ♣❡➟♥♦❡❧❡❦*+♦♥♦✇→ ❢✉♥❦❝❥→ ❢❛❧♦✇→✱ ❛ ❥❡❥ ♠♦♥♦*♦♥✐❝③♥→ ❝③➛➧❝✐→ ✇ +❡❣✐♦♥✐❡ ✇❛❧❡♥❝②❥♥②♠✳

❲ ♠♦✐❝❤ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛❝❤ ✉➺②➟❡♠ ❣+❛❞✐❡♥*♦✇❡❣♦ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛➟✉ ❦♦+❡❧❛❝②❥♥♦✲✇②♠✐❡♥♥❡❣♦ ?❡+❞❡✇✲

❇✉+❦❡✲❊+♥③❡+❤♦❢❛ ✭?❇❊✮✱

✶✵

③❛❝❤♦✇✉❥→❝②❝❤ ✉♥♦+♠♦✇❛♥✐❡ ♣D❡✉❞♦♣♦*❡♥❝❥❛➟E✇ ❚+♦✉❧❧✐❡+❛✲

▼❛+*✐♥❛✱

✶✶

❛ ❡♥❡+❣✐➛ ♦❜❝✐➛❝✐❛ ❞❧❛ ❢❛❧ ♣➟❛D❦✐❝❤ ✉D*❛✇✐➟❡♠ ♥❛ ✽✵ ❘②✳ ?+E❜❦♦✇❛♥✐❡ D*+❡❢②

❇+✐❧❧♦✉✐♥❛ ✇ ♠♦❞❡❧❛❝❤ ❚❖❇✶✹ ✇②❦♦♥❛➟❡♠ ♣+③② ♣♦♠♦❝② D✐❛*❦✐ ✷×✶×✶ ✭❝③②❧✐ ✷ ♣✉♥❦*②

✇ ❦✐❡+✉♥❦✉ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝②♠ ♥❛❥❦+E*D③❡❥ D*❛➟❡❥ D✐❡❝✐♦✇❡❥ ✇ ♣+③❡D*+③❡♥✐ +③❡❝③②✇✐D*❡❥✱ ✇②♥♦✲

D③→❝❡❥ ♥✐❡❝❛➟❡ ✼ ➴✮✱ ❛ ✇ ♠♦❞❡❧❛❝❤ ❏❊◆ ♦❣+❛♥✐❝③②➟❡♠ ❞♦ ♣✉♥❦*✉ Γ✳ ❉♦ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ *❡♥D♦+❛

D*❛➟②❝❤ ❡❦+❛♥♦✇❛♥✐❛ ❥→❞❡+

29
❙✐ ✉➺②➟❡♠ ♥✐❡③❛❧❡➺♥❡❣♦ ♦❞ ❝❡❝❤♦✇❛♥✐❛ ✇❛+✐❛♥*✉ ♠❡*♦❞② ?❆❲

✭●■?❆❲✮✱

✶✷

❦*E+② ✉♠♦➺❧✐✇✐❛ ✇②③♥❛❝③❡♥✐❡ ✇✐❡❧❦♦➧❝✐ ✜③②❝③♥②❝❤ ❝❤❛+❛❦*❡+②③✉❥→❝②❝❤ ♦❞♣♦✲

✇✐❡❞➵ ✉❦➟❛❞E✇ ♣❡+✐♦❞②❝③♥②❝❤ ♥❛ ③❡✇♥➛*+③♥❡ ♣♦❧❡ ♠❛❣♥❡*②❝③♥❡✳

❙♣❡❦*+♦D❦♦♣✐❛ ◆▼❘ ③ ✇✐+♦✇❛♥✐❡♠ ♣♦❞ ❦→*❡♠ ♠❛❣✐❝③♥②♠ ❥❡D* ❥❡❞♥→ ③ ♣♦❞D*❛✇♦✇②❝❤

*❡❝❤♥✐❦ ✇②❦♦+③②D*②✇❛♥②❝❤ ❞♦ ❝❤❛+❛❦*❡+②③❛❝❥✐ ✜③②❦♦❝❤❡♠✐❝③♥❡❥ ❝❡♠❡♥*E✇✱ ❛ ③✇➟❛D③❝③❛ ❢❛③

❛♠♦+✜❝③♥②❝❤✳

✶✸

❲ D♣❡❦*+♦D❦♦♣✐✐

29
❙✐ ♣♦➟♦➺❡♥✐❡ ❙✐ ✇ *❡*+❛❡❞+③❡ ✭❙✐❖✮4 ♣♦➟→❝③♦♥②♠ ♣+③❡③

*❧❡♥♦✇❡ ✇✐❡+③❝❤♦➟❦✐ ③ n ✐♥♥②♠✐ *❡*+❛❡❞+❛♠✐ ③✇②❦➟♦ D✐➛ ♦③♥❛❝③❛➣ ◗

n
✱ ❣❞③✐❡ n ♣+③②❜✐❡+❛

✇❛+*♦➧❝✐ ♦❞ ✵ ✭♦+*♦❦+③❡♠✐❛♥②✮ ❞♦ ✹ ✭❙✐❖2✮✳ ❉❧❛
29
❙✐ ✐③♦*+♦♣♦✇❡ ♣+③❡D✉♥✐➛❝✐❡ ❝❤❡♠✐❝③♥❡

δiso ♠❛❧❡❥❡ ✭❝③②❧✐ ❡❦+❛♥♦✇❛♥✐❡ +♦➧♥✐❡✮✱ ③❡ ✇③+♦D*❡♠ D*♦♣♥✐❛ ❦♦♥❞❡♥D❛❝❥✐ *❡*+❛❡❞+E✇✱ ❥❡❞♥❛❦

❥❡❣♦ ❞♦❦➟❛❞♥❛ ✇❛+*♦➧➣ ③❛❧❡➺② *❡➺ ♦❞ ✇✐❡❧✉ ✐♥♥②❝❤ ❝③②♥♥✐❦E✇✱ ③❛*❡♠ ♦❜D❡+✇♦✇❛♥❡ ③❛❦+❡D②

δiso ❞❧❛ ◗
n
✴◗

(n+1)
❝③➛➧❝✐♦✇♦ D✐➛ ♣♦❦+②✇❛❥→✳ ❲ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ ♦❜D❡+✇✉❥❡ D✐➛ ♥✐❡♠❛❧ ✇②➟→❝③♥✐❡

D②❣♥❛➟② ♣♦❝❤♦❞③→❝❡ ♦❞ ❙✐ ✇ ♣♦③②❝❥❛❝❤ ◗

1
✐ ◗

2
✭❣➟E✇♥❡ D②❣♥❛➟② ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ♦❦♦➟♦ ✲✽✵

✐ ✲✽✺ ♣♣♠✮✱ ❝♦ ♣♦*✇✐❡+❞③❛ ♦❧✐❣♦♠❡+②❝③♥② ♠♦❞❡❧ ❥❡❣♦ ❜✉❞♦✇②✳

❖❜❧✐❝③♦♥❡ ✇ ♣+❛❝② ❬❍✶❪ ♠❡*♦❞→ ●■?❆❲ ✇❛+*♦➧❝✐ ✐③♦*+♦♣♦✇②❝❤ D*❛➟②❝❤ ❡❦+❛♥♦✇❛♥✐❛

✭σiso✮ ❞❧❛ +E➺♥♦❝❡♥♥②❝❤ ❥→❞❡+

29
❙✐ ✇②❦❛③✉❥→ ❞♦➧➣ ❞✉➺② +♦③+③✉*✱ ❛ ✐❝❤ ③❛❦+❡D② ❝③➛➧❝✐♦✇♦

D✐➛ ♣♦❦+②✇❛❥→✱ ❥❛❦ ✇✐❞❛➣ ♥❛ ❘②D✳ ✷✱ ❥❡❞♥❛❦ ♦❣E❧♥✐❡ ❡❦+❛♥♦✇❛♥✐❡ ❥→❞❡+ ✇②❦❛③✉❥❡ *+❡♥❞

◗

2
❃ ◗

2
❜≈◗2

❜❖❍❃◗

1
❃ ◗

1
❖❍✱ ♥♦*❛❝❥❛ ✇②❥❛➧♥✐♦♥❛ ♥❛ ❘②D✳ ✶✳ ❉②D♣❡+D❥❛ ✇❛+*♦➧❝✐

29
❙✐ σiso

❞❧❛ ❥→❞❡+ ✇ ♣♦③②❝❥❛❝❤ ◗

2
❥❡D* ♠♥✐❡❥D③❛ ✐ ♠♥✐❡❥ ③❛❧❡➺♥❛ ♦❞ ♠♦❞❡❧✉ ♥✐➺ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ♣♦③②❝❥✐ ◗

1

✐ ◗

2
❜✳ ❊❦+❛♥♦✇❛♥✐❡ ♣♦③②❝❥✐ ◗

1
❥❡D* ❣❡♥❡+❛❧♥✐❡ D✐❧♥✐❡❥D③❡ ✇ ♠♦❞❡❧❛❝❤ *②♣✉ ❚❖❇ ♥✐➺ ❏❊◆✱ ❝♦

♠♦➺♥❛ ✇②*➟✉♠❛❝③②➣ ♦❜❡❝♥♦➧❝✐→ ❞♦❞❛*❦♦✇②❝❤ ❥♦♥E✇ ❈❛

2+
♠♦D*❦✉❥→❝②❝❤ *❡*+❛❡❞+② ◗

1
✇ D→✲

D✐❛❞✉❥→❝②❝❤ ♦❧✐❣♦♠❡+❛❝❤ ✇ ♠♦❞❡❧❛❝❤ *②♣✉ ❚❖❇✳

29
❙✐ δiso ♦❜❧✐❝③②➟❡♠ ❦♦+③②D*❛❥→❝ ③ ✇❛+*♦➧❝✐

●■?❆❲ σiso ❞❧❛ ❞♦❞❛*❦♦✇②❝❤ ✇③♦+❝E✇ ✭α✕❦✇❛+❝✉ ✐ β✕❈❛2❙✐❖4✮ ✐ ✉➺②➟❡♠ ❞♦ ✇②❦+❡➧❧❡♥✐❛

✇✐❞♠✱ ❦*E+❡ ♠♦➺♥❛ ♣♦+E✇♥❛➣ ③ ✇✐❞♠❛♠✐ ❡❦D♣❡+②♠❡♥*❛❧♥②♠✐✳ ❚+③② *❛❦✐❡ ✇✐❞♠❛ D→ ♣+❡✲

③❡♥*♦✇❛♥❡ ♥❛ ❘②D✳ ✷✱ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ❞❧❛ ♠♦❞❡❧✐ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ ✭✐✮ ♦♣❛+*②❝❤ ♥❛ ❚❖❇ ✐ ③ ✇②D♦❦→

③❛✇❛+*♦➧❝✐→ ❈❛ ✭❈❛✕❚❖❇✮✱ ✭✐✐✮ ♦♣❛+*②❝❤ ♥❛ ❚❖❇ ✐ ③ ♥✐D❦→ ③❛✇❛+*♦➧❝✐→ ❈❛✴ ❦♦♠♣❡♥D❛❝❥→ ➟❛✲

❞✉♥❦✉ ♦♣❛+*→ ♥❛ ♣+♦*♦♥♦✇❛♥✐✉ *❡+♠✐♥❛❧♥②❝❤ *❡*+❛❡❞+E✇ ✭❍✕❚❖❇✮✱ ✭✐✐✐✮ ♦♣❛+*②❝❤ ♥❛ ❏❊◆✳

❉❧❛ ❦❛➺❞❡❣♦ ③ ✇✐❞♠ ✉➺②➟❡♠ ❞❛♥②❝❤ ③ *+③❡❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ♣❡♥*❛♠❡+②❝③♥②❝❤ ✐ ❥❡❞♥❡❣♦ ❞✐♠❡+②❝③✲

♥❡❣♦✳ ▲✐♥✐❡ ❦+♦♣❦♦✇❛♥❡ ③♦D*❛➟② ♦*+③②♠❛♥❡ ♣+③❡③ ③D✉♠♦✇❛♥✐❡ ❢✉♥❦❝❥✐ ❣❛✉DD♦✇D❦✐❝❤ D❝❡♥✲

*+♦✇❛♥②❝❤ ✇♦❦E➟ ✐♥❞②✇✐❞✉❛❧♥②❝❤ ✇❛+*♦➧❝✐ δiso ❞❧❛ ❦❛➺❞❡❣♦ ❥→❞+❛

29
❙✐✱ ❛ ❧✐♥✐❡ ❝✐→❣➟❡ ♣+③❡③

③D✉♠♦✇❛♥✐❡ ❢✉♥❦❝❥✐ ❣❛✉DD♦✇D❦✐❝❤ D❝❡♥*+♦✇❛♥②❝❤ ♥❛ ➧+❡❞♥✐❝❤ ✇❛+*♦➧❝✐❛❝❤ δiso ❞❧❛ ❦❛➺❞❡❣♦

③ ♣✐➛❝✐✉ ♠♦➺❧✐✇②❝❤ *②♣E✇ ◗

n
✇ ♦❜+➛❜✐❡ ❞❛♥❡❣♦ ♠♦❞❡❧✉✳ ❚♦ ♦D*❛*♥✐❡ ✉➧+❡❞♥✐❡♥✐❡ ♠✐❛➟♦

✇ ♣+③②❜❧✐➺♦♥② D♣♦DE❜ ✉✇③❣❧➛❞♥✐➣ ✉➧+❡❞♥✐❡♥✐❡ ♦❜D❡+✇♦✇❛♥②❝❤ D②❣♥❛➟E✇ ✇D❦✉*❡❦ ❡❢❡❦*E✇

❞②♥❛♠✐❝③♥②❝❤ ✭♦D❝②❧❛❝❥❡ D✐❡❝✐ ✐ +✉❝❤② ♠✐➛❞③②✇❛+D*✇♦✇②❝❤ ❝③→D*❡❝③❡❦ ❍2❖✮✱ ♥✐❡♦❜❡❝♥②❝❤

✇ +♦③✇❛➺❛♥②❝❤ ♠♦❞❡❧❛❝❤ D*❛*②❝③♥②❝❤✳ ❙♣♦➧+E❞ ♦*+③②♠❛♥②❝❤ ✇✐❞♠ ③❞❡❝②❞♦✇❛♥✐❡ ♥❛❥❧❡♣✲

D③→ ③❣♦❞♥♦➧➣ ③ ❡❦D♣❡+②♠❡♥*❡♠ ✇②❦❛③✉❥→ ♠♦❞❡❧❡ ❈❛✕❚❖❇✱ ❣❞③✐❡ ✉❞❛➟♦ ♠✐ D✐➛ ♦❞*✇♦+③②➣

D*+✉❦*✉+➛ ✇✐❞♠❛ ③ ❞✇♦♠❛ ❣➟E✇♥②♠✐ D②❣♥❛➟❛♠✐✱ D➟❛❜✐❡❥ ❡❦+❛♥♦✇❛♥②♠✱ ♣♦❝❤♦❞③→❝②♠ ❣➟E✇✲

♥✐❡ ♦❞ *❡*+❛❡❞+E✇ *❡+♠✐♥❛❧♥②❝❤ ◗

1
✐ ♠♦D*❦✉❥→❝②❝❤ ◗

2
❜✱ ♦+❛③ D✐❧♥✐❡❥ ❡❦+❛♥♦✇❛♥②♠✱ ♣♦❝❤♦✲

❞③→❝②♠ ❣➟E✇♥✐❡ ♦❞ ♣♦③②❝❥✐ ◗

2
✳ ❲ ✇✐❞♠✐❡ ♠♦❞❡❧✐ ❍✕❚❖❇ ♦❜❡❝♥❡ D→ ❞♦❞❛*❦♦✇❡ ✐♥*❡♥D②✇✲

✶✵

❏✳ "✳ "❡$❞❡✇✱ ❑✳ ❇✉$❦❡✱ ▼✳ ❊$♥③❡$❤♦❢✱  ❤②#✳ ❘❡✈✳ ▲❡))✳ ✶✾✾✻✱ ✼✼✱ ✸✽✻✺✳

✶✶

◆✳ ❚$♦✉❧❧✐❡$✱ ❏✳ ▲✳ ▼❛$=✐♥>✱  ❤②#✳ ❘❡✈✳ ❇ ✶✾✾✶✱ ✹✸✱ ✶✾✾✸✲✷✵✵✻✳

✶✷

❈✳ ❏✳ "✐❝❦❛$❞✱ ❋✳ ▼❛✉$✐✱  ❤②#✳ ❘❡✈✳ ❇ ✷✵✵✶✱ ✻✸✱ ✷✹✺✶✵✶✳

✶✸

❇✳ ❲❛❧❦❧❡②✱ ❏✳ ▲✳ "$♦✈✐>✱ ▼❛)❡1✳ ❚♦❞❛② ❆❞✈✳ ✷✵✶✾✱ ✶✱ ✶✵✵✵✵✼✳

✼



❘②"✉♥❡❦ ✷✿ ❲②♥✐❦✐ ♦❜❧✐❝③❡➠ ●■.❆❲ ❞❧❛ ♠♦❞❡❧✐ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍✿ ✭✶✮ ❞②=♣❡?=❥❛ ✐③♦A?♦♣♦✇②❝❤

=A❛➟②❝❤ ❡❦?❛♥♦✇❛♥✐❛ ✭σiso✮ ❞❧❛ ?E➺♥②❝❤ A②♣E✇ ◗
n
✱ ♦?❛③ =②♠✉❧♦✇❛♥❡ ✇✐❞♠❛

29
❙✐ ◆▼❘ ❞❧❛

♠♦❞❡❧✐ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ ♦♣❛?A②❝❤ ♥❛ ✭✷✮ ❚❖❇ ③ ❦♦♠♣❡♥=❛❝❥→ ➟❛❞✉♥❦✉ ❦♦♠E?❦✐ ❞♦❞❛A❦♦✇②♠✐

❥♦♥❛♠✐ ❈❛

2+
✱ ✭✸✮ ❚❖❇ ③ ❦♦♠♣❡♥=❛❝❥→ ➟❛❞✉♥❦✉ ❞♦❞❛A❦♦✇②♠✐ ❍

+
✱ ✭✹✮ ❏❊◆✳ ❩❛❝✐❡♥✐♦♥❡

♥❛ ♥✐❡❜✐❡=❦♦ ♦❜=③❛?② ✇=❦❛③✉❥→ ♥❛ A②♣♦✇❡ ❡❦=♣❡?②♠❡♥A❛❧♥❡ ③❛❦?❡=② ✐③♦A?♦♣♦✇②❝❤ ♣?③❡=✉♥✐➛➣

❝❤❡♠✐❝③♥②❝❤ ✭δiso✮ ❥→❞❡?
29
❙✐ ✇ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍✳ ▲✐♥✐❡ ❦?♦♣❦♦✇❛♥❡ ③♦=A❛➟② ♦A?③②♠❛♥❡ ♣?③❡③

③=✉♠♦✇❛♥✐❡ ❢✉♥❦❝❥✐ ❣❛✉==♦✇=❦✐❝❤ =❝❡♥A?♦✇❛♥②❝❤ ✇♦❦E➟ ✐♥❞②✇✐❞✉❛❧♥②❝❤ ✇❛?A♦➧❝✐ δiso ❞❧❛

❦❛➺❞❡❣♦ ❛A♦♠✉✱ ❧✐♥✐❡ ❝✐→❣➟❡ ♣?③❡③ ③=✉♠♦✇❛♥✐❡ ❢✉♥❦❝❥✐ ❣❛✉==♦✇=❦✐❝❤ =❝❡♥A?♦✇❛♥②❝❤ ♥❛ ➧?❡❞✲

♥✐❝❤ ✇❛?A♦➧❝✐❛❝❤ δiso ❞❧❛ ❦❛➺❞❡❣♦ ③ ♣✐➛❝✐✉ ♠♦➺❧✐✇②❝❤ A②♣E✇ ◗
n
✇ ♦❜?➛❜✐❡ ❞❛♥❡❣♦ ♠♦❞❡❧✉✳

♥❡ "②❣♥❛➟② ♣♦❝❤♦❞③→❝❡ ♦❞ "♣.♦/♦♥♦✇❛♥②❝❤ /❡.♠✐♥❛❧♥②❝❤ /❡/.❛❡❞.4✇ ◗

1
❖❍✱ ♣.③❡"✉♥✐➛/❡

✇ "/.♦♥➛ ✇②➺"③②❝❤ δiso✱ ❥❛❦✐❝❤ ♥✐❡ ♦❜"❡.✇♦✇❛♥♦ ❞❧❛ ✉✇♦❞♥✐♦♥②❝❤ ❝❡♠❡♥/4✇✳ ❲.❡"③❝✐❡

✇ ✇✐❞♠✐❡ ♠♦❞❡❧✐ ♦♣❛./②❝❤ ♥❛ ❏❊◆ ✇②"/➛♣✉❥❡ ❜❛.❞③♦ ❞✉➺❛ ❞②"♣❡."❥❛ ✇❛./♦➧❝✐ δiso✱ "❦✉/✲

❦✉❥→❝❛ ♣♦✇"/❛♥✐❡♠ ✇✐❡❧♦♣✐❦♦✇❡❥ "/.✉❦/✉.② ✇✐❞♠❛✱ ♥✐❡♣.③②♣♦♠✐♥❛❥→❝❡❥ ❥❛❦♦➧❝✐♦✇♦ ❞❛♥②❝❤

❡❦"♣❡.②♠❡♥/❛❧♥②❝❤✳

➏❛❞❡♥ ③ /❡"/♦✇❛♥②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ♥✐❡ ♦❞/✇❛.③❛ ✇ ♣❡➟♥✐ ❡❦"♣❡.②♠❡♥/❛❧♥②❝❤ ❣➛"/♦➧❝✐ ♠❛"♦✲

✇②❝❤ ✐ "/❡❝❤✐♦♠❡/.✐✐ ➺❡❧✉ ❈✕❙✖❍✱ ③✇❛➺②✇"③② ❥❡❞♥❛❦✱ ➺❡ ✭✐✮ ❣➛"/♦➧➣ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ "✐❧♥✐❡ ③❛❧❡➺②

♦❞ ✐❧♦➧❝✐ ③✇✐→③❛♥❡❥ ✇♦❞② ✐ .♦❞③❛❥✉ ❥❡❥ ✉♣❛❦♦✇❛♥✐❛ ✭✇❡✇♥→/.③ "/.✉❦/✉.② ❧✉❜ ♥❛ ♣♦✇✐❡.③❝❤♥✐

❞.♦❜✐♥ ➺❡❧✉✮

✶✹

✱ ✐ ✭✐✐✮ ③♥❛❝③♥❛ ❝③➛➧➣ ❈❛ ✇ ✉✇♦❞♥✐♦♥②❝❤ ♣❛"/❛❝❤ ❝❡♠❡♥/♦✇②❝❤ ③♥❛❥❞✉❥❡ "✐➛

✇ ❢♦.♠✐❡ ❞♦♠✐❡"③❡❦ ❈❛✭❖❍✮2
✶✺

♠♦❞❡❧❡ ➺❡❧✉ /②♣✉ ❈❛✖❚❖❇ ♣♦♥♦✇♥✐❡ ✇②❦❛③✉❥→ ♥❛❥❧❡♣"③→

③❣♦❞♥♦➧➣ ③ ❞❛♥②♠✐ ❡❦"♣❡.②♠❡♥/❛❧♥②♠✐✳

✶✹

❏✳ ❙✳ ❉♦❧❛❞♦✱ ▼✳ ●+✐❡❜❡❧✱ ❏✳ ❍❛♠❛❡❦❡+2✱ ❋✳ ❍❡❜❡+✱ ❏✳ ▼❛$❡&✳ ❈❤❡♠✳ ✷✵✶✶✱ ✷✶✱ ✹✹✹✺✲✹✹✹✾✳

✶✺

❏✳ ❏✳ ❚❤♦♠❛2✱ ❏✳ ❏✳ ❈❤❡♥✱ ❍✳ ▼✳ ❏❡♥♥✐♥❣2✱ ❈❤❡♠✳ ▼❛$❡&✳ ✷✵✵✸✱ ✶✺✱ ✸✽✶✸✲✸✽✶✼✳

✽



❘②"✉♥❡❦ ✸✿ ❆♥✐③♦%&♦♣✐❛ ♣&③❡*✉♥✐➛❝✐❛ ❝❤❡♠✐❝③♥❡❣♦ ✭❈❙❆✮ ❥→❞❡&

29
❙✐ ♦❜❧✐❝③♦♥❛ ♠❡%♦❞→

●■<❆❲ ❞❧❛ ♠♦❞❡❧✐ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ ✇②❦&❡➧❧♦♥❛ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ✭✶✮ ✐③♦%&♦♣♦✇❡❣♦ ♣&③❡*✉♥✐➛❝✐❛

❝❤❡♠✐❝③♥❡❣♦ σiso✱ ✭✷✮ *❦♦➧♥♦➧❝✐ ✭♣❛&❛♠❡%&✉ ❛*②♠❡%&✐✐✮ &♦③❦➟❛❞✉ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ✇✐→③❛➠ ❙✐✕❖ ✇

%❡%&❛❡❞&❛❝❤ ❦&③❡♠✐❛♥♦✇②❝❤ γRSi−O
✐ ✭✸✮ *❦♦➧♥♦➧❝✐ &♦③❦➟❛❞✉ ♠♦♠❡♥%L✇ ❞✐♣♦❧♦✇②❝❤ ✇✐→③❛➠

❙✐✕❖ γµSi−O ✳

❚❡♠❛$❡♠ ❦♦❧❡❥♥②❝❤ ❜❛❞❛➠✱ ❦$12②❝❤ ❡❢❡❦$❡♠ ❥❡4$ ♣2❛❝❛ ❬❍✷❪✱ ❜②➟❛ ❜❛2❞③✐❡❥ 4③❝③❡❣1➟♦✇❛

❛♥❛❧✐③❛ 4❦➟❛❞♦✇②❝❤ $❡♥4♦2❛ δ ✐ ✇②❦♦2③②4$❛♥✐❡ ③❛✇❛2$②❝❤ ✇ ♥✐❝❤ ✐♥❢♦2♠❛❝❥✐ ❞♦ ❝❤❛2❛❦$❡✲

2②4$②❦✐ 4$2✉❦$✉2❛❧♥❡❥ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍✳ ❇❛❞❛♥✐❛ $❡ ③♦4$❛➟② ③❛✐♥4♣✐2♦✇❛♥❡ ❞♦➧✇✐❛❞❝③❛❧♥→ ♣2❛❝→

❙❦✐❜4$❡❞❛ ✐ ✇4♣1➟♣2❛❝♦✇♥✐❦1✇✱ ❦$12③② ③❛✉✇❛➺②❧✐✱ ➺❡ ❛♥✐③♦$2♦♣✐❛ ♣2③❡4✉♥✐➛❝✐❛ ❝❤❡♠✐❝③♥❡✲

❣♦ ✭❈❙❆✮ ❥→❞❡2

29
❙✐ ✉♠♦➺❧✐✇✐❛ 2♦③21➺♥✐❛♥✐❡ ♦❞♠✐❡♥♥②❝❤ ❝❡♥$21✇ ◗

n
✱ ♥❛✇❡$ ❣❞② ✐❝❤ δiso

♣2③②❥♠✉❥→ ♣♦❞♦❜♥❡ ✇❛2$♦➧❝✐✳

✶✻

●➟1✇♥❡ ✇②♥✐❦✐ ♣2③❡❞4$❛✇✐➟❡♠ ♥❛ ❘②4✳ ✸✳ ■♥❞❡❦4✉❥→❝ ♣2③❡③ z✱ x✱ y ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ 4❦➟❛❞♦✇❡

❣➟1✇♥❡ $❡♥4♦2❛ δ ♦ ❦♦❧❡❥♥♦ ♠❛❧❡❥→❝②❝❤ ✇❛2$♦➧❝✐❛❝❤ ❜❡③✇③❣❧➛❞♥②❝❤ ♦❞❝❤②❧❡♥✐❛ ♦❞ ✇❛2$♦➧❝✐

➧2❡❞♥✐❡❥ δiso ♠♦➺♥❛ ③❞❡✜♥✐♦✇❛➣ ❈❙❆ ❥❛❦♦ (δiso − δzz)✱ ❛ ♣❛2❛♠❡$2 η ♦♣✐4✉❥→❝② ❛4②♠❡$2✐➛
❈❙❆ ❥❛❦♦ (δxx − δyy)✴❈❙❆✳ ◆✐❡♠❛❧ ✇4③②4$❦✐❡ ❥→❞2❛

29
❙✐ ✇ ♣♦③②❝❥❛❝❤ ◗

1
✇②❦❛③✉❥→✱ ❥❛❦♦

❥❡❞②♥❡✱ ✉❥❡♠♥❡ ✇❛2$♦➧❝✐ ❈❙❆ ❲4③②4$❦✐❡ $②♣② ❝❡♥$21✇ ◗

2
✱ ❥❛❦ 21✇♥✐❡➺ ◗

1
❖❍ ♦❞③♥❛❝③❛❥→

4✐➛ ❞♦❞❛$♥✐♠✐ ❈❙❆✳ W♦♥❛❞$♦ ◗

2
❜❖❍ ✇②❦❛③✉❥→ ✇②2❛➵♥✐❡ ♠♥✐❡❥4③→ ✇❛2$♦➧➣ η ✭♣♦♥✐➺❡❥ ✵✳✻✮

♥✐➺ ♣♦③♦4$❛➟❡ 2♦③✇❛➺❛♥❡ $②♣② ◗

n
✳ ❘1➺♥✐❝❡ ✇ ✇❛2$♦➧❝✐❛❝❤ ❈❙❆ ❞❧❛ 21➺♥②❝❤ $②♣1✇ ◗

n
4→ ③❛✲

③✇②❝③❛❥ ❞②4❦✉$♦✇❛♥❡ ❥❛❦♦ ❡❢❡❦$ 21➺♥❡❥ ✐❧♦➧❝✐ ❦21$❦✐❝❤ ✐ ❞➟✉❣✐❝❤ ✇✐→③❛➠ ❙✐✕❖ ✇ $❡$2❛❡❞2❛❝❤

✭❦21$❦✐❡ ✇✐→③❛♥✐❛ ③ ♥✐❡✇②4②❝♦♥②♠✐ ❛$♦♠❛♠✐ ❖ $❡2♠✐♥✉❥→❝②♠✐ $❡$2❛❡❞2✱ ❛ ❞➟✉❣✐❡ ③ ❛$♦♠❛♠✐

❖ ✇❡ ✇4♣1❧♥②♠ ♥❛2♦➺✉ ❞✇1❝❤ $❡$2❛❡❞21✇✮✳ ❏❛❦♦ ♠✐❛2➛ ❛4②♠❡$2✐✐ 2♦③❦➟❛❞✉ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ✇✐→✲

③❛➠ ✇ $❡$2❛❡❞2③❡ ♣2③②❥→➟❡♠ 4❦♦➧♥♦➧➣ ✭γ✱ 4$❛♥❞❛2②③♦✇❛♥② $2③❡❝✐ ♠♦♠❡♥$✮ ✶✼

✐ ✇②❦2❡➧❧✐➟❡♠

❈❙❆ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ γ✳ ❲❛2$♦➧❝✐ γ ❞❧❛ $❡$2❡❛❞21✇ ◗

2
✱ ◗

2
❜ ✐ ◗

1
❖❍ ✭③ ❞✇♦♠❛ ❦21$❦✐♠✐

✐ ❞✇♦♠❛ ❞➟✉❣✐♠✐ ✇✐→③❛♥✐❛♠✐✮ 4→ ❜❧✐4❦✐❡ ③❡2✉✱ ❛ ◗

1
✭$2③② ❦21$❦✐❡ ✐ ❥❡❞♥♦ ❞➟✉❣✐❡ ✇✐→③❛♥✐❡✮

✐ ◗

2
❜❖❍ ✭❥❡❞♥♦ ❦21$❦✐❡ ✐ $2③② ❞➟✉❣✐❡ ✇✐→③❛♥✐❛✮ ✇②❦❛③✉❥→ ③❛③✇②❝③❛❥ γ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ✇②✲

2❛➵♥✐❡ ♠♥✐❡❥4③❡ ❧✉❜ ✇✐➛❦4③❡ ♦❞ ✵✳ ❏❡4③❝③❡ ❧❡♣✐❡❥ 21➺♥✐❝❡ ✇❡ ✇➟❛4♥♦➧❝✐❛❝❤ 21➺♥②❝❤ $②♣1✇

$❡$2❛❡❞21✇ ✇✐❞❛➣✱ ❣❞② ③❛♠✐❛4$ ❞②4$2②❜✉❝❥✐ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ✇✐→③❛➠ ♣2③②❥→➟❡♠ ✇❛2$♦➧❝✐ ♠♦♠❡♥$1✇

❞✐♣♦❧♦✇②❝❤ ✇✐→③❛➠✱ ③❞❡✜♥✐♦✇❛♥②❝❤ ❥❛❦♦ ✐❧♦❝③②♥ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ✇✐→③❛♥✐❛ ✐ 21➺♥✐❝② ♦❜❧✐❝③♦♥②❝❤

❛$♦♠♦✇②❝❤ ➟❛❞✉♥❦1✇ ▲]✇❞✐♥❛ ❞❧❛ ❙✐ ✐ ❖✳

✶✽

✶✻

▼✳ ❘✳ ❍❛♥&❡♥✱ ❍✳ ❏✳ ❏❛❦♦❜&❡♥✱ ❏✳ ❙❦✐❜&/❡❞✱ ■♥♦#❣✳ ❈❤❡♠✳ ✷✵✵✸✱ ✹✷✱ ✷✸✻✽✲✷✸✼✼✳

✶✼γ =
1
n

∑

n

i=1
(xi−xi)

3

( 1
n

∑

n

i=1
(xi−xi)2)

(3/2)
✱ ✭✇ /❡/9❛❡❞9❛❝❤ ❦9③❡♠✐❛♥♦✇②❝❤ n = 4✮✳

✶✽

❾❛❞✉♥❦✐ ▲C✇❞✐♥❛ ❧❡➺→ ✇ ♣9③❡❞③✐❛➟❛❝❤✿ ✭✐✮ ✶✳✷✵✕✶✳✸✺✱ ❞❧❛ ❛/♦♠N✇ ❙✐✱ ✭✐✐✮ ✭✲✵✳✺✮✕✭✲✵✳✼✮✱ ❞❧❛ ❛/♦♠N✇ ❖

/❡9♠✐♥✉❥→❝②❝❤ /❡/9❛❡❞9✱ ✭✐✐✐✮ ✭✲✵✳✸✮✕✭✲✵✳✺✮✱ ❞❧❛ ❛/♦♠N✇ ❖ ♠♦&/❦✉❥→❝②❝❤ ✭✇ ♣♦③②❝❥✐ ❙✐✕❖✕❙✐✴❍✮✳

✾



❖!"③②♠❛♥❡ ✇②♥✐❦✐ !❡♦"❡!②❝③♥❡ ♣♦❦❛③✉❥→✱ ➺❡ ❛♥❛❧✐③❛ 5❦➟❛❞♦✇②❝❤ !❡♥5♦"❛ δ ✉♠♦➺❧✐✇✐❛

"♦③"9➺♥✐❛♥✐❡ "9➺♥②❝❤ !②♣9✇ ◗

n
✱ ❛ !❛❦➺❡ 5!✇✐❡"❞③✐➣ ♦❜❡❝♥♦➧➣ ✇✐→③❛➠ ❖✕❍ ✇ !❡!"❛❡❞"❛❝❤

❙✐❖4✳ ◆✐❡5!❡!②✱ ♣♦♠✐❛" ❈❙❆ ❞❧❛ ❝✐❛➟ ❛♠♦"✜❝③♥②❝❤ ❥❡5! ❞✉➺♦ !"✉❞♥✐❡❥5③② ♥✐➺ ❞❧❛ ❦"②5③!❛➟9✇

✭❣❞③✐❡ ❣➟9✇♥❡ 5❦➟❛❞♦✇❡ !❡♥5♦"❛ δ ♠♦➺♥❛ ♦!"③②♠❛➣ ❝❤♦➣❜② ♣"③❡③ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐→ ♦"✐❡♥!❛❝❥➛

♠♦♥♦❦"②5③!❛➟✉ ✇ ♣♦❧✉ ♠❛❣♥❡!②❝③♥②♠✮ ✐ ♦❜❡❝♥✐❡ !❛❦✐❡ ❞❛♥❡✱ ✇❡❞❧❡ ♠♦❥❡❥ ✇✐❡❞③②✱ ♥✐❡ 5→

❞♦5!➛♣♥❡ ❞❧❛ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍✳ ❩❛5❛❞♥✐❝③♦ ❥❡❞♥❛❦ ③♠✐❡"③❡♥✐❡ ❈❙❆ ❞❧❛ ♣"9❜❡❦ ♥✐❡❦"②5!❛❧✐❝③♥②❝❤

❥❡5! ♠♦➺❧✐✇❡ ♣"③② ✉➺②❝✐✉ !❡❝❤♥✐❦ ❞✇✉✇②♠✐❛"♦✇❡❣♦ ◆▼❘✱ ❥❡5! ✇✐➛❝ 5③❛♥5❛✱ ➺❡ !❛❦✐❡ ♣♦♠✐❛"②

③♦5!❛♥→ !❡➺ ③"❡❛❧✐③♦✇❛♥❡ ❞❧❛ ✉✇♦❞♥✐♦♥②❝❤ ❝❡♠❡♥!9✇✱ ❛ ♦♠9✇✐♦♥❡ ✇②♥✐❦✐ !❡♦"❡!②❝③♥❡ ♦❦❛➺→

5✐➛ ♣♦♠♦❝♥❡ ✇ ✐♥!❡"♣"❡!❛❝❥✐ ♣"③②5③➟②❝❤ ❞❛♥②❝❤ ❡❦5♣❡"②♠❡♥!❛❧♥②❝❤✳

✷✳✷✳✷ "♦❧✐♠♦'✜③♠ ✐ ❞♦♠✐❡,③❦♦✇❛♥✐❡ ✇ ❦'②,2❛❧✐❝③♥②❝❤ ,❦➟❛❞♥✐❦❛❝❤ ✇②,♦❦♦❣❧✐✲

♥♦✇②❝❤ ❝❡♠❡♥28✇ ✕ ♣❡'✐♦❞②❝③♥❡ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ❉❋❚ ❬❍✸✱ ❍✹❪

N"③❡❞♠✐♦!❡♠ ❦♦❧❡❥♥②❝❤ ❜❛❞❛➠ ③ ❞③✐❡❞③✐♥② ✜③②❦♦❝❤❡♠✐✐ ❝❡♠❡♥!9✇✱ ③❛♣"♦♣♦♥♦✇❛♥②♠ ♣"③❡③

❣"✉♣➛ ❡❦5♣❡"②♠❡♥!❛❧♥→ ♣"♦❢✳ ▼✐❣✉❡❧❛ ❆"❛♥❞② ✭❯♥✐✇❡"5②!❡! ✇ ▼❛❧❛❞③❡✱ 5②♥❝❤"♦!"♦♥

❆▲❇❆✮✱ ❜②➟② ❦"②5!❛❧✐❝③♥❡ ❣❧✐♥✐❛♥②✱ ❦!9"❡ 5!❛♥♦✇✐→ ❣➟9✇♥② 5❦➟❛❞♥✐❦ ❝❡♠❡♥!9✇ ✇②5♦❦♦✲

❣❧✐♥♦✇②❝❤ ❧✉❜ ♣♦❥❛✇✐❛❥→ 5✐➛ ❥❛❦♦ !♦✇❛"③②5③→❝❡ 5❦➟❛❞♥✐❦✐ ♣♦❞❝③❛5 ✉✇❛❞♥✐❛♥✐❛ ③✇②❦➟②❝❤

❝❡♠❡♥!9✇ ♣♦"!❧❛♥❞③❦✐❝❤✳ ❲ ❞✇9❝❤ ♣"❛❝❛❝❤ ♦ !❡❥ !❡♠❛!②❝❡ ❞♦ ♣❡"✐♦❞②❝③♥②❝❤ ♦❜❧✐❝③❡➠

❉❋❚✴N❇❊ ✉➺②➟❡♠ ♣"♦❣"❛♠✉ ❙■❊❙❚❆✱

✶✾

✱ ✇②❦♦"③②5!✉❥→❝❡❣♦ ♥✉♠❡"②❝③♥❡ ❜❛③② ③❧♦❦❛❧✐③♦✲

✇❛♥❡ ♥❛ ❛!♦♠❛❝❤ ✐ ③❛❝❤♦✇✉❥→❝❡ ♥♦"♠➛ ♣5❡✉❞♦♣♦!❡♥❝❥❛➟②✳

11
❩❛5!♦5♦✇❛➟❡♠ ❜❛③➛ ♦❦"❡➧❧❛♥→

♣"③❡③ ❛✉!♦"9✇ ❦♦❞✉ ❙■❊❙❚❆✱ ♣"③❡③ ❛♥❛❧♦❣✐➛ ❞♦ ❜❛③ ❢✉♥❦❝❥✐ ●❛✉55❛ ❥❛❦♦ 5♣♦❧❛"②③♦✇❛♥❛

❜❛③❛ ♦ ♣♦❞✇♦❥♦♥❡❥ ❧✐❝③❜✐❡ ❦♦♥!"❛❦❝❥✐ ✭✬♣♦❧❛"✐③❡❞ ❞♦✉❜❧❡ ③❡!❛✬✮ ❛ ❣➛5!♦➧➣ !"9❥✇②♠✐❛"♦✇❡❥

5✐❛!❦✐✱ ✉➺②!❡❥ ✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛❝❤ ❣➛5!♦➧❝✐ ❡❧❡❦!"♦♥♦✇❡❥✱ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛➟❛ ❡♥❡"❣✐✐ ♦❜❝✐➛❝✐❛ ❢❛❧ ♣➟❛✲

5❦✐❝❤ ✇②♥♦5③→❝❡❥ ✹✵✵ ❘②✳

N✐❡"✇5③❛ ♣"❛❝❛ ❬❍✸❪✱ ✇ ❦!9"❡❥ ❜②➟❡♠ ❣➟9✇♥②♠ ❛✉!♦"❡♠ ❝③➛➧❝✐ !❡♦"❡!②❝③♥❡❥✱ ♣♦➧✇✐➛❝♦♥❛

③♦5!❛➟❛ ❜❛❞❛♥✐♦♠ 5!"✉❦!✉"❛❧♥②♠ ♥❛❞ ②❡✬❡❧✐♠✐!❡♠ ✭❨❊▲✮✱ ❣➟9✇♥②♠ 5❦➟❛❞♥✐❦✐❡♠ ✉✇♦❞♥✐♦✲

♥②❝❤ ❝❡♠❡♥!9✇ ✇❛♣♥✐♦✇♦✲5✐❛"❝③❛♥♦✇♦✲❣❧✐♥♦✇②❝❤✳ ❚❛ ♦5!❛!♥✐❛ ❣"✉♣❛ ❝❡♠❡♥!9✇ ❥❡5! ❝♦"❛③

❝❤➛!♥✐❡❥ "♦③✇❛➺❛♥→ ❛❧!❡"♥❛!②✇→ ❞❧❛ ❝❡♠❡♥!✉ ♣♦"!❧❛♥❞③❦✐❡❣♦✱ ③❡ ✇③❣❧➛❞✉ ♥❛ !❛❦✐❡ ✇➟❛5♥♦➧❝✐

❥❛❦ ♥✐➺5③❡ ③✉➺②❝✐❡ ❡♥❡"❣✐✐ ✇ ♣"♦❝❡5✐❡ ♣"♦❞✉❦❝❥✐✱ 5③②❜❦✐ ❝③❛5 ✇✐→③❛♥✐❛ ❝③② ❞✉➺❛ ♦❞♣♦"♥♦➧➣

❝❤❡♠✐❝③♥❛✳

✷✵

❨❊▲✱ ③♥❛♥② ③❛"9✇♥♦ ❥❛❦♦ 5❦➟❛❞♥✐❦ ❝❡♠❡♥!9✇ ✐ ♥❛!✉"❛❧♥✐❡ ✇②5!➛♣✉❥→❝② ♠✐✲

♥❡"❛➟✱ 5!"✉❦!✉"❛❧♥✐❡ ♥❛❧❡➺② ❞♦ "♦❞③✐♥② 5♦❞❛❧✐!✉ ✭❙❖❉✮✳ ❙❖❉ !♦ ❦"②5!❛❧✐③✉❥→❝② ✇ ✉❦➟❛❞③✐❡

"❡❣✉❧❛"♥②♠ ✭P43n✮ ❣❧✐♥♦❦"③❡♠✐❛♥ ♦ 5❦➟❛❞③✐❡ ❦♦♠9"❦✐ ◆❛8❬❆❧6❙✐6❖24❪❈❧2✱ ✐ 5!"✉❦!✉"③❡ ✇

❦!9"❡❥ ♣♦③②❝❥❡ !❡!"❛❡❞"②❝③♥✐❡ ❦♦♦"❞②♥♦✇❛♥②❝❤ ♣"③❡③ ❖ ❛!♦♠9✇ ❙✐ ✐ ❆❧ ✇②③♥❛❝③❛❥→ ♥❛"♦✲

➺❛ ♣♦➟→❝③♦♥②❝❤ ➧❝✐❛♥❛♠✐ ➧❝✐➛!②❝❤ ❦✉❜♦♦❦!❛❡❞"9✇✱ ③✇❛♥②❝❤ ❥❡❞♥♦5!❦❛♠✐ 5♦❞❛❧✐!♦✇②♠✐✱ ♦

➧"❡❞♥✐❝② ♦❦♦➟♦ ✼ ➴✳ ❏❡❞♥♦5!❦✐ !❡ 5→ ❝❡♥!"♦✇❛♥❡ ♣"③❡③ ❛♥✐♦♥② ❈❧

−
✱ ❛ ❦❛!✐♦♥② ◆❛

+
③❛❥♠✉✲

❥→ ♣♦③②❝❥❡ ✇ ♣♦❜❧✐➺✉ ➧"♦❞❦9✇ 5③❡➧❝✐♦❦→!♥②❝❤ ➧❝✐❛♥ !②❝❤➺❡ ❥❡❞♥♦5!❡❦✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❛ 5✐❡❝✐ ❙❖❉

♣♦③♦5!❛❥❡ 5!❛❜✐❧♥❛ ✇ 5③❡"♦❦✐♠ ③❛❦"❡5✐❡ 5❦➟❛❞9✇ ❝❤❡♠✐❝③♥②❝❤✱ ❞③✐➛❦✐ ❝③❡♠✉ ✐5!♥✐❡❥❡ ✇✐❡❧❡

❝✐❛➟ 5!❛➟②❝❤✱ ❦!9"②❝❤ 5!"✉❦!✉"➛ ♠♦➺♥❛ ❢♦"♠❛❧♥✐❡ ✇②✇✐❡➧➣ ③ ❙❖❉ ♣♦♣"③❡③ ♣♦❞5!❛✇✐❡♥✐❡ ❦❛✲

!✐♦♥9✇ ◆❛

+
✭③❛③✇②❝③❛❥ ❦❛!✐♦♥❛♠✐ ✐♥♥②❝❤ ♠❡!❛❧✐ ♦ ♥✐5❦✐❝❤ ➟❛❞✉♥❦❛❝❤✮✱ ❛♥✐♦♥9✇ ❈❧

−
✭♥♣✳

✐♥♥②♠✐ ❛♥✐♦♥❛♠✐ ❤❛❧♦❣❡♥❦♦✇②♠✐✱ ❙

2−
✱ ❙❖

2−
4 ✮✱ ❛!♦♠9✇ ❚ ✭♥♣✳ ♣"③❡③ ❇✱ N✱ ●❛✮✱ ❛ ♥❛✇❡!

❛!♦♠9✇ ❖ ✭♣"③❡③ ◆ ❧✉❜ ❈❧✮✳

✷✶

❲ ❦"②5③!❛➟❛❝❤ ♦ 5!"✉❦!✉"③❡ ❙❖❉ ✐5!♥✐❡❥❡ ❝❛➟② 5③❡"❡❣ ♠❡✲

❝❤❛♥✐③♠9✇ ♣"♦✇❛❞③→❝②❝❤ ❞♦ ③♠✐❛♥② ❣"✉♣② ♣"③❡5!"③❡♥♥❡❥ ❦"②5③!❛➟✉ ✭❝③➛➧❝✐♦✇❛ "♦!❛❝❥❛ ✐

❞❡❢♦"♠❛❝❥❛ ❥❡❞♥♦5!❡❦ ❚❖4✱ ❞②5!"②❜✉❝❥❛ ❛!♦♠9✇ "9➺♥②❝❤ ♣✐❡"✇✐❛5!❦9✇ ♠✐➛❞③② ♣♦③②❝❥❡ ❚✱

♦❦❧✉③❥❛ ✇ ❦♦♠♦"❛❝❤ 5♦❞❛❧✐!♦✇②❝❤ ♠♦❧❡❦✉➟ ♦ ♥✐5❦✐❡❥ 5②♠❡!"✐✐ ✐!❞✳✮✱ ✇ ❦♦♥5❡❦✇❡♥❝❥✐ ❝③❡❣♦

5②♠❡!"✐❛ 5✐❡❝✐ ♠♦➺❡ ♦❞❜✐❡❣❛➣ ♦❞ 5②♠❡!"✐✐ ❙❖❉✱ ❛ ♥❛✇❡! ♥✐❡ ♠✉5✐ ♣♦③♦5!❛✇❛➣ ✇ ✉❦➟❛❞③✐❡

"❡❣✉❧❛"♥②♠✳

✶✾

❏✳ ▼✳ ❙♦❧❡' ❡! ❛❧✳✱ ❏✳ &❤②)✳✿ ❈♦♥❞❡♥)✳ ▼❛!!❡0 ✷✵✵✷✱ ✶✹✱ ✷✼✹✺✲✷✼✼✾✳

✷✵

▼✳ ❈✳ ●✳ ❏✉❡♥❣❡'✱ ❋✳ ❲✐♥♥❡❢❡❧❞✱ ❏✳ ▲✳ :'♦✈✐<✱ ❏✳ ❍✳ ■❞❡❦❡'✱ ❈❡♠✳ ❈♦♥❝0✳ ❘❡)✳ ✷✵✶✶✱ ✹✶✱ ✶✷✸✷✲✶✷✹✸✳

✷✶

❲✳ ❉❡♣♠❡✐❡'✱ ❘❡✈✳ ▼✐♥❡0❛❧✳ ●❡♦❝❤❡♠✳ ✷✵✵✺✱ ✺✼✱ ✷✵✸✲✷✹✵✳
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❨❊▲ ❥❡%& ❛♥❛❧♦❣✐❡♠ ❙❖❉✱ ✇ ❦&45②♠ ✇%③②%&❦✐❡ ♣♦③②❝❥❡ ❚ %→ ♦❜%❛❞③♦♥❡ ♣5③❡③ ❆❧✱

❛ %❦➟❛❞ 5❡❣✉❧❛5♥❡❥ ❦♦♠45❦✐ ♦ ♠❛❦%②♠❛❧♥❡❥ %②♠❡&5✐✐ I43m ✇②♥♦%✐ ❈❛8❆❧12❖24✭❙❖4✮2✳

▼♦➺❧✐✇♦➧➣ ❦5②%&❛❧✐③❛❝❥✐ ❨❊▲ ✇ ✉❦➟❛❞③✐❡ 5❡❣✉❧❛5♥②♠ ❜②✇❛ ❥❡❞♥❛❦ ♣♦❞❞❛✇❛♥❛ ✇ ✇→&♣❧✐✲

✇♦➧➣ ✐ ✇ ❧✐&❡5❛&✉5③❡ ♣5♦♣♦♥♦✇❛♥♦ ❦✐❧❦❛ ✐♥♥②❝❤ %&5✉❦&✉5 ❨❊▲ ✭&❡&5❛❣♦♥❛❧♥②❝❤ ✐ 5♦♠❜♦✇②❝❤✮✳

◆❛ ♣♦❞%&❛✇✐❡ ❞❛♥②❝❤ ③ ❞②❢5❛❦❝❥✐ 5❡♥&❣❡♥♦✇%❦✐❡❥ ✐ ♥❡✉&5♦♥♦✇❡❥ ✇ ❝③➛➧❝✐ ❡❦%♣❡5②♠❡♥&❛❧♥❡❥

♣5❛❝② ❬❍✸❪ %&✇✐❡5❞③♦♥♦✱ ➺❡ ✇ &❡♠♣❡5❛&✉5③❡ ♣♦❦♦❥♦✇❡❥ ❨❊▲ ❦5②%&❛❧✐③✉❥❡ ✇ 5♦♠❜♦✇❡❥ %&5✉❦✲

&✉5③❡ ♦ %②♠❡&5✐✐ Pcc2 ✐ ③❛✇❛5&♦➧❝✐ ❦♦♠45❦✐ ❞✇❛ 5❛③② ✇✐➛❦%③❡❥ ♥✐➺ ❞❧❛ ❦♦♠45❦✐ 5❡❣✉❧❛5♥❡❥✱
♥❛&♦♠✐❛%& ✇ ♣♦❞✇②➺%③♦♥❡❥ &❡♠♣❡5❛&✉5③❡ ✭✹✼✵

◦
❈✮ ③❛❝❤♦❞③✐ ♣5③❡♠✐❛♥❛ ❢❛③♦✇❛ ❞♦ %&5✉❦✲

&✉5② ✭♣%❡✉❞♦✮5❡❣✉❧❛5♥❡❥✳ ❆❜② ③❜❛❞❛➣ ✇③❣❧➛❞♥→ %&❛❜✐❧♥♦➧➣ ❡♥❡5❣❡&②❝③♥→ 54➺♥②❝❤ ♦❞♠✐❛♥

♣♦❧✐♠♦5✜❝③♥②❝❤ ❨❊▲ ♣5③❡♣5♦✇❛❞③✐➟❡♠ ♦♣&②♠❛❧✐③❛❝❥➛ ❣❡♦♠❡&5✐✐ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚✴V❇❊

❞❧❛ ❦✐❧❦✉ %&5✉❦&✉5✳ ❏❛❦♦ ✇②❥➧❝✐♦✇②❝❤ ❣❡♦♠❡&5✐✐ ✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛❝❤ ✉➺②➟❡♠ ❡❦%♣❡5②♠❡♥&❛❧♥②❝❤

%&5✉❦&✉5 ③ ❧✐&❡5❛&✉5②✿ ✭✐✮ 5❡❣✉❧❛5♥❡❥ I43m✱ ✭✐✐✮ 5♦♠❜♦✇❡❥ Pcc2 ✭✇②③♥❛❝③♦♥❡❥ ✇ ❡❦%♣❡5②✲

♠❡♥&❛❧♥❡❥ ❝③➛➧❝✐ ♦♠❛✇✐❛♥❡❥ ♣5❛❝②✮✱ ✭✐✐✐✮ &❡&5❛❣♦♥❛❧♥❡❥ P4c2✱✷✷ ❛ &❛❦➺❡ ✭✐✈✮ %&5✉❦&✉5 ✇②❣❡✲
♥❡5♦✇❛♥②❝❤ ♣5③❡③ ♦❞❦%③&❛➟❝❡♥✐❡ ✇②❥➧❝✐♦✇❡❥ %&5✉❦&✉5② 5❡❣✉❧❛5♥❡❥ ✭♥♣✳ ♣5③❡③ 5♦&❛❝❥➛ ❛♥✐♦♥✉

❙❖

2−
4 ✮✳ ❉❧❛ ③♦♣&②♠❛❧✐③♦✇❛♥②❝❤ %&5✉❦&✉5 ♣♦♥❛❞&♦ ♦❜❧✐❝③②➟❡♠ ❡♥❡5❣✐➛ ❞❧❛ ❦♦♠45❡❦ ➧❝✐➧♥✐➛✲

&②❝❤ ✐ 5♦③❝✐→❣♥✐➛&②❝❤ ✇♦❦4➟ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡5❣✐✐✱ ❛ &❛❦ ♦&5③②♠❛♥❡ ♣✉♥❦&② ❞♦♣❛%♦✇❛➟❡♠ ❞♦

✇③♦5✉ ▼✉5♥❛❣❤❛♥❛

✷✸

❛❜② ♦&5③②♠❛➣ ❦5③②✇❡ ❡♥❡5❣✐❛✕♦❜❥➛&♦➧➣ ❦♦♠45❦✐✳

❩♦♣&②♠❛❧✐③♦✇❛♥❡ %&5✉❦&✉5② ✐ ❦5③②✇❡ ❡♥❡5❣✐❛✕♦❜❥➛&♦➧➣ %→ ♣5③❡❞%&❛✇✐♦♥❡ ♥❛ ❘②%✳ ✹✳

◆❛❥❜❛5❞③✐❡❥ %&❛❜✐❧♥→ ❢♦5♠→ ❨❊▲ ♦❦❛③❛➟❛ %✐➛ ❜②➣ %&5✉❦&✉5❛ Pcc2✱ ✇ ③❣♦❞③✐❡ ③ ❞❛♥②♠✐ ❡❦%♣❡✲
5②♠❡♥&❛❧♥②♠✐✳ ❲ ♣5♦❝❡%✐❡ ♦♣&②♠❛❧✐③❛❝❥✐ ❣❡♦♠❡&5✐✐ &❡&5❛❣♦♥❛❧♥❛ %&5✉❦&✉5❛ P4c2 ✉③❜✐❡➺♥✐➟❛
%✐➛ ❞♦ %&5✉❦&✉5② Pcc2✳ ❲❛5&♦ ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ 5♦♠❜♦✇❛ ❦♦♠45❦❛ Pcc2 ♠❛ ♣❛5❛♠❡&5② ❜❧✐%❦✐❡
&❡&5❛❣♦♥❛❧♥❡❥ ✭a ≈ b✮✱ ❝♦ ♠♦➺❡ &➟✉♠❛❝③②➣ ♥❛❥✇②5❛➵♥✐❡❥ ♠②❧♥❡ ♣5③②♣✐%❛♥✐❡ ❨❊▲ %&5✉❦&✉5②

P4c2✳ V♦♥❛❞&♦✱ ❜✐♦5→❝ ♦❞❦%③&❛➟❝♦♥→ ❣❡♦♠❡&5✐➛ ❦♦♠45❦✐ 5❡❣✉❧❛5♥❡❥ ③❛ ✇②❥➧❝✐♦✇→✱ ♦&5③②♠❛✲
➟❡♠ ③ ♦❜❧✐❝③❡➠ ❞✇✐❡ ♥♦✇❡ %&5✉❦&✉5②✱ ♦ ❡♥❡5❣✐✐ ♣♦➧5❡❞♥✐❡❥ ♠✐➛❞③② ✇❛5&♦➧❝✐❛♠✐ ❞❧❛ ♦❞♠✐❛♥

5♦♠❜♦✇❡❥ ✐ 5❡❣✉❧❛5♥❡❥✱ ♠✐❛♥♦✇✐❝✐❡ &❡&5❛❣♦♥❛❧♥→ I4 ✐ ❥❡❞♥♦%❦♦➧♥→ Cm✳ ❚❡&5❛❣♦♥❛❧♥❛ ❦♦✲

♠45❦❛ ♠❛ ♣❛5❛♠❡&5② ❜❧✐%❦✐❡ 5❡❣✉❧❛5♥❡❥ ✭c ≈ b = a✮✱ ❝♦ ♠♦➺❡ %✉❣❡5♦✇❛➣✱ ➺❡ 5❡❣✉❧❛5♥❛

❢♦5♠❛ ❨❊▲ ♦❜%❡5✇♦✇❛♥❛ ✇ ♣♦❞✇②➺%③♦♥❡❥ &❡♠♣❡5❛&✉5③❡ ❥❡%& ✇ 5③❡❝③②✇✐%&♦➧❝✐ ♣%❡✉❞♦5❡❣✉✲

❧❛5♥→ %&5✉❦&✉5→ ♦ ♥✐➺%③❡❥ %②♠❡&5✐✐✳ ❏❛❦ ✇✐❞❛➣ ♥❛ ❘②%✳ ✹ ❦5③②✇❡ ❡♥❡5❣✐❛✕♦❜❥➛&♦➧➣ ♥❛❥❜❛5❞③✐❡❥

%&❛❜✐❧♥❡❥ ❢♦5♠② Pcc2 ♣5③❡❝✐♥❛ %✐➛ ③ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♠✐ ❦5③②✇②♠✐ ❞❧❛ ♦❞♠✐❛♥ I43m ✐ I4✱ ❝♦ %✉❣❡✲
5✉❥❡✱ ➺❡ ❞♦ ♣5③❡♠✐❛♥② ③ ❢❛③② 5♦♠❜♦✇❡❥ ❞♦ 5❡❣✉❧❛5♥❡❥ ❧✉❜ &❡&5❛❣♦♥❛❧♥❡❥ ♠♦➺♥❛ ❞♦♣5♦✇❛❞③✐➣

&❛❦➺❡ ♣♦♣5③❡③ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ③✇✐➛❦%③❡♥✐❡ ❧✉❜ ♦❜♥✐➺❡♥✐❡ ❝✐➧♥✐❡♥✐❛✳ V5③❡✇✐❞③✐❛♥❛ ♥❛ ♣♦❞%&❛✇✐❡

♦❜❧✐❝③❡➠ ❥❡❞♥♦%❦♦➧♥❛ %&5✉❦&✉5❛ Cm ♥✐❡ ③♦%&❛➟❛ ③❛♦❜%❡5✇♦✇❛♥❛ ❡❦%♣❡5②♠❡♥&❛❧♥✐❡✿ ❥❛❦ ♣♦✲

❦❛③✉❥→ ✇②③♥❛❝③♦♥❡ ❦5③②✇❡ ❡♥❡5❣✐❛✕♦❜❥➛&♦➧➣ ♥✐❡ ♠♦➺❡ ③♦%&❛➣ ♦♥❛ ♦%✐→❣♥✐➛&❛ ♣5③❡③ ❡❦%♣❛♥%❥➛

❧✉❜ ❦♦♠♣5❡%❥➛ ♥❛❥❜❛5❞③✐❡❥ %&❛❜✐❧♥❡❥ ❢❛③② 5♦♠❜♦✇❡❥✳ ■❞❡❛❧♥❛ %②♠❡&5✐❛ 5❡❣✉❧❛5♥❛ ✇ ❨❊▲ ❥❡%&

♠♦➺❧✐✇❛ &②❧❦♦ ✇&❡❞②✱ ❣❞② &5③②❦5♦&♥❡ ♦%✐❡ %②♠❡&5✐✐ &❡&5❛❡❞54✇ ❙❖

2−
4 ♣♦❦5②✇❛❥→ %✐➛ ③ ♦%✐❛♠✐

%②♠❡&5✐✐ %③❡➧❝✐♦❦→&♥②❝❤ ➧❝✐❛♥ ❥❡❞♥♦%&❡❦ %♦❞❛❧✐&♦✇②❝❤✳ ❚❛❦✐❡ ✉%&❛✇✐❡♥✐❡ ♣5♦✇❛❞③✐ ❥❡❞♥❛❦

❞♦ ♥✐❡❦♦5③②%&♥②❝❤ ♦❞❞③✐❛➟②✇❛➠ ❡❧❡❦&5♦%&❛&②❝③♥②❝❤ ✇ ❥♦♥♦✇❡❥ %✐❡❝✐ ✭&❡&5❛❡❞5② ❙❖

2−
4 ❞③✐❡❧→

➧❝✐❛♥② ③ ❦♦♦5❞②♥❛❝②❥♥②♠✐ ♦❦&❛❡❞5❛♠✐ ❈❛❖6✮ ✐ ❦♦5③②%&♥✐❡❥%③❡ ❡♥❡5❣❡&②❝③♥✐❡ %→ ❦♦♥✜❣✉5❛❝❥❡

♦ ♥✐➺%③❡❥ %②♠❡&5✐✐✱ ✇ ❦&45❡❥ ❛♥✐♦♥② %✐❛5❝③❛♥♦✇❡ ✉❧❡❣➟② 5♦&❛❝❥✐ ✇ %&♦%✉♥❦✉ ❞♦ ❣❧✐♥✐❛♥♦✇❡❥

%✐❡❝✐✱ ❛ %❛♠❛ %✐❡➣ ✉❧❡❣➟❛ ❡❦%♣❛♥%❥✐✳

◆❛%&➛♣♥❛ ♣5❛❝❛ ③ &❡♠❛&②❦✐ ❦5②%&❛❧✐❝③♥②❝❤ ❣❧✐♥✐❛♥4✇ ✇ ❝❡♠❡♥&❛❝❤✱ ✇ ❦&45❡❥ ❜②➟❡♠ ❣➟4✇✲

♥②♠ ❛✉&♦5❡♠ ❝③➛➧❝✐ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇❡❥✱ ❞♦&②❝③②➟❛ ③❛❣❛❞♥✐❡♥✐❛ ✇♣➟②✇✉ ❞♦♠✐❡%③❦♦✇❛♥✐❛ ❦❛&♦✐&✉

✭❑❆❚✮ ❥♦♥❛♠✐ ❋❡

3+
♥❛ ❥❡❣♦ ➧❝✐➧❧✐✇♦➧➣✳ ❑❆❚✱ ❈❛3❆❧2✭❙✐❖4✮(3−x)✭❖❍✮4x✱ 1.5 ≤ x ≤ 3✱ ❥❡%&

♠✐♥❡5❛➟❡♠ ③ ❣5✉♣② ❣5❛♥❛&4✇✱ ❦5②%&❛❧✐③✉❥→❝②♠ ✇ ✉❦➟❛❞③✐❡ 5❡❣✉❧❛5♥②♠ ✭Ia3d✮✳✷✹ ❲②%&➛♣✉❥❡

✷✷

❙!"✉❦!✉"❛ I43m ❨❊▲✿ ❍✳ ❙❛❛❧❢❡❧❞✱ ❲✳ ❉❡♣♠❡✐❡"✱ ❑!✐#$✳ ❚❡❝❤✳ ✶✾✼✷✱ ✼✱ ✷✷✾❀ P4c2✿ ❩✳ :❡✐①✐♥❣ ❡$ ❛❧✳✱
-!♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦❢ ✾$❤ ■♥$❡!♥❛$✐♦♥❛❧ ❈♦♥❣!❡## ♦♥ $❤❡ ❈❤❡♠✐#$!② ♦❢ ❈❡♠❡♥$ ✶✾✾✷✱ ✶✱ ✷✵✶✲✷✵✽✳

✷✸

❋✳ ❉✳ ▼✉"♥❛❣❤❛♥✱ -!♦❝✳ ◆❛$❧✳ ❆❝✳ ❙❝✐✳ ✶✾✹✹ ✸✵✱ ✷✹✹✲✷✹✼✳ ❯➺②!❛ ♣♦K!❛➣ "M✇♥❛♥✐❛ K!❛♥✉✿ E(V ) =

= E(V0)−
B0V0
B′

0
−1

+ B0V
B′

0

(

(V0/V )
B

′

0

B′

0
−1

+ 1

)

✳

✷✹

●✳ ❆✳ ▲❛❣❡"✱ ❲✳ ●✳ ▼❛"K❤❛❧❧✱ ❩✳ ▲✐✉✱ ❘✳ ❚✳ ❉♦✇❡K✱ ❆♠✳ ▼✐♥❡!❛❧✳ ✷✵✵✺✱ ✾✵✱ ✻✸✾✲✻✹✹✳

✶✶



❘②"✉♥❡❦ ✹✿ ❲②♥✐❦✐ ❉❋❚✴)❇❊ ❞❧❛ ②❡✬❡❧✐♠✐2✉✿ ✭✶✮ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ❡♥❡=❣✐✐ ❡❧❡❦2=♦♥♦✇❡❥ ♦❞ ♦❜✲

❥➛2♦➧❝✐ ❦♦♠E=❦✐ ❞❧❛ =E➺♥②❝❤ ♦❞♠✐❛♥ ♣♦❧✐♠♦=✜❝③♥②❝❤✱ ✭✷✮ ③♦♣2②♠❛❧✐③♦✇❛♥❛ K2=✉❦2✉=❛ =❡❣✉✲

❧❛=♥❛ ✭I43m✮✱ ✭✸✮ 2❡2=❛❣♦♥❛❧♥❛ ✭I4✮ ✐ ♥❛❥❜❛=❞③✐❡❥ K2❛❜✐❧♥❛ ♦❞♠✐❛♥❛ =♦♠❜♦✇❛ ✭Pcc2✮✱ ♦
❞✇✉❦=♦2♥✐❡ ✇✐➛❦K③❡❥ ③❛✇❛=2♦➧❝✐ ❦♦♠E=❦✐ ♥✐➺ ❢❛③❛ =❡❣✉❧❛=♥❛✳ ❑♦❧♦=② ♣✐❡=✇✐❛K2❦E✇✿ ❙✕➺E➟2②✱

❈❛✕❝✐❡♠♥♦♥✐❡❜✐❡K❦✐✱ ❆❧✕❥❛K♥♦♥✐❡❜✐❡K❦✐✱ ❖✕❝③❡=✇♦♥②✳

♦♥ ❥❛❦♦ ❞&✉❣♦&③➛❞♥② ,❦➟❛❞♥✐❦ ✇ ✉✇♦❞♥✐♦♥②❝❤ ❝❡♠❡♥4❛❝❤ ♣♦&4❧❛♥❞③❦✐❝❤✱ ❛ ❥❡❣♦ ✇ ♣❡➟♥✐

❣❧✐♥♦✇❛✱ ❜❡③❦&③❡♠♦✇❛ ❢♦&♠❛ ✭❈3❆❍6 ✇ ♥♦4❛❝❥✐ ❝❡♠❡♥4♦✇❡❥✮ ❥❡,4 ❣➟?✇♥②♠ ❦♦➠❝♦✇②♠ ♣&♦✲

❞✉❦4❡♠ ✉✇❛❞♥✐❛♥✐❛ ❝❡♠❡♥4?✇ ✇❛♣♥✐♦✇♦✲❣❧✐♥♦✇②❝❤✳

✷✺

❲ ❝③➛➧❝✐ ❡❦,♣❡&②♠❡♥4❛❧♥❡❥ ♣&❛❝② ③♠✐❡&③♦♥❡ ③♦,4❛➟② ♠♦❞✉➟② ♦❜❥➛4♦➧❝✐♦✇❡ ❞❧❛ ,4❡❝❤✐♦✲

♠❡4&②❝③♥❡❣♦ ❜❡③❦&③❡♠♦✇❡❣♦ ❑❆❚ ✭❈3❆❍6✮✱ ❥❛❦ ✐ ❞♦♠✐❡,③❦♦✇❛♥❡❣♦ ❥♦♥❛♠✐ ➺❡❧❛③❛

✭❈❛3❆❧1.7❋❡0.3✭❖❍✮12✮✿ ❋❡
3+

❝③➛,4♦ ♣♦❞,4❛✇✐❛ ❆❧

3+
✇ &?➺♥❡❣♦ &♦❞③❛❥✉ ❣❧✐♥✐❛♥❛❝❤ ✐ ❣❧✐✲

♥♦❦&③❡♠✐❛♥❛❝❤✳ K✉♥❦4❡♠ ✇②❥➧❝✐♦✇②♠ ❞♦ ♦❜❧✐❝③❡➠ ❜②➟❛ ✇③✐➛4❛ ③ ❞❛♥②❝❤ ❡❦,♣❡&②♠❡♥4❛❧✲

♥②❝❤ ❦♦♠?&❦❛ ♣&②♠✐4②✇♥❛ ❑❆❚ ♦ ,❦➟❛❞③✐❡ ❈❛12❆❧8✭❖❍✮48 ✭♦ ♣♦➟♦✇➛ ♠♥✐❡❥,③❡❥ ♥✐➺ ,③❡✲

➧❝✐❡♥♥❛ ❦♦♠?&❦❛ ♣&③❡,4&③❡♥♥✐❡ ❝❡♥4&♦✇❛♥❛✮✱ ✇ ❦4?&❡❥ ❥❡❞❡♥ ❛4♦♠ ❆❧ ③♦,4❛➟ ♣♦❞,4❛✇✐♦♥②

♣&③❡③ ❛4♦♠ ❋❡ ✭❝♦ ❞❛➟♦ ③❛✇❛&4♦➧➣ ❋❡ ♠✐♥✐♠❛❧♥✐❡ ♠♥✐❡❥,③→ ♥✐➺ ✇ ♣&?❜❝❡ ❡❦,♣❡&②♠❡♥4❛❧♥❡❥✮✳

❉❧❛ ,4&✉❦4✉& ,4❡❝❤✐♦♠❡4&②❝③♥❡❣♦ ✐ ❞♦♠✐❡,③❦♦✇❛♥❡❣♦ ❋❡ ❑❆❚ ③♠✐♥✐♠❛❧✐③♦✇❛➟❡♠ ❡♥❡&❣✐➛

❦♦♠?&❡❦ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚✴K❇❊✱ ❛ ♥❛,4➛♣♥✐❡ ♣&③❡♣&♦✇❛❞③✐➟❡♠ ,③❡&❡❣ ♦♣4②♠❛❧✐③❛❝❥✐ ♣♦✲

③②❝❥✐ ❛4♦♠?✇ ❞❧❛ ❦♦♠?&❡❦ ♦ ✉,4❛❧♦♥②❝❤ ♦❜❥➛4♦➧❝✐❛❝❤✱ ♠♥✐❡❥,③②❝❤ ✐ ✇✐➛❦,③②❝❤ ♦❞ ♦❜❥➛4♦➧❝✐

❦♦♠?&❦✐ ♦ ♠✐♥✐♠❛❧♥❡❥ ❡♥❡&❣✐✐✳ ❉❧❛ 4❛❦ ♦4&③②♠❛♥②❝❤ ,❡&✐✐ ♣✉♥❦4?✇ ❞♦♣❛,♦✇❛➟❡♠ ❦&③②✇❡

❡♥❡&❣✐❛✕♦❜❥➛4♦➧➣✱ ❦♦&③②,4❛❥→❝ ③ &?✇♥❛♥✐❛ ▼✉&♥❛❣❤❛♥❛ 4&③❡❝✐❡❣♦ &③➛❞✉ ✐ ✇②③♥❛❝③②➟❡♠ ♠♦✲

❞✉➟② ♦❜❥➛4♦➧❝✐♦✇❡ ❇✳ K♦♥❛❞4♦ ♣&③❡♣&♦✇❛❞③✐➟❡♠ ♦♣4②♠❛❧✐③❛❝❥➛ ♦❜✉ ❢♦&♠ ❑❆❚ ♣♦❞ ❝✐➧♥✐❡✲

✷✺

❊✳ ▲✬❍%♣✐(❛❧✱ ❇✳ ▲♦(❤❡♥❜❛❝❤✱ ●✳ ▲❡ ❙❛♦✉(✱ ❉✳ ❑✉❧✐❦✱ ❑✳ ❙❝9✐✈❡♥❡9✱ ❈❡♠✳ ❈♦♥❝'✳ ❘❡)✳ ✷✵✶✺✱ ✼✺✱ ✾✶✲✶✵✸❀

❲✳ ❊✳ ▲❡❡ ❡, ❛❧✳✱ ■♥,✳ ▼❛,❡'✳ ❘❡✈✳ ✷✵✵✶✱ ✹✻✱ ✶✹✺✲✶✻✻✳

✶✷



❘②"✉♥❡❦ ✺✿ ❩♦♣#②♠❛❧✐③♦✇❛♥❡ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚✴1❇❊ 4#5✉❦#✉5② ❦❛#♦✐#✉✿ ✭✶✮ 4#❡❝❤✐♦✲

♠❡#5②❝③♥❡❣♦ ✭❈❛3❆❧2✭❖❍✮12✮ ✐ ✭✷✮ ❞♦♠✐❡4③❦♦✇❛♥❡❣♦ ❋❡ ✭❈❛3❆❧1.7❋❡0.3✭❖❍✮12✮✱ ❜❡③ ✐

♣♦❞ ❝✐➧♥✐❡♥✐❡♠ ❤②❞5♦4#❛#②❝③♥②♠ ✸✳✵ ●1❛✳ ❑♦❧♦5② ♣✐❡5✇✐❛4#❦N✇✿ ❈❛✕❝✐❡♠♥♦♥✐❡❜✐❡4❦✐✱ ❆❧✕

❥❛4♥♦♥✐❡❜✐❡4❦✐✱ ❖✕❝③❡5✇♦♥②✱ ❍✕❜✐❛➟②✱ ❋❡✕❜5→③♦✇② ✭✇✐→③❛♥✐❛ ❈❛✕❖ ♣♦♠✐♥✐➛#❡ ❞❧❛ ❧❡♣4③❡❥

❝③②#❡❧♥♦➧❝✐ 5②4✉♥❦✉✮✳ ❘③✉# ✇ ❦✐❡5✉♥❦✉ ❬✵✶✵❪ ❦♦♠N5❦✐ ♣5②♠✐#②✇♥❡❥ 5❡❣✉❧❛5♥❡❥ 4✐❡❝✐ ♣5③❡✲

4#5③❡♥♥✐❡ ❝❡♥#5♦✇❛♥❡❥✳

♥✐❡♠ ❤②❞'♦)*❛*②❝③♥②♠ ✸ ●0❛✳ ❖❜❧✐❝③♦♥❡ ✇❛'*♦➧❝✐ ❇ )→ ♦❦♦➟♦ ✷✵✪ ♥✐➺)③❡ ♦❞ ❡❦)♣❡'②♠❡♥✲

*❛❧♥②❝❤ ✭❝♦ ③❛♣❡✇♥❡ ✇②♥✐❦❛ ③ ♥✐❡❞♦)③❛❝♦✇❛♥✐❛ )✐➟② ✇✐→③❛➠ ♣'③❡③ ❣'❛❞✐❡♥*♦✇② ❢✉♥❦❝❥♦♥❛➟

❦♦'❡❧❛❝②❥♥♦✲✇②♠✐❡♥♥②✮✱ ❥❡❞♥❛❦ ♣'❛✇✐❞➟♦✇♦ ③♦)*❛❥❡ ♦❞❞❛♥② *'❡♥❞ ♦❜♥✐➺❡♥✐❛ ✇❛'*♦➧❝✐ ❇ ❞❧❛

❑❆❚ ✇ ✇②♥✐❦✉ ❞♦♠✐❡)③❦♦✇❛♥✐❛ ❋❡✳ ❑♦♠♣'❡)❥❛ ♦❜✉ ❢♦'♠ ❑❆❚ ③❛❝❤♦❞③✐ ❣➟M✇♥✐❡ ♣'③❡③

③♠✐❛♥➛ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ✇✐→③❛➠✱ ❜❡③ ✇③❣❧➛❞♥❡❣♦ ♣'③❡♠✐❡)③❝③❡♥✐❛ ✇✐❡❧♦➧❝✐❛♥M✇ ❦♦♦'❞②♥❛❝②❥♥②❝❤✱

❥❛❦ ✇✐❞❛➣ ♥❛ ❘②)✳ ✺✳ ❆♥❛❧✐③❛ )✐❡❝✐ ✇✐→③❛➠ ✇ ♦❜✉ ❢♦'♠❛❝❤ ❑❆❚ ❞❧❛ )*'✉❦*✉' 'M✇♥♦✇❛❣♦✲

✇②❝❤ ✐ )❦♦♠♣'❡)♦✇❛♥②❝❤ ♣♦❦❛③❛➟❛✱ ➺❡ ③❛)*→♣✐❡♥✐❡ ♦❦*❛❡❞'✉ ❆❧✭❖❍✮6
3−

♣'③❡③ ❋❡✭❖❍✮6
3−

♣'♦✇❛❞③✐ ❞♦ ✇③♠♦❝♥✐❡♥✐❛ )✐❡❝✐ ✇✐→③❛➠ ✇♦❞♦'♦✇②❝❤ ✭)❦'M❝❡♥✐❡ ➧'❡❞♥✐❡❥ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ✇✐→③❛➠ ♦

✵✳✸ ➴ ✐ ③✇✐➛❦)③❡♥✐❡♠ ➧'❡❞♥✐❡❥ ❧✐❝③❜② *②❝❤➺❡ ✇✐→③❛➠ ♥❛ ❛*♦♠ ❍ ♣♦✇②➺❡❥ ❥❡❞♥♦➧❝✐✮✱ ❝♦ ♦❞✲

❜②✇❛ )✐➛ ❥❡❞♥❛❦ ❦♦)③*❡♠ ♦)➟❛❜✐❡♥✐❛ ✇✐→③❛➠ ❈❛✕❖ ✭③✇✐➛❦)③❡♥✐❡ ➧'❡❞♥✐❡❥ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ✇✐→③❛➠

♦ ✵✳✵✷ ➴ ✐ ③♠♥✐❡❥)③❡♥✐❡ ➧'❡❞♥✐❡❥ ❦♦♦'❞②♥❛❝❥✐ ❈❛ ♣'③❡③ ❖ ♣♦♥✐➺❡❥ ♦➧♠✐♦❦'♦*♥❡❥✮✳ ❚❡♥ ❞'✉✲

❣✐ ❡❢❡❦* ♣'③❡✇❛➺❛✱ ❝♦ )♣'❛✇✐❛✱ ➺❡ ③✇✐➛❦)③♦♥❛ ➧❝✐➧❧✐✇♦➧➣ ✇✐❡❧♦➧❝✐❛♥M✇ ❦♦♦'❞②♥❛❝②❥♥②❝❤

❈❛✕❖ ♦❜♥✐➺❛ ✇❛'*♦➧➣ ❇ ✇ ❞♦♠✐❡)③❦♦✇❛♥②♠ ❑❆❚✳ ➅'❡❞♥✐❡ )❦'M❝❡♥✐❡ ✇✐→③❛➠ ❈❛✕❖ ✇

❑❆❚ )*❡❝❤✐♦♠❡*'②❝③♥②♠ ✐ ❞♦♠✐❡)③❦♦✇❛♥②♠ ♣♦❞ ❝✐➧♥✐❡♥✐❡♠ ✸ ●0❛ ✇②♥♦)③→ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦

✵✳✵✷✺ ✐ ✵✳✵✹✵ ➴✱ ♣♦③♦)*❛➟❡ *②♣② ✇✐→③❛➠ )❦'❛❝❛❥→ )✐➛ ♦ ♣♦❞♦❜♥→ ✇❛'*♦➧➣ ✇ ♦❜✉ ❜❛❞❛♥②❝❤

❢♦'♠❛❝❤ ❑❆❚✳ ❘M✇♥✐❡➺ ❛♥❛❧✐③❛ ➟❛❞✉♥❦M✇ ❍✐')❤❢❡❧❞❛ ♣♦❦❛③❛➟❛✱ ➺❡ ♣'③❡♣➟②✇ ➟❛❞✉♥❦M✇ ✇

)✐❡❝✐❛❝❤ ♦❜✉ ❢♦'♠ ❑❆❚ ♣♦❞❞❛♥②❝❤ ❝✐➧♥✐❡♥✐✉ ③❛❝❤♦❞③✐ ❣➟M✇♥✐❡ ♠✐➛❞③② ❛*♦♠❛♠✐ ❈❛ ✐ ❖✳

✶✸



✷✳✷✳✸ ❲➟❛&♥♦➧❝✐ &,-✉❦,✉-❛❧♥❡✱ ♦♣,②❝③♥②❡ ✐ ♠❛❣♥❡,②❝③♥❡ ♣✐❣♠❡♥,8✇ ,②♣✉ ✉❧✲

,-❛♠❛-②♥ ✇②③♥❛❝③♦♥❡ ♣-③② ✉➺②❝✐✉ ♠♦❞❡❧✐ ♣❡-✐♦❞②❝③♥②❝❤ ✐ ❦❧❛&,❡-♦✇②❝❤

❬❍✺✱ ❍✽❪

❯❧"#❛♠❛#②♥② ✭❯▼✮ +→ ❥❡❞♥②♠✐ ③ ♥❛❥♣♦✇+③❡❝❤♥✐❡❥ +"♦+♦✇❛♥②❝❤ ♣✐❣♠❡♥"8✇✿ ❥❛❦♦ ♠✐♥❡#❛➟

❧❛③✉#②" ❜②➟② ③♥❛♥❡ ❥✉➺ ✇ +"❛#♦➺②"♥♦➧❝✐✱ ♦❞ ❳■❳ ✇✐❡❦✉ ♣✐❣♠❡♥"② ✉❧"#❛♠❛#②♥♦✇❡ +→ #8✇♥✐❡➺

✇②"✇❛#③❛♥❡ +③"✉❝③♥✐❡✳

✷✻

❯▼ +→ ❣❧✐♥♦❦#③❡♠✐❛♥❛♠✐ "②♣✉ ❙❖❉ ✭③♦❜❛❝③ ✷✳✷✳✷✮✱ ❛ ✐❝❤ ✐♥"❡♥✲

+②✇♥❛ ♥✐❡❜✐❡+❦❛ ❜❛#✇❛ ❯▼ ♣♦❝❤♦❞③✐ ♦❞ #♦❞♥✐❦♦✇②❝❤ ❛♥✐♦♥8✇ ❙

•−

3 ✱ ③❛+"➛♣✉❥→❝②❝❤ ❛♥✐♦♥②

❈❧

−
✇ ✇②❥➧❝✐♦✇❡❥ +✐❡❝✐ ❙❖❉✳ ❖♣#8❝③ ✇③♠✐❛♥❦♦✇❛♥❡❣♦ ♥✐❡❜✐❡+❦✐❡❣♦ ❝❤#♦♠♦❢♦#✉ ❙

•−

3 ❝❡♥"#❛

❦♦♠8# +♦❞❛❧✐"♦✇②❝❤ ✇ ❯▼ ♠♦➺❡ "❡➺ ③❛❥♠♦✇❛➣ ➺8➟"② ❝❤#♦♠♦❢♦# ❙

•−

2 ✱ ❛ "❛❦➺❡ ❝③❡#✇♦♥② ❝❤#♦✲

♠♦❢♦#✱ ③❛③✇②❝③❛❥ ✐❞❡♥"②✜❦♦✇❛♥② ✇ ❧✐"❡#❛"✉#③❡ ❥❛❦♦ ❝③→+"❡❝③❦❛ ❧✉❜ ❛♥✐♦♥ ③➟♦➺♦♥② ③ ❝③"❡#❡❝❤

❛"♦♠8✇ ❙✳ ❩♥❛♥❡ +→ "❡➺ +②♥"❡"②❝③♥❡ ❛♥❛❧♦❣✐ ❯▼✱ ✇ ❦"8#②❝❤ ♣♦✇②➺+③❡ ❜❛#✇♥❡ ✉❦➟❛❞② ✇✐❡✲

❧♦+✐❛#❦♦✇❡ +→ ♦❦❧✉❞♦✇❛♥❡ ✇ ❦♦♠♦#❛❝❤ ❣❧✐♥♦❦#③❡♠✐❛♥8✇ ✐♥♥②❝❤ ♥✐➺ ❙❖❉✳

✷✼

O♦♠✐♠♦ ❞✉➺❡❥

❧✐❝③❜② ♣#❛❝ ❡❦+♣❡#②♠❡♥"❛❧♥②❝❤ ♣♦➧✇✐➛❝♦♥②❝❤ ❯▼✱ ❥❛❦ ✐ ♣#❛❝ "❡♦#❡"②❝③♥②❝❤ ♥❛❞ #♦❞♥✐❦❛♠✐

❙

•−

3 ✭✐③♦❧♦✇❛♥②♠✐ ❧✉❜ ✇ ❢♦#♠✐❡ ♠❛➟②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ❦❧❛+"#♦✇②❝❤ ③ ♣#③❡❝✐✇❥♦♥❛♠✐✮✱

✷✽

❜#❛❦ ❜②➟♦

❥❛❦ ❞♦"→❞✱ ❝♦ ♥✐❡❝♦ ③❛+❦❛❦✉❥→❝❡✱ ♣❡#✐♦❞②❝③♥②❝❤ ♦❜❧✐❝③❡➠ ❞❧❛ ❯▼✳ ❈❡❧❡♠ ♠♦✐❝❤ ♣#❛❝ ❜②➟♦

✇②♣❡➟♥✐❡♥✐❡ "❡❥ ❧✉❦✐✱ ❝♦ ✉❞❛➟♦ ♠✐ +✐➛ ③#❡❛❧✐③♦✇❛➣ ③ +✉❦❝❡+❡♠✱ ❛ ❡❢❡❦"❡♠ ♠♦✐❝❤ ✇②+✐➟❦8✇ +→

❞✇✐❡ +❛♠♦❞③✐❡❧♥❡ ♣✉❜❧✐❦❛❝❥❡✳ ❚❡♠❛"❡♠ ♣✐❡#✇+③❡❥ ♣#❛❝② ✭❬❍✺❪✮ ❜②➟❛ ❛♥❛❧✐③❛ +"#✉❦"✉#❛❧♥②❝❤

✐ +♣❡❦"#♦+❦♦♣♦✇②❝❤ ✇➟❛+♥♦➧❝✐ ♥✐❡❜✐❡+❦✐❝❤ ❯▼✱ ❞♦❦♦♥❛♥❛ ♣#③② ✉➺②❝✐✉ ♠♦❞❡❧✐ ♣❡#✐♦❞②❝③✲

♥②❝❤ ✐ ❞✉➺②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ❦❧❛+"#♦✇②❝❤✱ ✐ ❦♦♥❢#♦♥"❛❝❥❛ "❛❦ ♦"#③②♠❛♥②❝❤ ✇②♥✐❦8✇ ③ ❞♦+"➛♣♥②♠✐

❞❛♥②♠✐ ❡❦+♣❡#②♠❡♥"❛❧♥②♠✐✳ ❲ ♣#❛❝② "❡❥ ③❛✇❛#➟❡♠ "❡➺ ♣❡✇♥❡ ✇+"➛♣♥❡ ✇②♥✐❦✐ ❞❧❛ ➺8➟✲

"❡❣♦ ❝❤#♦♠♦❢♦#✉ ❙

•−

2 ✱ ❦"8#❡❣♦ ❝❤❛#❛❦"❡#②③❛❝❥❛ ❡❦+♣❡#②♠❡♥"❛❧♥❛ ✇ ❯▼ ❥❡+" ♣#③❡❞♠✐♦"❡♠

♣❡✇♥②❝❤ ❦♦♥"#♦✇❡#+❥✐✳ ❲ ❞#✉❣✐❡❥ ♣#❛❝② ✭❬❍✽❪✮✉❞❛➟♦ ♠✐ +✐➛ ✇②❥❛➧♥✐➣ ♥❛"✉#➛ ❝❤#♦♠♦❢♦#✉

✇②+"➛♣✉❥→❝❡❣♦ ✇ +②♥"❡"②❝③♥②❝❤ ❝③❡#✇♦♥②❝❤ ❯▼✱ ❦"8#② ❞♦"②❝❤❝③❛+ ❜②✇❛➟ #♦③♠❛✐❝✐❡ ✐❞❡♥✲

"②✜❦♦✇❛♥② ❥❛❦♦ ❥❡❞❡♥ ③ ✐③♦♠❡#8✇ ❜→❞➵ "♦ #♦❞♥✐❦♦✇❡❣♦ ❥♦♥✉ ❙

•−

4 ✱ ❜→❞➵ ❝③→+"❡❝③❦✐ ❙4✳

❖♣"②♠❛❧✐③❛❝❥➛ ❣❡♦♠❡"#✐✐ ✐ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ❢♦♥♦♥8✇ ✇ ♣✉♥❦❝✐❡ Γ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚ ③ ❣#❛✲

❞✐❡♥"♦✇②♠ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛➟❡♠ O❇❊ ❞❧❛ ♣❡#✐♦❞②❝③♥②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ❯▼ ♣#③❡♣#♦✇❛❞③✐➟❡♠ ③❛ ♣♦♠♦❝→

♣❛❦✐❡"✉ ◗❯❆◆❚❯▼ ❊❙O❘❊❙❙❖✱

7
❦♦#③②+"❛❥→❝ ③ ✉❧"#❛♠✐➛❦❦✐❝❤ ♣+❡✉❞♦♣♦"❡♥❝❥❛➟8✇ ❱❛♥✲

❞❡#❜✐❧"❛

✷✾

✐ ♣#③② ❡♥❡#❣✐✐ ♦❜❝✐➛❝✐❛ ❞❧❛ ❢❛❧ ♣➟❛+❦✐❝❤ ✇②♥♦+③→❝❡❥ ✹✵ ❘②✳ ❉♦ ♣#8❜❦♦✇❛♥✐❡ +"#❡❢②

❇#✐❧❧♦✉✐♥❛ ✇ ♣#❛❝② ❬❍✺❪ ✉➺②➟❡♠ ❥❡❞♥♦#♦❞♥❡❥ +✐❛"❦✐ ✷×✷×✷ ♣✉♥❦"8✇ ❦✱ ✇ ♣#❛❝② ❬❍✽❪ ✉③♥❛✲

➟❡♠ ③❛ ✇②+"❛#❝③❛❥→❝❡ ♦❣#❛♥✐❝③❡♥✐❡ ♣#8❜❦♦✇❛♥✐❛ ❞♦ ♣✉♥❦"✉ Γ✳
❖❜❧✐❝③❡♥✐❛ ✇✐❡❧❦♦➧❝✐ +♣❡❦"#♦+❦♦♣♦✇②❝❤ ❞❧❛ ♠♦❞❡❧✐ ❦❧❛+"#♦✇②❝❤✱ ✇②❝✐➛"②❝❤ ③ ✉③❜✐❡➺♥✐♦✲

♥②❝❤ ♣❡#✐♦❞②❝③♥②❝❤ +"#✉❦"✉#✱ ✇②❦♦♥❛➟❡♠ ♣#③② ♣♦♠♦❝② ♣❛❦✐❡"✉ ❞♦ ♦❜❧✐❝③❡➠ ♠♦❧❡❦✉❧❛#♥②❝❤

❖❘❈❆✱

✸✵

✇②❦♦#③②+"✉❥→❝❡❣♦ ❜❛③② ③❧♦❦❛❧✐③♦✇❛♥②❝❤ ♥❛ ❛"♦♠❛❝❤ ❢✉♥❦❝❥✐ ●❛✉++❛✳ ❩❛❧❡"❛♠✐

✉➺②✇❛♥✐❛ "❡❣♦ "②♣✉ ❜❛③ +→ ✭✐✮ ♠♦➺❧✐✇♦➧➣ ❥❛✇♥❡❣♦ "#❛❦"♦✇❛♥✐❛ ❡❧❡❦"#♦♥8✇ #❞③❡♥✐❛✱ ❞③✐➛❦✐

❞♦➧➣ ❞♦❜#❡♠✉ ♦❞"✇♦#③❡♥✐✉ ♦+❝②❧✉❥→❝❡❥ ❝③➛➧❝✐ #❛❞✐❛❧♥❡❥ ♦#❜✐"❛❧✐ ✇ ♣♦❜❧✐➺✉ ❥→❞#❛ ♣#③❡③ ♥✐❡✲

✇✐❡❧❦→ ❧✐❝③❜➛ ❢✉♥❦❝❥✐ ❜❛③②✱

✸✶

♦#❛③ ✭✐✐✮ +"♦+✉♥❦♦✇♦ ♥✐+❦✐ ❦♦+③" ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇② ❝❛➟❡❦ ❞✇✉❡❧❡❦"#♦✲

♥♦✇②❝❤✱ ③✇➟❛+③❝③❛ ✇②♠✐❡♥♥②❝❤✳ ❚❡♥ ♦+"❛"♥✐ ❢❛❦"✉♠♦➺❧✐✇✐❛ ❡❢❡❦"②✇♥→ ✐♠♣❧❡♠❡♥"❛❝❥➛ ❜❛#✲

❞③✐❡❥ ③❛❛✇❛♥+♦✇❛♥②❝❤✱ ♥✐➺ ♣8➟❧♦❦❛❧♥❡ ✇❛#✐❛♥"② ❉❋❚✱ ♠❡"♦❞ ✇②③♥❛❝③❛♥✐❛ +"#✉❦"✉#② ❡❧❡❦"#♦✲

♥♦✇❡❥ ✇ ❦♦❞❛❝❤ ✉➺②✇❛❥→❝②❝❤ ❜❛③ ❣❛✉++♦✇+❦✐❝❤✱ "❛❦✐❝❤ ❥❛❦ ❉❋❚ ③ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛➟❛♠✐ ❤②❜#②❞♦✲

✇②♠✐ ✭③❛✇✐❡#❛❥→❝②♠✐ ❞♦♠✐❡+③❦➛ ❞♦❦➟❛❞♥❡❥ ❡♥❡#❣✐✐ ✇②♠✐❡♥♥❡❥ ③ ♠❡"♦❞② ❍❛#"#❡❡✕❋♦❝❦❛✮ ❝③②

✷✻

❉✳ ❘❡✐♥❡♥✱ ●✳✲●✳ ▲✐♥❞♥❡+✱ ❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳ ❘❡✈✳ ✶✾✾✾✱ ✷✽✱ ✼✺✲✽✹✳

✷✼

❙✳ ❑♦✇❛❧❛❦✱ ❆✳ ❏❛♥❦♦✇9❦❛✱ ❙✳ ❩❡✐❞❧❡+✱ ❆✳ ❇✳ ❲✐➛❝❦♦✇9❦✐ ❏✳ ❙♦❧✐❞ ❙0❛0❡ ❈❤❡♠✳ ✷✵✵✼✱ ✶✶✽✱ ✶✶✶✾✲✶✶✷✹✳

✷✽

▼✳ ❲✳ ❲♦♥❣✱ ❚♦♣✳ ❈✉66✳ ❈❤❡♠✳ ✷✵✵✸✱ ✷✸✶✱ ✶✲✷✾❀ ❘✳ ❙E❡✉❞❡❧✱ ❚♦♣✳ ❈✉66✳ ❈❤❡♠✳ ✷✵✵✸✱ ✷✸✶✱ ✶✷✼✲✶✺✷❀

❘✳ ❙E❡✉❞❡❧✱ ❚✳ ❈❤✐✈❡+9✱ ❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳ ❘❡✈✳ ✷✵✶✾✱ ✹✽✱ ✸✷✼✾✲✸✸✶✾✳

✷✾

❉✳ ❱❛♥❞❡+❜✐❧E✱ 9❤②;✳ ❘❡✈✳ ❇ ✶✾✾✵✱ ✹✶✱ ✼✽✾✷✲✼✽✾✺✳ ❯➺②➟❡♠ ❞♦9➟♦✇♥❡❣♦ E➟✉♠❛❝③❡♥✐❛ ❛♥❣✳ E❡+♠✐♥✉

✏✉❧E+❛9♦❢E✑✳

✸✵

❋✳ ◆❡❡9❡✱ ❲✐❧❡② ■♥0❡6❞✐;❝✐♣✳ ❘❡✈✳✿ ❈♦♠♣✉0✳ ▼♦❧✳ ❙❝✐✳ ✷✵✶✽✱ ✽✱ ❡✶✸✷✼✳

✸✶

Y+③②♥❛❥♠♥✐❡❥ ❞❧❛ ❧❡❦❦✐❝❤ ❛E♦♠[✇✱ ❞♦ ♦♣✐9✉ ❝✐➛➺9③②❝❤ ✭❩❃✹✵✮ ❦♦♥✐❡❝③♥❡ ❥❡9E ③❛9E♦9♦✇❛♥✐❡ ❡❢❡❦E②✇✲

♥②❝❤ ♣♦E❡♥❝❥❛➟[✇ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❛❥→❝②❝❤ ❡❢❡❦E② +❡❧❛E②✇✐9E②❝③♥❡ ❞❧❛ ❡❧❡❦E+♦♥[✇ +❞③❡♥✐❛ ❧✉❜ ❥❛✇♥❡ 9E♦9♦✇❛♥✐❡

+❡❧❛E②✇✐9E②❝③♥②❝❤ ✇❛+✐❛♥E[✇ ✜③②❦✐ ❦✇❛♥E♦✇❡❥✳

✶✹



❘②"✉♥❡❦ ✻✿ ❙!"✉❦!✉"❛ ♥✐❡❜✐❡*❦✐❝❤ ✉❧!"❛♠❛"②♥✿ ✭✶✮ ✇✐❞♦❦ ♦❣8❧♥② ♥❛ "❡❣✉❧❛"♥→ *✐❡➣ ❙❖❉

③ ③❛♥✉"③♦♥②♠✐ ❛♥✐♦♥❛♠✐ ✭❞❧❛ ♣"③❡❥"③②*!♦➧❝✐ ♣♦♠✐♥✐➛!❡ ❦❛!✐♦♥② ◆❛

+
✱ ❛ ❛♥✐♦♥ ❙

•−

3 ♣♦❦❛✲

③❛♥② !②❧❦♦ ❞❧❛ ❥❡❞♥❡❥ ❦♦♠8"❦✐✮✱ ♦"❛③ ③♦♣!②♠❛❧✐③♦✇❛♥❡ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚✴H❇❊✿ ✭✷✮ ♥❛❥✲

❜❛"❞③✐❡❥ *!❛❜✐❧♥② ♠♦❞❡❧ ♦ *!❡❝❤✐♦♠❡!"✐✐ ◆❛8✭❙
•−

3 ✮❈❧✲*♦❞✱ ✭✸✮ ♥❛❥❜❛"❞③✐❡❥ *!❛❜✐❧♥② ♠♦❞❡❧

◆❛8✭❙
•−

3 ✮2✲*♦❞✱ ❣❞③✐❡ *♦❞ ❂ ✭❙✐6❆❧6❖24✮
6−
✳ ❑♦❧♦"② ♣✐❡"✇✐❛*!❦8✇✿ ❙✕➺8➟!②✱ ◆❛✕✜♦❧❡!♦✇②✱

❙✐✕❝✐❡♠♥♦♥✐❡❜✐❡*❦✐✱ ❆❧✕❥❛*♥♦♥✐❡❜✐❡*❦✐✱ ❖✕❝③❡"✇♦♥②✱ ❍✕❜✐❛➟②✱ ❈❧✕③✐❡❧♦♥②✳

 !➺♥②❝❤ ♠❡)♦❞ ♦♣❛ )②❝❤ ♥❛ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛➟❛❝❤ ❢✉♥❦❝❥✐ ❢❛❧♦✇❡❥✱ ♦❦ ❡➧❧❛♥②❝❤ ❥❛❦♦ ✒♠❡)♦❞② ❝❤❡♠✐✐

❦✇❛♥)♦✇❡❥✑✳ ❲ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛❝❤ ❉❋❚ A)♦A♦✇❛➟❡♠ ❜❛③② ♦ ♣♦) !❥♥❡❥ ❦♦♥) ❛❦❝❥✐ ✭❛♥❣✳ ✏) ✐♣❧❡ ③❡✲

)❛✑✮

③ ❢✉♥❦❝❥❛♠✐ ♣♦❧❛ ②③❛❝②❥♥②♠✐ ❞❧❛ ♣♦✇➟♦❦✐ ✇❛❧❡♥❝②❥♥❡❥ ✐ ❞♦❞❛)❦♦✇♦ ❢✉♥❦❝❥❛♠✐  ♦③♠②)②♠✐ ♥❛

❛)♦♠❛❝❤ ❙ ✇❝❤♦❞③→❝②❝❤ ✇ A❦➟❛❞  ♦❞♥✐❦♦✇②❝❤ ❛♥✐♦♥!✇ ❉♦ ✇②③♥❛❝③❛♥✐❛ )❡♥A♦ ❛ ❣ ✉➺②➟❡♠

❤②❜(②❞♦✇❡❣♦ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛➟✉ ❇✸▲❨7

✸✷

7✐♦♥♦✇❡ ❡♥❡(❣✐❡ ✇③❜✉❞③❡➠ ❡❧❡❦<(♦♥♦✇②❝❤ ✇②③♥❛❝③②✲

➟❡♠ ♠❡<♦❞→ ③❛❧❡➺♥❡❣♦ ♦❞ ❝③❛?✉ ❉❋❚ ✭❚❉❉❋❚✮ ♣(③② ✉➺②❝✐✉ ❤②❜(②❞♦✇②❝❤ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛➟F✇

③ ♣♦♣(❛✇✐♦♥→ ❛?②♠♣<♦<②❦→✿ ❈❆▼✕❇✸▲❨7

✸✸

✇ ♣(❛❝② ❬❍✺❪ ✐ ▲❈✕❇▲❨7

✸✹

✇ ♣(❛❝② ❬❍✽❪✳

❲❛(<♦ ♦❞♥♦<♦✇❛➣✱ ➺❡ <②❧❦♦ <❡ ♦?<❛<♥✐❡ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛➟② ❜②➟② ✇ ?<❛♥✐❡ ♣(③❡✇✐❞③✐❡➣ ♣♦③②❝❥❡ ✇③❜✉✲

❞③❡➠ ❡❧❡❦<(♦♥♦✇②❝❤ ♣♦(F✇♥②✇❛❧♥❡ ③ ❞❛♥②♠✐ ❡❦?♣❡(②♠❡♥<❛❧♥②♠✐ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛➟② ♣♦③♦?<❛➟②❝❤

<②♣F✇ ✭❣(❛❞✐❡♥<♦✇❡ ❧✉❜ ❤②❜(②❞♦✇❡✮ ♣(③❡✇✐❞②✇❛➟② ❞✉➺→ ✐❧♦➧➣ ♥❛❥✇②(❛➵♥✐❡❥ ♥✐❡✜③②❝③♥②❝❤

✇③❜✉❞③❡➠ ③ ♣(③❡♥✐❡?✐❡♥✐❡♠ ➟❛❞✉♥❦✉ ♣♦♠✐➛❞③② ?✐❡❝✐♦✇②♠✐ ❛<♦♠❛♠✐ ❖ ❛ ✇✐❡❧♦?✐❛(❦♦✇②✲

♠✐ ❝❤(♦♠♦❢♦(❛♠✐ ✇ ♦❜?③❛(③❡ ♥✐?❦✐❝❤ ❡♥❡(❣✐✐ ✭❜❧✐?❦✐❡❥ ♣♦❞❝③❡(✇✐❡♥✐ ✐ ♦♣<②❝③♥②♠✮✳ 7♦♥❛❞<♦

✇ ♣(❛❝② ❬❍✽❪ ❞❧❛ ❙

•−

4 ✐ ❙4 ✇②❦♦♥❛➟❡♠ ♣♦♠♦❝♥✐❝③❡ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ?<(✉❦<✉(② ❡❧❡❦<(♦♥♦✇❡❥ ✇②❜(❛✲

♥②♠✐ ?❦♦(❡❧♦✇❛♥②♠✐ ♠❡<♦❞❛♠✐ ❝❤❡♠✐✐ ❦✇❛♥<♦✇❡❥✱ ♠✐❛♥♦✇✐❝✐❡ ❈❈❙❉✭❚✮ ✭✇❛(✐❛♥< ♠❡<♦❞②

?♣(③➛➺♦♥②❝❤ ❦❧❛?<(F✇✮ ✐ ❈❆❙❙❈❋✰◆❊❱7❚✷ ✭✇❛(✐❛♥< ✇✐❡❧♦❦♦♥✜❣✉(❛❝②❥♥❡❥ ♠❡<♦❞② ♣♦❧❛

?❛♠♦✉③❣♦❞♥✐♦♥❡❣♦ ③ ♣❡(<✉(❜❛❝②❥♥②♠✐ ♣♦♣(❛✇❦❛♠✐ ❞(✉❣✐❡❣♦ (③➛❞✉✮✱ ✉➺②✇❛❥→❝ ?♣♦❧❛(②③♦✲

✇❛♥②❝❤ ❜❛③ ♦ ♣♦❝③✇F(♥❡❥ ❦♦♥<(❛❦❝❥✐ ✭✏^✉❛❞(✉♣❧❡ ③❡<❛✑✮✱ ❞♦❞❛<❦♦✇♦ ③ ❢✉♥❦❝❥❛♠✐ (♦③♠②<②♠✐

❞❧❛ ❛♥✐♦♥✉ ❙

•−

4 ✳

❲ ❜❛❞❛♥✐❛❝❤ ♥✐❡❜✐❡?❦✐❝❤ ❯▼ ✭❬❍✺❪✮ ♦♣<②♠❛❧✐③❛❝❥✐ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚✴7❇❊ ♣♦❞❞❛➟❡♠

➟→❝③♥✐❡ ❞✇❛♥❛➧❝✐❡ (F➺♥②❝❤ ✇②❥➧❝✐♦✇②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ♣❡(✐♦❞②❝③♥②❝❤✱ ♦ ♥❛?<➛♣✉❥→❝②❝❤ ?❦➟❛❞❛❝❤

❦♦♠F(❡❦✿ ✭✐✮ ◆❛8✭❙
•−

3 ✮❈❧✲?♦❞✱ ✭✐✐✮ ◆❛7✭❙
•−

3 ✮✲?♦❞✱ ♦(❛③ ✭✐✐✐✮ ◆❛8✭❙
•−

3 ✮2✲?♦❞✱ ❣❞③✐❡

?♦❞ ❂ ✭❙✐6❆❧6❖24✮
6−
✱ ✐ ♦ (F➺♥②❝❤ ♣♦❝③→<❦♦✇②❝❤ ♦(✐❡♥<❛❝❥❛❝❤ ❙

•−

3 ✳ ❯③❜✐❡➺♥✐➟② ?✐➛ ♦♥❡ ➟→❝③✲

♥✐❡ ❞♦ ❞③✐❡?✐➛❝✐✉ ♥✐❡(F✇♥♦❝❡♥♥②❝❤✱ ❜❧✐?❦♦ ♣♦➟♦➺♦♥②❝❤ ❧♦❦❛❧♥②❝❤ ♠✐♥✐♠F✇ ❡♥❡(❣✐✐ ✭(F➺♥✐❝❡ ✇

❡♥❡(❣✐✐ ❝❛➟❦♦✇✐<❡❥ ✇②♥♦?✐➟② ③❛❧❡❞✇✐❡ ❦✐❧❦❛ ❦❏✴♠♦❧ ♥❛ ❦♦♠F(❦➛ ❡❧❡♠❡♥<❛(♥→✮✱ ③ ❦<F(②❝❤ ?③❡➧➣

✸✷

❆✳ ❉✳ ❇❡❝❦❡✱ ❏✳ ❈❤❡♠✳ &❤②(✳ ✶✾✾✸ ✾✽✱ ✶✸✼✷✲✶✸✼✼❀ ❈✳ ▲❡❡✱ ❲✳ ❨❛♥❣✱ ❘✳●✳ 7❛88✱ &❤②(✳ ❘❡✈✳ ❇ ✶✾✽✽✱

✸✼✱ ✼✽✺✲✼✽✾✳

✸✸

❚✳ ❨❛♥❛✐✱ ❉✳ 7✳ ❚❡✇✱ ◆✳ ❈✳ ❍❛♥❞②✱ ❈❤❡♠✳ &❤②(✳ ▲❡11✳ ✷✵✵✹✱ ✸✾✸✱ ✺✶✲✺✼✳

✸✹

❨✳ ❚❛✇❛❞❛✱ ❚✳ ❚C✉♥❡❞❛✱ ❙✳ ❨❛♥❛❣✐C❛✇❛✱ ❚✳ ❨❛♥❛✐✱ ❑✳ ❍✐8❛♦✱ ❏✳ ❈❤❡♠✳ &❤②(✳ ✷✵✵✹✱ ✶✷✵✱ ✽✹✷✺✲✽✹✸✸✳

✶✺



♥❛❥❜❛$❞③✐❡❥ )*❛❜✐❧♥②❝❤ ✭♣♦ ❞✇❛ ❞❧❛ ❦❛➺❞❡❥ $♦③✇❛➺❛♥❡❥ )*❡❝❤✐♦♠❡*$✐✐✮ ♣♦❞❞❛➟❡♠ ❜❛$❞③✐❡❥

)③❝③❡❣9➟♦✇❡❥ ❛♥❛❧✐③✐❡✱ ❛ ♥❛)*➛♣♥✐❡ ✉➺②➟❡♠ ❞♦ ♦❜❧✐❝③❡➠ ❦❧❛)*$♦✇②❝❤✳ ?$③②❦➟❛❞♦✇❡ )*$✉❦*✉✲

$② )→ ♣♦❦❛③❛♥❡ ♥❛ ❘②)✳ ✻✳ ❉➟✉❣♦➧❝✐ ✇✐→③❛➠ ❙✕❙ ✇②♥♦)✐➟② ♦❦♦➟♦ ✷✳✵ ➴✱ ❛ ❦→*② ✇❛❧❡♥❝②❥♥❡

❧❡➺❛➟② ✇ ♣$③❡❞③✐❛❧❡ ✶✵✽

◦
✲✶✶✹

◦
✱ ③❛*❡♠ ❜②➟② ♥✐❡③♥❛❝③♥✐❡ ♥✐➺)③❡ ♥✐➺ ✇❛$*♦➧❝✐ ♣$③❡✇✐❞③✐❛♥❡ ♥❛

♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚✴?❇❊ ❞❧❛ ✐③♦❧♦✇❛♥❡❣♦ $♦❞♥✐❦❛ ❙

•−

3 ✱ ✭♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ✷✳✵✶ ➴ ✐ ✶✶✻✳✸

◦
✮✱ ✐ ❜❧✐)❦✐❡

✇❛$*♦➧❝✐♦♠ ❡❦)♣❡$②♠❡♥*❛❧♥②♠ ③ ❛❜)♦$♣❝②❥♥❡❥ )♣❡❦*$♦)❦♦♣✐✐ $❡♥*❣❡♥♦✇)❦✐❡❥ ✭♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦

✷✳✵✺ ➴ ✐ ✶✶✵

◦
✮✳

✸✺

❲✐→③❛♥✐❡ ♠✐➛❞③② ❥♦♥❛♠✐ ◆❛

+
❛ ❙

•−

3 ♦❞❜②✇❛ )✐➛ ❣➟9✇♥✐❡ ♣$③❡③ *❡$♠✐♥❛❧♥❡

❛*♦♠② ❙✱ ❞❧❛ ❦*9$②❝❤ ♦❞❧❡❣➟♦➧❝✐ ◆❛✕❙ ✇②♥♦)③→ ♦❦♦➟♦ ✷✳✽ ➴✱ ♥❛*♦♠✐❛)* ♦❞❧❡❣➟♦➧❝✐ ♠✐➛❞③②

❛*♦♠❛♠✐ ❙ ❛ )✐❡❝✐♦✇②♠✐ ❛*♦♠❛♠✐ ❖ ✇②♥♦)③→ ❝♦ ♥❛❥♠♥✐❡❥ ✸✳✶ ➴✳ ◆❛❥❦$9*)③❡ ♦❞❧❡❣➟♦➧❝✐

♣♦♠✐➛❞③② )→)✐❡❞♥✐♠✐ ❥♦♥❛♠✐ ❙

•−

3 ✭*❥✳ ♣♦♠✐➛❞③② ♣❡$✐♦❞②❝③♥②♠✐ ♦❜$❛③❛♠✐ ❧✉❜ ❞✇♦♠❛ $♦❞♥✐✲

❦❛♠✐ ✇ ❥❡❞♥❡❥ ❦♦♠9$❝❡✮ )→ ③❛✇)③❡ ✇✐➛❦)③❡ ♥✐➺ ✻ ➴✳ ❲❛$*♦ ③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ ❞♦❦➟❛❞♥❡ ❣❡♦♠❡*$✐❡

$♦❞♥✐❦9✇ ❙

•−

3 ✇ ❯▼ ♥✐❡ ③♦)*❛➟② ✇②③♥❛❝③♦♥❡ ❦$②)*❛❧♦❣$❛✜❝③♥✐❡✿ ❥♦♥② *❡ ♠♦❣→ ♣$③②❥♠♦✇❛➣

$9➺♥❡ ♦$✐❡♥*❛❝❥❡ ✇ )→)✐❛❞✉❥→❝②❝❤ ❦♦♠♦$❛❝❤ )♦❞❛❧✐*♦✇②❝❤ ✐✴❧✉❜ ❜②➣ ❝③➛➧❝✐♦✇♦ ③❛)*➛♣♦✇❛♥❡

♣$③❡③ ✐♥♥❡ ❛♥✐♦♥② ✭♥♣✳ ❈❧

−
✱ ❙❖

2−
4 ✱ ❙

2−
✮✱ ♣$③❡③ ❝♦ ♥✐❡ ❞❛❥→ ✇②$❛➵♥❡❣♦ ✇③♦$✉ ❞②❢$❛❦❝②❥♥❡❣♦✳

❆♥❛❧✐③❛ ❢♦♥♦♥9✇ ✇ ♣✉♥❦❝✐❡ Γ ♣♦❦❛③❛➟❛✱ ➺❡ ❞$❣❛♥✐❛ ❙

•−

3 ✇ ❯▼ )→ ❞♦➧➣ ❞♦❜$③❡ ♦❞)❡✲

♣❛$♦✇❛♥❡ ♦❞ ❞$❣❛➠ )✐❡❝✐ ✐ ♠♦❣→ ❜②➣ ✐♥*❡$♣$❡*♦✇❛♥❡ ♣♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ *$③② ❞$❣❛♥✐❛ ♥♦$♠❛❧♥❡

♥✐❡❧✐♥✐♦✇❡❥ *$9❥❛*♦♠♦✇❡❥ ❝③→)*❡❝③❦✐✳ ❍❛$♠♦♥✐❝③♥❡ ❝③➛)*♦➧❝✐ ❞$❣❛➠ ♦*$③②♠❛♥❡ ③ ♦❜❧✐❝③❡➠

❉❋❚✴?❇❊ ❜❛$❞③♦ ❞♦❜$③❡ ③❣❛❞③❛❥→ )✐➛ ③ ❡❦)♣❡$②♠❡♥*❛❧♥②♠✐ ❝③➛)*♦➧❝✐❛♠✐ ✇②③♥❛❝③♦♥②♠✐

③ ✇✐❞♠ ❘❛♠❛♥❛✱

✸✻

✇②♥♦)③→❝②♠✐ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ✷✽✵✱ ✺✹✵ ✐ ✺✽✵ ❝♠

−1
❞❧❛ ❞$❣❛➠ ③❣✐♥❛❥→❝❡❣♦✱

$♦③❝✐→❣❛❥→❝❡❣♦ )②♠❡*$②❝③♥❡❣♦ ✐ ❛♥*②)②♠❡*$②❝③♥❡❣♦ ✭✇)③②)*❦✐❡ ❛❦*②✇♥❡ ✇ ✇✐❞♠✐❡ ❘❛♠❛♥❛

❞❧❛ )②♠❡*$✐✐ C2v ❥♦♥✉ ❙

•−

3 ✮✳

26
❖❞♣♦✇✐❡❞♥✐❡ ❞$❣❛♥✐❛ ❙

•−

3 ✇ ❯▼ ♠✐❛➟② ❝③➛)*♦➧❝✐ ♦❦♦➟♦ ✷✵✲✹✵

❝♠

−1
✇②➺)③❡ ♥✐➺ ♦)❝②❧❛❝❥❡ $♦❞♥✐❦❛ ✇ ❢❛③✐❡ ❣❛③♦✇❡❥✱ ❝♦ ❥❡)* ❡❢❡❦*❡♠ ♥✐❡✇✐❡❧❦✐❡❣♦ )❦$9❝❡♥✐❛

✇✐→③❛➠ ❙✕❙ ✇ ❯▼✳ ❲ ♥✐❡❦*9$②❝❤ ♠♦❞❡❧❛❝❤✱ ✇)❦✉*❡❦ )♣$③➛➺❡♥✐❛ ❞$❣❛➠ ❙

•−

3 ③ ❞$❣❛♥✐❛♠✐

)✐❡❝✐ ❙❖❉✱ ✇ ✇②♠✐❡♥✐♦♥②❝❤ ③❛❦$❡)❛❝❤ ❝③➛)*♦➧❝✐ ♠♦❣➟❡♠ ③✐❞❡♥*②✜❦♦✇❛➣ ❞♦❞❛*❦♦✇❡ ♠♦❞②

✇✐❜$❛❝②❥♥❡ ③ ✇②$❛➵♥②♠ ✉❞③✐❛➟❡♠ ✇②❝❤②❧❡➠ ❛*♦♠9✇ ❙ ③ ♣♦➟♦➺❡➠ $9✇♥♦✇❛❣✐✳

■♥*❡$♣$❡*❛❝❥❡ ✇✐❞♠ ❡❧❡❦*$♦♥♦✇❡❣♦ $❡③♦♥❛♥)✉ ♣❛$❛♠❛❣♥❡*②❝③♥❡❣♦ ✭❊?❘✮ ✐ ❛❜)♦$♣❝②❥✲

♥❡❥ )♣❡❦*$♦)❦♦♣✐✐ ❡❧❡❦*$♦♥♦✇❡❥ ✇ ③❛❦$❡)✐❡ ♥❛❞✜♦❧❡*✉✱ ♦♣*②❝③♥②♠ ✐ ❜❧✐)❦✐❡❥ ♣♦❞❝③❡$✇✐❡♥✐

✭❯❱✲❱✐)✲◆■❘✮ ♦♣❛$➟❡♠ ♦ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ♣❡➟♥♦❡❧❡❦*$♦♥♦✇❡ ✇ ③❧♦❦❛❧✐③♦✇❛♥②❝❤ ❜❛③❛❝❤ ❞❧❛ ♠♦✲

❞❡❧✐ ❦❧❛)*$♦✇②❝❤✳ ❉♦ )*❛♥❞❛$❞♦✇②❝❤ ♦❜❧✐❝③❡➠ ✉➺②➟❡♠ ❦❧❛)*$9✇ $❡♣$❡③❡♥*✉❥→❝②❝❤ ♣♦❥❡❞②♥❝③→

❦♦♠♦$➛ )♦❞❛❧✐*♦✇→ ♦ )✉♠❛$②❝③♥②❝❤ ✇③♦$❛❝❤ ❬✭❙

•−

3 ✮◆❛(6−8)✭❍2❖✮(15−20)❪
(5−7)+

✿ ♦♣$9❝③ ❥❡❞✲

♥❡❣♦ $♦❞♥✐❦❛ ✇ )❦➟❛❞ ♠♦❞❡❧✉ ✇❝❤♦❞③✐➟② ❦❛*✐♦♥② ◆❛

+
✐ )✐❡❝✐♦✇❡ ❛*♦♠② ❖✱ ❦*9$②❝❤ ✇♦❧♥❡

✇✐→③❛♥✐❛ ✇②)②❝✐➟❡♠ ❛*♦♠❛♠✐ ❍ ❧❡➺→❝②♠✐ ♥❛ ❧✐♥✐❛❝❤ ✇✐→③❛➠ ❖✕❙✐✴❆❧ ✇ ♣❡$✐♦❞②❝③♥❡❥ ❯▼✳

❚❡)*♦✇❡ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ✇②❦♦♥❛♥❡ ❞❧❛ ❦❧❛)*$❛ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❛❥→❝❡❣♦ ♣❡➟♥→ ❣❧✐♥♦❦$③❡♠✐❛♥♦✇→ ❥❡❞✲

♥♦)*❦➛ )♦❞❛❧✐*♦✇→ ✭❬✭❙

•−

3 ✮◆❛8❙✐12❆❧12❍24❖60❪
5−
✱ ❛*♦♠② ❍ ✇②)②❝❛❥→ ✇✐→③❛♥✐❛ *❡$♠✐♥❛❧♥②❝❤

❛*♦♠9✇ ❖✮ ✇②❦❛③❛➟②✱ ➺❡ ❞❛❧)③❡ ③✇✐➛❦)③❛♥✐❡ $♦③♠✐❛$9✇ ♠♦❞❡❧✉ ♥✐❡ ✇♣➟②✇❛ ❥✉➺ ③♥❛❝③→❝♦

♥❛ ✇②♥✐❦✐✳

❲➟❛)♥♦➧❝✐ ♣❛$❛♠❛❣♥❡*②❝③♥❡ $♦❞♥✐❦❛ ❙

•−

3 )→ ③❞❡*❡$♠✐♥♦✇❛♥❡ ♣$③❡③ ❝❤❛$❛❦*❡$ ♣♦❥❡❞②♥✲

❝③♦ ♦❜)❛❞③♦♥❡❣♦ ♦$❜✐*❛❧✉ ♠♦❧❡❦✉❧❛$♥❡❣♦ ✭❙❖▼❖✮✱ ❦*9$② ❞❧❛ )②♠❡*$✐✐ C2v ❛♥✐♦♥✉ ♥❛❧❡➺②

❞♦ $❡♣$❡③❡♥*❛❝❥✐ ♥✐❡♣$③②✇✐❡❞❧♥❡❥ ✹b1✱ ❛ ✇➟❛)♥♦➧❝✐ ♦♣*②❝③♥❡ ❞♦❞❛*❦♦✇♦ ♣$③❡③ ❧❡➺→❝② ♣♦♥✐➺❡❥

♦$❜✐*❛❧ ✭❙❖▼❖✲✶✮ ♥❛❧❡➺→❝② ❞♦ $❡♣$❡③❡♥*❛❝❥✐ ✷a2✱ ♦❜❛ ♦$❜✐*❛❧❡ ♣$③❡❞)*❛✇✐♦♥❡ ♥❛ ❘②)✳ ✼✿

✇③❜✉❞③❡♥✐❡ ❡❧❡❦*$♦♥♦✇❡ ♦ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ❢❛❧✐ ♦❦♦➟♦ ✻✵✵ ♥♠✱ ✇②✇♦➟✉❥→❝❡ ✐♥*❡♥)②✇♥→ ♥✐❡❜✐❡)❦→

❜❛$✇➛ ♦♠❛✇✐❛♥❡❣♦ ❝❤$♦♠♦❢♦$✉✱ ♠❛ ❞♦♠✐♥✉❥→❝② ❝❤❛$❛❦*❡$ ♣$③❡❥➧❝✐❛ 4b1 → 2a2✳ ❙*$✉❦*✉$❛
❡❧❡❦*$♦♥♦✇❛ )✇♦❜♦❞♥②❝❤ ✐ ③❛♥✉$③♦♥②❝❤ ✇ )✐❡❝✐ ❙❖❉ ❛♥✐♦♥9✇ ❙

•−

3 ❥❡)* ♣♦❞♦❜♥❛✱ ♣♦♥✐❡✲

✸✺

▼✳ ❚✳ ❲❡❧❧❡&✱ ❏✳ ❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳✱ ❉❛❧-♦♥ ❚0❛♥1✳ ✷✵✵✵✱ ✹✷✷✼✲✹✷✹✵✳

✸✻

❇❡③♣♦➧&❡❞♥✐❡ ♣♦&5✇♥②✇❛♥✐❡ ♦❜❧✐❝③♦♥②❝❤ ✇ ♣&③②❜❧✐➺❡♥✐✉ ❤❛&♠♦♥✐❝③♥②♠ ❝③➛@A♦➧❝✐ ③ ❡❦@♣❡&②♠❡♥A❛❧♥②✲

♠✐ ✇❛&A♦➧❝✐❛♠✐ ❥❡@A ✇ ♦❣5❧♥♦➧❝✐ ♥✐❡♣♦♣&❛✇♥❡✱ ❥❡❞♥❛❦ ❞❧❛ @✐❧♥②❝❤ ✇✐→③❛➠ ❡❢❡❦A② ❛♥❤❛&♠♦♥✐❝③♥❡ @→ ❝③➛@A♦

③❛♥✐❡❞❜②✇❛❧♥❡✳ H♦♥❛❞A♦ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛➟② ❣&❛❞✐❡♥A♦✇❡ ③❛③✇②❝③❛❥ ♥✐❡❝♦ ③❛♥✐➺❛❥→ @✐➟➛ ✇✐→③❛♥✐❛✱ ❛ ✇ ❦♦♥@❡❦✇❡♥❝❥✐

❝③➛@A♦➧❝✐ ❤❛&♠♦♥✐❝③♥❡✱ ♣&③❡③ ❝♦ ❜➟→❞ ❉❋❚ ✇ ♣&③②❜❧✐➺❡♥✐✉ ❣&❛❞✐❡♥A♦✇②♠ ❞③✐❛➟❛ ❡❢❡❦A②✇♥✐❡ ❥❛❦ ♣♦♣&❛✇❦❛

❛♥❤❛&♠♦♥✐❝③♥❛✳ ❉❧❛ ❙

•−

3 ❛♥❤❛&♠♦♥✐❝③♥♦➧➣ ❥❡@A ❢❛❦A②❝③♥✐❡ ♥✐❡❞✉➺❛✿ ❏✳ ❆✳ ❚♦@@❡❧❧✱ ●❡♦❝❤✐♠✳ ❈♦1♠♦❝❤✐♠✳

❆❝-❛ ✷✵✶✷✱ ✾✺✱ ✼✾✲✾✷✳

✶✻



❘②"✉♥❡❦ ✼✿  ♦"#✇♥❛♥✐❡ ✇➟❛*♥♦➧❝✐ ❡❧❡❦/"♦♥♦✇②❝❤ "♦❞♥✐❦❛ ❙

•−

3 ✇ "#➺♥②❝❤ ♠♦❞❡❧❛❝❤✿

✭✶✮ ❦♦♥/✉"② ♦"❜✐/❛❧✐ ♠♦❧❡❦✉❧❛"♥②❝❤ ✐③♦❧♦✇❛♥❡❣♦ ❥♦♥✉✱ ♣♦❥❡❞②♥❝③♦ ♦❜*❛❞③♦♥❡❣♦ ✭❙❖▼❖✮

✐ ♥❛*/➛♣♥❡❣♦ ❧❡➺→❝❡❣♦ ♣♦♥✐➺❡❥ ✭❙❖▼❖✲✶✮ ♥❛❥✇②➺*③❡❣♦ ♣♦❞✇#❥♥✐❡ ♦❜*❛❞③♦♥❡❣♦ ♦"❜✐/❛❧✉✱ *②♠✲

❜♦❧❡ "❡♣"❡③❡♥/❛❝❥✐ ♥✐❡♣"③②✇✐❡❞❧♥②❝❤ ♣♦❞❛♥❡ ❞❧❛ *②♠❡/"✐✐ C2v✱ ✭✷✮ ❣➛*/♦➧❝✐ */❛♥#✇✱ ❝❛➟❦♦✇✐✲

/❛ ✐ "③✉/♦✇❛♥❡ ♥❛ */❛♥② ❛/♦♠♦✇❡✱ ❞❧❛ ♣❡"✐♦❞②❝③♥❡❣♦ ♠♦❞❡❧✉ ✉❧/"❛♠❛"②♥② ✭◆❛8❙
•−

3 ❈❧✲*♦❞✮

③ ③❛③♥❛❝③♦♥②♠✐ ✇❦➟❛❞❛♠✐ ♦❞ ♣♦❥❡❞②♥❝③♦ ♦❜*❛❞③♦♥❡❣♦ ✐ ♥❛❥✇②➺*③❡❣♦ ♣♦❞✇#❥♥✐❡ ♦❜*❛❞③♦♥❡✲

❣♦ ♦"❜✐/❛❧✉ ❦"②*/❛❧✐❝③♥❡❣♦✱ ❦♦♥/✉"② ❦✇❛❞"❛/#✇ ♠♦❞✉➟#✇ ♦"❜✐/❛❧✐ ✇②❦"❡➧❧♦♥❡ ❞❧❛ ♣✉♥❦/✉ Γ✱
✭✸✮ ❦♦♥/✉"② ❙❖▼❖ ✐ ❙❖▼❖✲✶ ❞❧❛ ♠♦❞❡❧✉ ❦❧❛*/"♦✇❡❣♦✳ ❑♦❧♦"② ♣✐❡"✇✐❛*/❦#✇✿ ❙✕➺#➟/②✱ ◆❛✕

✜♦❧❡/♦✇②✱ ❙✐✕❝✐❡♠♥♦♥✐❡❜✐❡*❦✐✱ ❆❧✕❥❛*♥♦♥✐❡❜✐❡*❦✐✱ ❖✕❝③❡"✇♦♥②✱ ❍✕❜✐❛➟②✱ ❈❧✕③✐❡❧♦♥②✳

✇❛➺ ✇#❦✉&❡❦ ❞♦➧➣ ❞✉➺❡❥ #❡♣❛.❛❝❥✐ ♣.③❡#&.③❡♥♥❡❥✱ ❥❛❦ ✐ ✇ #❦❛❧✐ ❡♥❡.❣✐✐✱ ♦.❜✐&❛❧❡ ❣.❛♥✐❝③♥❡

&②❝❤ .♦❞♥✐❦9✇ #➟❛❜♦ ♥❛❦➟❛❞❛❥→ #✐➛ ③ ♦.❜✐&❛❧❛♠✐ ③❧♦❦❛❧✐③♦✇❛♥②♠✐ ♥❛ #✐❡❝✐ ❙❖❉✳ ❏❡❞②♥②♠✐

✇③❜✉❞③❡♥✐❛♠✐ ♦♣&②❝③♥②♠✐ ♦ ❞✉➺❡❥ ✐♥&❡♥#②✇♥♦➧❝✐✱ ♣.③❡✇✐❞③✐❛♥②♠✐ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚✴❈❆▼✲

❇✸▲❨N ❞❧❛ ♠♦❞❡❧✐ ❦❧❛#&.♦✇②❝❤✱ #→ ✇➟❛➧♥✐❡ ✇③❜✉❞③❡♥✐❛ ♦ ❞♦♠✐♥✉❥→❝②♠ ❝❤❛.❛❦&❡.③❡ ♣.③❡❥✲

➧❝✐❛ 4b1 → 2a2 ✇ ♦❜.➛❜✐❡ .♦❞♥✐❦❛ ❙
•−

3 ✳ N♦❧✐❝③♦♥❡ ❡♥❡.❣✐❡ &②❝❤ ♣.③❡❥➧➣ ✭✺✽✵✲✻✹✺ ♥♠✮ ③❣❛❞③❛❥→

#✐➛ ❜❛.❞③♦ ❞♦❜.③❡ ③ ❞❛♥②♠✐ ❡❦#♣❡.②♠❡♥&❛❧♥②♠✐ ✭✺✾✺✲✻✷✵ ♥♠✮✳

26,28
❲②❥→&❦✐❡♠ ❥❡#& ♠♦❞❡❧

③ ♥❛❥❜❛.❞③✐❡❥ ♦❞❦#③&❛➟❝♦♥②♠ ♦❞ ✐❞❡❛❧♥❡❥ #②♠❡&.✐✐ C2v .♦❞♥✐❦✐❡♠ ✭❞➟✉❣♦➧❝✐ ✇✐→③❛➠ ❙✕❙

✇②♥♦#③→ ✶✳✾✽✼ ✐ ✷✳✵✶✾ ➴✮✱ ❣❞③✐❡ ❦#③&❛➟& ❙❖▼❖ ✇②.❛➵♥✐❡ ♦❞❜✐❡❣❛ ♦❞ #&❛♥✉ 4b1 #②♠❡&.②❝③✲
♥❡❣♦ ❥♦♥✉ ✭♠❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ❝❤❛.❛❦&❡. ✇✐→➺→❝② ✐ ❛♥&②✇✐→➺→❝② ✇❞③➟✉➺ ❦.9&❦✐❡❣♦ ✐ ❞➟✉❣✐❡❣♦

✇✐→③❛♥✐❛✮✱ ❛ ♣.③❡❥➧❝✐❡ ❙❖▼❖✲✶→❙❖▼❖ ❥❡#& ✇②.❛➵♥✐❡ ♣.③❡#✉♥✐➛&❡ ✇ #&.♦♥➛ ❦.9&#③②❝❤ ❢❛❧

✭✺✸✼ ♥♠✮✳ ❲ ♥✐❡❦&9.②❝❤ ♥✐❡❜✐❡#❦✐❝❤ ❯▼ ❢❛❦&②❝③♥✐❡ ♦❜#❡.✇♦✇❛♥♦ #❛&❡❧✐&❛.♥❡ ❧✐♥✐❡ ♦❦♦➟♦ ✺✹✵

♥♠✱

✸✼

❦&9.❡ ♠♦❣→ ♣♦❝❤♦❞③✐➣ ♦❞ #✐❧♥✐❡ ♦❞❦#③&❛➟❝♦♥②❝❤ ♦❞ #②♠❡&.✐✐ C2v ❥♦♥9✇ ❙
•−

3 ✳

●➟9✇♥❡ #❦➟❛❞♦✇❡ &❡♥#♦.❛ g✱ ❛ ③❛&❡♠ ✐ ❥❡❣♦ ➧❧❛❞✱ giso✱ ✇②③♥❛❝③♦♥❡ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚✴❇✸▲❨N
✸✽

#→ ♣.❛❦&②❝③♥✐❡ &❛❦✐❡ #❛♠❡ ❞❧❛ ✐③♦❧♦✇❛♥❡❣♦ ✐ ③❛♥✉.③♦♥②❝❤ .♦❞♥✐❦9✇✿ gxx = 2.002, gyy =
2.038, gzz = 2.059, (±.005)✱ ♦.✐❡♥&❛❝❥➛ ♦#✐ ♣.③❡❞#&❛✇✐➟❡♠ ♥❛ ❘②#✳ ✽✳ N♦❧✐❝③♦♥② ♥❛ ♣♦✲

③✐♦♠✐❡ ❉❋❚✴❇✸▲❨N ➧❧❛❞ &❡♥#♦.❛ ✭giso = 2.032± 0.001✮ ❜❛.❞③♦ ❞♦❜.③❡ ③❣❛❞③❛ #✐➛ ③ ❞❛♥②✲
♠✐ ❡❦#♣❡.②♠❡♥&❛❧♥②♠✐ ✭&②♣♦✇❛ ✇❛.&♦➧➣ giso &♦ ✷✳✵✷✾✮✳

28
❲ ❡❦#♣❡.②♠❡♥&❛❝❤ ❊N❘ ❞❧❛ ❯▼

✸✼

❑✳ ❘❛✉❧✐♥ ❡! ❛❧✳✱ %❤②(✳ ❈❤❡♠✳ ❈❤❡♠✳ %❤②(✳ ✷✵✶✶✱ ✶✸✱ ✾✷✺✸✲✾✷✺✾✳

✸✽

❙❦➟❛❞♦✇❡ 5❡♥6♦7❛ g ♦57③②♠❛♥❡ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚✴@❇❊ ♣7③②❥♠✉❥→ ❜❛7❞③♦ ♣♦❞♦❜♥❡ ✇❛75♦➧❝✐✳

✶✼



❘②"✉♥❡❦ ✽✿ ❖!③❛❝♦✇❛♥✐❡ ❡♥❡*❣✐✐ *♦,❛❝❥✐

✭∆❊✮ ❙•−

3 ✇♦❦3➟ ♦!✐ Y ❞❧❛ ♥❛❥❜❛*❞③✐❡❥ !,❛❜✐❧✲

♥②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ✉❧,*❛♠❛*②♥ ♦ !,❡❝❤✐♦♠❡,*✐❛❝❤✿

✭✶✮ ◆❛8✭❙
•−

3 ✮❈❧✲!♦❞✱ ✭✷✮ ◆❛7✭❙
•−

3 ✮✲!♦❞ ✐ ✭✸✮

◆❛8✭❙
•−

3 ✮2✲!♦❞✳E♦♥❛❞,♦ ✭✹✮ ❡♥❡*❣✐❛ ♦❜*♦,✉

❙

•−

2 ✇♦❦3➟ ❞♦✇♦❧♥❡❥ ♦!✐ ♣*♦!,♦♣❛❞➟❡❥ ❞♦ ✇✐→✲

③❛♥✐❛ ❞❧❛ ♠♦❞❡❧✉ ◆❛7✭❙
•−

2 ✮✲!♦❞✳ ❏❛❦♦ ♣♦✲

③✐♦♠ ③❡*♦✇② ♣*③②❥➛,❛ ❡♥❡*❣✐❛ ③♦♣,②♠❛❧✐③♦✲

✇❛♥❡❥ ❦♦♠3*❦✐ ❞❧❛ ❦❛➺❞❡❣♦ ♠♦❞❡❧✉✳

❘②"✉♥❡❦ ✾✿ ●➛!,♦➧➣ !♣✐♥♦✇❛ ❞❧❛ ❛♥,②❢❡**♦✲

♠❛❣♥❡,②❝③♥❡❣♦ !,❛♥✉ ✇ ♠♦❞❡❧✉ ◆❛7❙
•−

3 ✲!♦❞✱

✇ !✉♣❡*❦♦♠3*❝❡ ♦,*③②♠❛♥❡❥ ♣*③❡③ ♣♦❞✇♦❥❡♥✐❡

✇ ❦✐❡*✉♥❦✉ ♥❛❥❦*3,!③❡❥ ♦❞❧❡❣➟♦➧❝✐ ♠✐➛❞③②

❛,♦♠❛♠✐ ❙ ♣❡*✐♦❞②❝③♥②❝❤ ♦❜*❛③3✇ *♦❞♥✐❦❛

✭✻✳✹✵✺ ➴✮✳

✇ !❡♠♣❡%❛!✉%③❡ ♣♦❦♦❥♦✇❡❥ ♦❜-❡%✇✉❥❡ -✐➛ ③❛③✇②❝③❛❥ ✉➧%❡❞♥✐♦♥② -②❣♥❛➟ ♣%③② giso✱ ❦!8%②✱ ❥❡➧❧✐

✇ ♦❣8❧❡ ❞❛❥❡ -✐➛ -✐➛ %♦③❞③✐❡❧✐➣ ♥❛ -❦➟❛❞♦✇❡✱ !♦ ❞♦♣✐❡%♦ ✇ !❡♠♣❡%❛!✉%③❡ ❦✐❧❦✉ ❑✳

✸✾

❯➧%❡❞✲

♥✐❛♥✐❡ -②❣♥❛➟✉ ✇ ✇✐❞♠❛❝❤ ❊A❘ ❞❧❛ ❯▼ ❜②➟♦ !➟✉♠❛❝③♦♥❡ ❥❛❦♦ ❡❢❡❦! ❜→❞➵ !♦ ♠♦❜✐❧♥♦➧❝✐

%♦❞♥✐❦8✇ ✇❡✇♥→!%③ ❦♦♠8% -♦❞❛❧✐!♦✇②❝❤✱

37
❜→❞➵ ❥❛❦♦ ❦♦♥-❡❦✇❡♥❝❥❛ ♦❞❞③✐❛➟②✇❛♥✐❛ ♠✐➛❞③②

-♣✐♥❛♠✐ -→-✐❡❞♥✐❝❤ %♦❞♥✐❦8✇✳

39
❖❜❛ !❡ ✇②!➟✉♠❛❝③❡♥✐❛ ♣♦❞❞❛➟❡♠ ✇❡%②✜❦❛❝❥✐ ♠❡!♦❞❛♠✐

♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇②♠✐✳ ❉❧❛ ♠♦❞❡❧✐ ③❛✇✐❡%❛❥→❝②❝❤ ❞✇❛ ❝❡♥!%❛ -♣✐♥♦✇❡ ✭◆❛8✭❙
•−

3 ✮2✲-♦❞ ✐ ♣♦❞✇♦✲

❥♦♥❛ ❦♦♠8%❦❛ ◆❛7✭❙
•−

3 ✮✲-♦❞✮ ♦❜❧✐❝③②➟❡♠ ❡♥❡%❣✐➛ -!❛♥8✇ ♦ ③❣♦❞♥❡❥ ♦%✐❡♥!❛❝❥✐ ♦❜✉ -♣✐♥8✇

✭✒❢❡%%♦♠❛❣♥❡!②❝③♥②✑ !%②♣❧❡!✮ ✐ ♦ ♣%③❡❝✐✇♥❡❥ ✭✒❛♥!②❢❡%%♦♠❛❣♥❡!②❝③♥②✑ -✐♥❣❧❡! ♦ ③➟❛♠❛♥❡❥

-②♠❡!%✐✐ -♣✐♥♦✇❡❥✮✱ ③♦❜❛❝③ ❘②-✳ ✾✳ ❊♥❡%❣✐❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❝❤ ♣❛% -!❛♥8✇ ♦❦❛③❛➟② -✐➛ ❜②➣ !❛❦✐❡

-❛♠❡ ✭③ ❞♦❦➟❛❞♥♦➧➣✐→ ❞♦ ✶✵

−3
❦❏✴♠♦❧✮✱ ❝♦ ✇-❦❛③✉❥❡ ♥❛ ❜%❛❦ ♦❞❞③✐❛➟②✇❛➠ ♠✐➛❞③② ❝❡♥!%❛♠✐

-♣✐♥♦✇②♠✐✳ ❆❜② ♦-③❛❝♦✇❛➣ ♠♦❜✐❧♥♦➧➣ ❥♦♥8✇ ❙

•−

3 ✇ ❦♦♠♦%❛❝❤ -♦❞❛❧✐!♦✇②❝❤ ❞❧❛ !%③❡❝❤ ♣❡✲

%✐♦❞②❝③♥②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ♥✐❡❜✐❡-❦✐❝❤ ❯▼ ♦❜❧✐❝③②➟❡♠ ❡♥❡%❣✐➛ -✐❡❝✐ ③ %♦❞♥✐❦✐❡♠ ♦❜%8❝♦♥②♠ ♦ ✹✺

✐ ✾✵

◦
✇♦❦8➟ ♦-✐ Y !❡♥-♦%❛ g ✭♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝❡❥ ♦-✐ C2 ♣%③② ✐❞❡❛❧♥❡❥ -②♠❡!%✐✐ C2v✮ ❜❡③ %❡❧❛❦✲

-❛❝❥✐ %❡-③!② -✐❡❝✐✳ A♦♥✐❡✇❛➺ -❦➟❛❞♦✇❡ gxx ✐ gzz ♥❛❥❜❛%❞③✐❡❥ ♦❞❜✐❡❣❛❥→ ♦❞ giso✱ ✇✐➛❝ ♠♦➺♥❛

③❛➟♦➺②➣✱ ➺❡ -✇♦❜♦❞❛ %♦!❛❝❥✐ ✇➟❛➧♥✐❡ ✇♦❦8➟ ♦-✐ Y ♠❛ ❞❡❝②❞✉❥→❝② ✇♣➟②✇ ♥❛ ✉➧%❡❞♥✐❡♥✐❡ -②✲

❣♥❛➟✉✳ ❚❛❦ ♦-③❛❝♦✇❛♥❡ ❜❛%✐❡%② ❡♥❡%❣❡!②❝③♥❡ %♦!❛❝❥✐✱ ③❛♣%❡③❡♥!♦✇❛♥❡ ♥❛ ❘②-✳ ✽✱ ✇②❦❛③✉❥→

❞♦➧➣ ❞✉➺② %♦③③%③✉! ♣♦♠✐➛❞③② ♠♦❞❡❧❛♠✐ ✭♦❦♦➟♦ ✺✲✶✺ ❦❏✴♠♦❧✮✱ ❝♦ -✉❣❡%✉❥❡✱ ➺❡ ③❛❧❡➺♥✐❡ ♦❞

❦♦♦%❞②♥❛❝❥✐ ♣%③❡③ ❦❛!✐♦♥② ◆❛

+
✱ %✉❝❤❧✐✇♦➧➣ %♦❞♥✐❦8✇ ❙

•−

3 ✇ ❯▼ ✇②❦❛③✉❥❡ ❞✉➺→ ③♠✐❡♥♥♦➧➣✳

◆❛ ♣♦❞-!❛✇✐❡ ♣♦✇②➺-③②❝❤ ✇②♥✐❦8✇ ♠♦❣➟❡♠ -!✇✐❡%❞③✐➣✱ ➺❡ ❝③②♥♥✐❦✐❡♠ %8➺♥✐❝✉❥→❝②♠ ✉➧%❡❞✲

♥✐❛♥✐❡ -②❣♥❛➟8✇ ❊A❘ ❞❧❛ ❯▼ -→ ❡❢❡❦!② ③✇✐→③❛♥❡ ③ ❞②♥❛♠✐❦→ ❙

•−

3 ✇❡✇♥→!%③ ❦❧❛!❡❦ ❙❖❉✱

❛ ♥✐❡ ♦❞❞③✐❛➟②✇❛♥✐❡ ✇②♠✐❡♥♥❡ ♠✐➛❞③② ❝❡♥!%❛♠✐ -♣✐♥♦✇②♠✐✳

❲ ♦-!❛!♥✐❡❥ ❝③➛➧❝✐ ♦♠❛✇✐❛♥❡❥ ♣%❛❝② ♣%③❡❞-!❛✇✐➟❡♠ ✇②♥✐❦✐ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥②❝❤ ♦❜❧✐❝③❡➠ ♣%③❡✲

♣%♦✇❛❞③♦♥②❝❤ ❞❧❛ ♣❡%✐♦❞②❝③♥②❝❤ ✐ ❦❧❛-!%♦✇②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ❯▼ ③❛✇✐❡%❛❥→❝②❝❤ ➺8➟!② ❝❤%♦♠♦❢♦%

❙

•−

2 ✱ ❛❜-♦❜✉❥→❝② ➧✇✐❛!➟♦ ♣%③② ❞➟✉❣♦➧❝✐ ❢❛❧✐ ♦❦♦➟♦ ✹✵✵ ♥♠✱ ❦!8%② ❝③➛-!♦ !♦✇❛%③②-③② !%8❥-✐❛%✲

❦♦✇②♠ %♦❞♥✐❦♦♠ ✇ ❯▼✳

28
❯❦➟❛❞ !❡♥ ♦❦❛③❛➟ -✐➛ ❞✉➺♦ ❜❛%❞③✐❡❥ ♣%♦❜❧❡♠❛!②❝③♥② ❞❧❛ ♦❜❧✐❝③❡➠

❉❋❚ ③ %❛❝❥✐ -✐❧♥✐❡ ✇✐❡❧♦%❡❢❡%❡♥❝②❥♥❡❣♦ ❝❤❛%❛❦!❡%✉ -!%✉❦!✉%② ❡❧❡❦!%♦♥♦✇❡❥✱ ❦!8%② ♥✐❡ ♠♦✲

✸✾

❉✳ ❆#✐❡❧✐✱ ❉✳ ❊✳ ❲✳ ❱❛✉❣❤❛♥✱ ❉✳ ●♦❧❞❢❛#❜✱ ❏✳ ❆♠✳ ❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳ ✷✵✵✹✱ ✶✷✻✱ ✺✼✼✻✲✺✼✽✽✳

✶✽



❘②"✉♥❡❦ ✶✵✿ ■③♦♠❡%② ❙4✴❙
•−

4 %♦③✇❛➺❛♥❡ ✇ ♠♦❥❡❥ ♣%❛❝②✳ ■③♦♠❡% D2h ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚

❥❡56 56❛♥❡♠ ♣%③❡❥➧❝✐♦✇②♠ ♠✐➛❞③② ❞✇✐❡♠❛ ♣5❡✉❞♦%♦6♦✇❛♥②♠✐ 56%✉❦6✉%❛♠✐ C2v✳ ❙6%✉❦6✉%❛

gauche ♦ ✐❞❡❛❧♥❡❥ 5②♠❡6%✐✐ C2 ❥❡56 ♥✐❡56❛❜✐❧♥❛ ✇ ❢❛③✐❡ ❣❛③♦✇❡❥ ✭③❛❧❡➺♥✐❡ ♦❞ ✇②❥➧❝✐♦✇❡❣♦

❦→6❛ 6♦%5②❥♥❡❣♦ ✉③❜✐❡③♥✐❛➟❛ 5✐➛ ❞♦ ♣➟❛5❦✐❝❤ 56%✉❦6✉% C2v ❧✉❜ C2h✮✳ ❘♦③❣❛➟➛③✐♦♥❡ ✐③♦♠❡%②

D3h ✐ C3v 5→ 56❛❜✐❧♥❡ ♦❞♦♣✇✐❡❞♥✐♦ 6②❧❦♦ ❞❧❛ ♦❜♦❥➛6♥❡❥ ❝③→➧6❡❝③❦✐ ❙4 ✐ ❛♥✐♦♥✉ ❙

•−

4 ✳

➺❡ ❜②➣ ✇ ♣❡➟♥✐ ♣♦♣+❛✇♥✐❡ ♦♣✐-❛♥② ✇ ❥❡❞♥♦✇②③♥❛❝③♥✐❦♦✇②♠ ♣+③②❜❧✐➺❡♥✐✉ ❑♦❤♥❛✲❙❤❛♠❛✳

❖<✇❛+<→ ♣♦✇➟♦❦➛ ✇ ✐③♦❧♦✇❛♥②♠ +♦❞♥✐❦✉ ❙

•−

2 -<❛♥♦✇✐ ♣♦❞✇?❥♥✐❡ ③❞❡❣❡♥❡+♦✇❛♥② ♦+❜✐<❛❧

π⋆(3px, 3py)
3
✱ ❦<?+② ♣♦ ③❛♥✉+③❡♥✐✉ ✇ -✐❡❝✐ ❯▼ ✉❧❡❣❛ ♥✐❡✇✐❡❧❦✐❡♠✉ +♦③-③❝③❡♣✐❡♥✐✉✳ ❙<♦♣✐❡➠

<❡❣♦ +♦③-③❝③❡♣✐❡♥✐❛✱ ❞❡<❡+♠✐♥✉❥→❝② ❡♥❡+❣✐➛ ❛❜-♦+♣❝❥✐ ➧✇✐❛<➟❛ ✇✐❞③✐❛❧♥❡❣♦ ✐ -❦➟❛❞♦✇❡ <❡♥-♦+❛

g✱ ✇②❦❛③②✇❛➟ ❞✉➺→ ③♠✐❡♥♥♦➧➣ ③❛+?✇♥♦ ✇ ③❛❧❡➺♥♦➧❝✐ ♦❞ ♣+③②❥➛<❡❣♦ ♠♦❞❡❧✉ ✭❧♦❦❛❧♥❡❥ ❦♦♦+✲

❞②♥❛❝❥✐ ♣+③❡③ ❥♦♥② ◆❛

+
✮✱ ❥❛❦ ✐ ✉➺②<❡❣♦ ❞♦ ♦❜❧✐❝③❡➠ ❢✉♥❝❦❥♦♥❛➟✉ ❦♦+❡❧❛❝②❥♥♦✲✇②♠✐❡♥♥❡❣♦✱

❝♦ -♣+❛✇✐❛✱ ➺❡ ✇✐❛+②❣♦❞♥♦➧➣ ♦<+③②♠❛♥②❝❤ ✇②♥✐❦?✇ ✐❧♦➧❝✐♦✇②❝❤ ❥❡-< ❞②-❦✉-②❥♥❛✳ ◆✐❡♠♥✐❡❥

✇❛➺♥②♠ ❥❛❦♦➧❝✐♦✇②♠ +❡③✉❧<❛<❡♠ <②❝❤ ✇-<➛♣♥②❝❤ ✇②♥✐❦?✇ ❥❡-< -♣♦-<+③❡➺❡♥✐❡✱ ➺❡ ✇➟❛-♥♦➧❝✐

♦♣<②❝③♥❡ ✐ ♠❛❣♥❡<②❝③♥❡ +♦❞♥✐❦❛ ❙

•−

2 ✇②❦❛③✉❥→ ❞✉➺♦ ✇✐➛❦-③→ ③❛❧❡➺♥♦➧➣ ♦❞ ♦<♦❝③❡♥✐❛ ♥✐➺ ♠❛

<♦ ♠✐❡❥-❝❡ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ +♦❞♥✐❦❛ ❙

•−

3 ✳ ◆✐❡ ♠♦➺♥❛ ✇②❦❧✉❝③②➣✱ ➺❡ ❙

•−

2 ♠♦❣→ ❜②➣ ➵+?❞➟❡♠ ✇✐➛❝❡❥

♥✐➺ ❥❡❞♥❡❣♦ -②❣♥❛➟✉ ✇ ✇✐❞♠✐❡ ❊L❘✱ ❝♦ ♠♦➺❡ ❝③➛➧❝✐♦✇♦ <➟✉♠❛❝③②➣ <+✉❞♥♦➧❝✐ ❥❛❦✐❡ ♥❛♣♦✲

<②❦❛♥♦ ③ ❡❦-♣❡+②♠❡♥<❛❧♥→ ✐❞❡♥<②✜❦❛❝❥→ <❡❣♦ +♦❞♥✐❦❛✳

37
❖-③❛❝♦✇❛♥❛ ❜❛+✐❡+❛ ❡♥❡+❣❡<②❝③♥❛

+♦<❛❝❥✐ ❞❧❛ ♠♦❞❡❧✉ ◆❛7❙
•−

2 ✲-♦❞ ❥❡-< ❜❧✐-❦❛ ③❡+✉✱ ❝♦ ✇-❦❛③✉❥❡✱ ➺❡ ❥✉➺ ✇ ♥✐❡③❜②< ✇②-♦❦✐❝❤

<❡♠♣❡+❛<✉+❛❝❤ -②❣♥❛➟ ❊L❘ ♦❞ +♦❞♥✐❦?✇ ❙

•−

2 ✇ ❯▼ ♣♦✇✐♥✐❡♥ ❜②➣ ❞②♥❛♠✐❝③♥✐❡ ✉➧+❡❞♥✐♦♥②✳

❑♦❧❡❥♥❛ ♠♦❥❛ ♣+❛❝❛ ♣♦➧✇✐➛❝♦♥❛ ❯▼ ✭❬❍✺❪✮ ♠✐❛➟❛ ③❛ ❝❡❧ +♦③✇✐❦➟❛♥✐❡ ③❛❣❛❞❦✐ <♦➺-❛♠♦➧❝✐

❝❤+♦♠♦❢♦+✉ ❛❜-♦+❜✉❥→❝❡❣♦ ➧✇✐❛<➟♦ ♦ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ❢❛❧✐ ♦❦♦➟♦ ✺✷✵ ♥♠✱ ❦<?+② ♦❞♣♦✇✐❛❞❛ ③❛ ❜❛+✇➛

❝③❡+✇♦♥②❝❤ ❯▼ ✭❢❛❦<②❝③♥✐❡ ♠❛❥→❝②❝❤ +?➺♥❡ ♦❞❝✐❡♥✐❡ ✜♦❧❡<✉ ❧✉❜ +?➺✉✱ ✇-❦✉<❡❦ ♦❜❡❝♥♦➧❝✐

❞♦♠✐❡-③❡❦ ❜❛+✇✐→❝❡❣♦ ♥❛ ♥✐❡❜✐❡-❦♦ +♦❞♥✐❦❛ ❙

•−

3 ✮✳ ◆❛ ♣♦❞-<❛✇✐❡ ❢+❛❣♠❡♥<❛+②❝③♥②❝❤ ❞❛♥②❝❤

③❡ -♣❡❦<+♦-❦♦♣✐✐ ❘❛♠❛♥❛ ♦+❛③ ♦❣+❛♥✐❝③❡➠ -<❡+②❝③♥②❝❤ ♥❛➟♦➺♦♥②❝❤ ♣+③❡③ -✐❡➣ ❙❖❉ ✭❝③→-<❡❝③✲

❦✐ ❙n, n ≥ 5 ♥✐❡ ③♠✐❡➧❝✐➟②❜② -✐➛ ✇ ❦♦♠♦+③❡ ❙❖❉✮ ♣♦✇-③❡❝❤♥✐❡ ✐❞❡♥<②✜❦✉❥❡ -✐➛ <❡♥ ❝❤+♦♠♦❢♦+

❥❛❦♦ ♦❜♦❥➛<♥→ ❝③→-<❡❝③❦➛ ❙4 ❧✉❜ +♦❞♥✐❦♦✇② ❥♦♥ ❙

•−

4 ✳

28
◆✐❡❦<?+❡ ❞❛♥❡ ❡❦-♣❡+②♠❡♥<❛❧♥❡✱ ❥❛❦

✐ ③❛❛✇❛♥-♦✇❛♥❡ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ❦✇❛♥<♦✇♦❝❤❡♠✐❝③♥❡

✹✵

❞❧❛ <❡<+❛-✐❛+❦✐ ✇ ❢❛③✐❡ ❣❛③♦✇❡❥ ✇-❦❛③②✲

✇❛➟② ♥❛ ♦❜♦❥➛<♥→ ❝③→-<❡❝③❡❦➛ ❙4 ♦ ♣➟❛-❦✐❡❥ -<+✉❦<✉+③❡ ♦ -②♠❡<+✐✐ C2v ❥❛❦♦ ♥❛ ❝③❡+✇♦♥②

❝❤+♦♠♦❢♦+✱ ❥❡❞♥❛❦ ✐❞❡♥<②✜❦❛❝❥❛ ❙

•−

4 ❥❛❦♦ ➵+?❞➟❛ ❦♦❧♦+✉ ❝③❡+✇♦♥②❝❤ ❯▼ ♣♦③♦-<❛✇❛➟❛ ❞♦➧➣

♣♦♣✉❧❛+♥❛ ✇ ♣+❛❝❛❝❤ ❡❦-♣❡+②♠❡♥<❛❧♥②❝❤✳ ❈❡❧❡♠ ♠♦❥❡❥ ♣+❛❝② ❜②➟♦ +♦③-<+③②❣♥✐➛❝✐❡ <②❝❤ ❦♦♥✲

<+♦✇❡+-❥✐ ♣♦♣+③❡③ ✇②❦♦♥❛♥✐❡ ♦❜❧✐❝③❡➠ ❞❧❛ +❡❛❧✐-<②❝③♥②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ❯▼✱ ③❛✇✐❡+❛❥→❝②❝❤ ❙4✴❙
•−

4

③❛♥✉+③♦♥❡ ✇ -✐❡❝✐ ❙❖❉✳

✹✵

▼✳ ❲✳ ❲♦♥❣✱ ❘✳ ❙)❡✉❞❡❧✱ ❈❤❡♠✳ %❤②'✳ ▲❡))✳ ✷✵✵✸✱ ✸✼✾✱ ✶✻✷✲✶✻✾❀ ❏✳ ❋❛❜✐❛♥✱ ◆✳ ❑♦♠✐❤❛✱ ❘✳ ▲✐♥❣✉❡>>✐✱

?✳ ❘♦@♠✉@✱ ❏✳ ▼♦❧✳ ❙)2✉❝)✳ ❚❍❊❖❈❍❊▼✱ ✷✵✵✻✱ ✽✵✶✱ ✻✸✲✻✾✳

✶✾



❘②"✉♥❡❦ ✶✶✿ ❖!❜✐$❛❧❡ ❣!❛♥✐❝③♥❡ ✉❦➟❛❞0✇ ③❛✇✐❡!❛❥→❝②❝❤ cis✕C2v ❙4✿ ✭✶✮ ♥❛❥✇②➺=③② ♣♦❞✇0❥✲

♥✐❡ ♦❜=❛❞③♦♥② ♦!❜✐$❛❧ ✭❍❖▼❖✮ 4b1 ✐ ♥❛❥♥✐➺=③② ♥✐❡♦❜=❛❞③♦♥② ♦!❜✐$❛❧ ✭▲❯▼❖✮ 4a2 ✇ ✐③♦❧♦✇❛✲
♥❡❥ ❝③→=$❡❝③❝❡✱ ✭✷✮ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❡ ♦!❜✐$❛❧❡ ❦!②=$❛❧✐❝③♥❡ ✇ ♣❡!✐♦❞②❝③♥②♠ ♠♦❞❡❧✉ ◆❛7❙4❈❧✲=♦❞✱

♦!❛③ ✭✸✮ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❡ ♦!❜✐$❛❧❡ ✇ ♠♦❞❡❧✉ ❦❧❛=$!♦✇②♠✱ ✉➺②$②♠ ❞♦ ♦❜❧✐❝③❡➠ ❡♥❡!❣✐✐ ✇③❜✉❞③❡➠

❡❧❡❦$!♦♥♦✇②❝❤✳ ❲ !♦❞♥✐❦✉ C2v ❙
•−

4 ♦!❜✐$❛❧ 4b1 ❥❡=$ ♣♦❥❡❞②♥❝③♦ ♦❜=❛❞③♦♥②♠ ♦!❜✐$❛❧❡♠✳ N!③❡❥✲
➧❝✐❛ $②♣✉ 4b1 → 4a2 ♠❛❥→ ♥❛❥✇✐➛❦=③❡ ✐♥$❡♥=②✇♥♦➧❝✐ ✇ $②❝❤ ✉❦➟❛❞❛❝❤✳

■③♦♠❡%② ❝③❛)*❡❝③❡❦ ❙4 ✐ ❙

•−

4 ✱ ❥❛❦✐❡ %♦③✇❛➺❛➟❡♠✱ )→ ♣%③❡❞)*❛✇✐♦♥❡ ♥❛ ❘②)✳ ✶✵✳ ❙*❡❝❤✐♦♠❡✲

*%✐❡ ♣❡%✐♦❞②❝③♥②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ❝③❡%✇♦♥②❝❤ ❯▼ ✇②♥♦)✐➟②✿ ✭✐✮ ◆❛8❙4✭❙
2−

✮✲)♦❞ ✐ ◆❛8❙4✭❈❧

−
✮✲)♦❞✱

❞❧❛ )✐❡❝✐ ❣❧✐♥♦❦%③❡♠✐❛♥♦✇②❝❤ ③ ③❛♥✉%③♦♥→ ♦❜♦❥➛*♥→ ❝③→)*❡❝③❦→ ❙4✱ ♦%❛③ ✭✐✐✮ ◆❛8✭❙
•−

4 ✮✭❈❧

−
✮✲

)♦❞ ✐ ◆❛7❙
•−

4 ✲)♦❞✱ ❞❧❛ )✐❡❝✐ ③ %♦❞♥✐❦♦✇②♠ ❛♥✐♦♥❡♠✳ ❾→❝③♥✐❡ ♦♣*②♠❛❧✐③❛❝❥✐ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡

❉❋❚✴N❇❊ ♣♦❞❞❛➟❡♠ ✸✺ %S➺♥②❝❤ ✇②❥➧❝✐♦✇②❝❤ ❣❡♦♠❡*%✐✐ ✭%S➺♥✐→❝②❝❤ )✐➛ )❦➟❛❞❡♠✱ %♦❞③❛✲

❥❡♠ ✐③♦♠❡%✉ ✐ ❥❡❣♦ ♣♦❝③→*❦♦✇→ ♦%✐❡♥*❛❝❥→ ✇ ❦♦♠♦%③❡ ❙❖❉✮✱ ③ ❝③❡❣♦ ✶✽ ✜♥❛❧♥②❝❤ )*%✉❦*✉%✱

♦ ♥❛❥♥✐➺)③②❝❤ ❡♥❡%❣✐❛❝❤ ❞❧❛ ❞❛♥❡❥ )*❡❝❤✐♦♠❡*%✐✐ ✐ ❞❛♥❡❣♦ ✐③♦♠❡%✉✱ ✉➺②➟❡♠ ❞♦ ❞❛❧)③②❝❤

❜❛❞❛➠✳

❩❛%S✇♥♦ ❞❧❛ ♦❜♦❥➛*♥❡❥ ❝③→)*❡❝③❦✐✱ ❥❛❦ ✐ ♥❛➟❛❞♦✇❛♥❡❣♦ ✉❥❡♠♥✐❡ %♦❞♥✐❦❛ ♥❛❥❜❛%❞③✐❡❥

)*❛❜✐❧♥②♠ ✐③♦♠❡%❡♠ ✇ ❢❛③✐❡ ❣❛③♦✇❡❥ ❜②➟ cis✕C2v✱ ❛ ❞%✉❣✐♠ ✇ ❦♦❧❡❥♥♦➧❝✐ ✐③♦♠❡% trans✕

C2h✱ ♦❜❛ ♦ ♣➟❛)❦✐❡❥ )*%✉❦*✉%③❡✳ ❲ ✇②♣❛❞❦✉ ❙4 %S③♥✐❝❛ ❡♥❡%❣❡*②❝③♥❛ ❜②➟❛ ✇②%❛➵♥❛ ✭trans

♦❦♦➟♦ ✹✵ ❦❏✴♠♦❧ ♠♥✐❡❥ )*❛❜✐❧♥② ♥✐➺ cis✮✱ ❛ ❞❧❛ ❙

•−

4 ♦❜❛ ✐③♦♠❡%② ❜②➟② ♣%❛❦*②❝③♥✐❡ ③❞❡❣❡✲

♥❡%♦✇❛♥❡ ✭♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚✴N❇❊ %S③♥✐❝❛ ❡♥❡%❣✐✐ ❜②➟❛ %③➛❞✉ ✶ ❦❏✴♠♦❧✮✳ ❉❧❛ ♠♦❧❡❦✉➟ ❙4

③❛♥✉%③♦♥②❝❤ ✇ )✐❡❝✐ ❙❖❉ ✐③♦♠❡% C2v ♣♦③♦)*❛❥❡ ♥❛❥❜❛%❞③✐❡❥ )*❛❜✐❧♥②♠✱ ♥❛*♦♠✐❛)* )✐❧♥❡❥

❞❡)*❛❜✐❧✐③❛❝❥✐ ✉❧❡❣❛ ✐③♦♠❡% C2h✳ ❉❧❛ ③❛♥✉%③♦♥②❝❤ ✇ )✐❡❝✐ ❙❖❉ ❥♦♥S✇ ❙

•−

4 ➺❛❞♥❛ ③ ✇②❥➧❝✐♦✇✲

❝②❤ )*%✉❦*✉% C2h ♥✐❡ ③♦)*❛➟❛ ③❛❝❤♦✇❛♥❛ ♣♦❞❝③❛) ♦♣*②♠❛❧✐③❛❝❥✐✱ ♦❞❦)③*❛➟❛❝❛❥→❝ )✐➛ ❛❧❜♦ ❞♦

)*%✉❦*✉%② C2v✱ ❧✉❜ ❞♦ ♥✐❡♣➟❛)❦✐❡❥ ❦♦♥❢♦%♠❛❝❥✐ gauche✱ ♥✐❡)*❛❜✐❧♥❡❥ ✇ ❢❛③✐❡ ❣❛③♦✇❡❥✳ ❘S✇✲

♥✐❡➺ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ♠♦❞❡❧✐ ③ ♦❜♦❥➛*♥→ ❝③→)*❡❝③❦→ ❙4 ✇ ❥❡❞♥②♠ ✇②♣❛❞❦✉ ✇②❥➧❝✐♦✇② ✐③♦♠❡%

trans ✉③❜✐❡➺♥✐➟ )✐➛ ❞♦ ❢♦%♠② gauche✳

❖❜❧✐❝③❡♥✐❛ ✇➟❛)♥♦➧❝✐ )♣❡❦*%♦)❦♦♣♦✇②❝❤ ✭❯❱✲❱✐)✲◆■❘ ✐ ❊N❘✮ ✇②❦♦♥❛➟❡♠ ✉➺②✇❛❥→❝ ♠♦✲

❞❡❧✐ ❦❧❛)*%♦✇②❝❤✱ *②♠ %❛③❡♠ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❛❥→❝②❝❤ ❝❛➟→ ❦♦♠♦%➛ )♦❞❛❧✐*♦✇→✱ ♦ )✉♠❛%②❝③♥②❝❤

✇③♦%❛❝❤ ❬❙4◆❛(7−8)❙✐12❆❧12❖60❍24❪
(4−6)−

✱ ❣❞③✐❡ ✇♦❧♥❡ ❦♦➠❝♦✇❡ ✇♦❧♥❡ ✇✐→③❛♥✐❛ *❡%♠✐♥❛❧✲

♥②❝❤ ❛*♦♠S✇ ❖ ③♦)*❛➟② ③❛❦♦➠❝③♦♥❡ ❛*♦♠❛♠✐ ❍✳ ◆❛❥❜❛%❞③✐❡❥ ✐♥*❡♥)②✇♥❡ ♣%③❡❥➧❝✐❛ ❡❧❡❦*%♦✲

✷✵



♥♦✇❡ ✇ ❙4 ✐ ❙

•−

4 ♠❛❥→ ❝❤❛,❛❦.❡, ✇③❜✉❞③❡♥✐❛ ③ ♥❛❥✇②➺5③❡❣♦ ♣♦❞✇8❥♥✐❡ ♦❜5❛❞③♦♥❡❣♦ ♦,✲

❜✐.❛❧✉ ♠♦❧❡❦✉❧❛,♥❡❣♦ ❞♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ♥❛❥♥✐➺5③❡❣♦ ♥✐❡♦❜5❛❞③♦♥❡❣♦ ♦,❜✐.❛❧✉ ♠♦❧❡❦✉❧❛,♥❡❣♦

✭♣,③❡❥➧❝✐❡ ❍❖▼❖→▲❯▼❖✮ ✐ ♣♦❥❡❞②♥❝③♦ ♦❜5❛❞③♦♥❡❣♦ ♦,❜✐.❛❧✉ ♠♦❧❡❦✉❧❛,♥❡❣♦ ✭♣,③❡❥➧❝✐❡

❙❖▼❖✲✶→❙❖▼❖✮✱ ♦,❜✐.❛❧❡ 5→ ♣,③❡❞5.❛✇✐♦♥❡ ♥❛ ❘②5✳ ✶✶✳ G♦❞♦❜♥✐❡ ❥❛❦ ✇ ✇②♣❛❞❦✉ ❝❤,♦✲

♠♦❢♦,✉ ❙

•−

3 ✱ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❡ ♦,❜✐.❛❧❡ ❣,❛♥✐❝③♥❡ ✇ ♠♦❞❡❧❛❝❤ ♣❡,✐♦❞②❝③♥②❝❤ ✐ ❦❧❛5.,♦✇②❝❤ 5❛

❣➟8✇♥✐❡ ③❧♦❦❛❧✐③♦✇❛♥❡ ♥❛ ❢,❛❣♠❡♥❝✐❡ ❝③.❡,♦5✐❛,❦♦✇②♠ ✐ ♣,③②♣♦♠✐♥❛❥→ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❡ ♦,❜✐.❛❧❡

♠♦❧❡❦✉❧❛,♥❡ ❞❧❛ ✐③♦❧♦✇❛♥②❝❤ ❙4✴❙
•−

4 ✳ ❆♥❛❧✐③❛ ❝❤❛,❛❦.❡,✉ ❢✉♥❦❝❥✐ ❢❛❧♦✇❡❥ ✇②❦❛③❛➟❛ ♥✐❡✇✐❡❧✲

❦→ ♥✐❡5.❛❜✐❧♥♦➧➣ 5✐♥❣❧❡.✕.,②♣❧❡. ③✇✐→③❛♥→ ③❡ 5.♦5✉♥❦♦✇♦ ♥✐❡❞✉➺→ ♣,③❡,✇→ ❍❖▼❖✕▲❯▼❖✱

✇ ♥✐❡❦.8,②❝❤ ✐③♦♠❡,❛❝❤ ❝③→5.❡❝③❦✐ ❙4 ✭✇ .②♠ ✇ ✐③♦♠❡,③❡ cis✕C2v✮✱ ❥❡❞♥❛❦ ❡❢❡❦. .❡♥ ♥✐❡

❥❡5. ♥❛ .②❧❡ 5✐❧♥②✱ ❛❜② ♥❡❣❛.②✇♥✐❡ ♦❞❜✐➣ 5✐➛ ♥❛ ❥❛❦♦➧❝✐ ✇②♥✐❦8✇ ❉❋❚✱ ❝♦ ③❣❛❞③❛ 5✐➛③ ✇②✲

♥✐❦❛♠✐ ♣♦♣,③❡❞♥✐❝❤ ♣,❛❝ .❡♦,❡.②❝③♥②❝❤ ❞❧❛ ❙4✳
40

❉❧❛ ♦❜♦❥➛.♥❡❣♦ ✉❦➟❛❞✉ ❙4 ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❡

❡♥❡,❣✐❡ ✇③❜✉❞③❡➠ ✐③♦❧♦✇❛♥②❝❤ ✐ ③❛♥✉,③♦♥②❝❤ ✇ 5✐❡❝✐ ♠♦❧❡❦✉➟ 5→ ③❜❧✐➺♦♥❡✱ ♥❛.♦♠✐❛5. ✇

✇②♣❛❞❦✉ ❛♥✐♦♥✉ ❙

•−

4 ♦❦❧✉③❥❛ ✇ 5✐❡❝✐ ♣♦✇♦❞✉❥❡ ❞♦➧➣ ❞✉➺❡ ③♠✐❛♥② ✇ ❡♥❡,❣✐❛❝❤ ✇③❜✉❞③❡➠

✭≈ ✵✳✺ ❡❱✮✇ 5.♦5✉♥❦✉ ❞♦ ✐③♦❧♦✇❛♥②❝❤ ❛♥✐♦♥8✇✱ ❝♦ ♣♦.✇✐❡,❞③❛ ❦♦♥✐❡❝③♥♦➧➣ ♥❛❧❡➺②.❡❣♦

✉✇③❣❧➛❞♥✐❡♥✐❛ ✇♣➟②✇✉ ➧,♦❞♦✇✐5❦❛ ✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇②❝❤ ❜❛❞❛♥✐❛❝❤ ♥❛➟❛❞♦✇❛♥②❝❤ ✉❦➟❛❞8✇ ♣♦✲

❧✐5✐❛,❝③❦♦✇②❝❤✳

✹✶

❏❡❞②♥②♠ ✐③♦♠❡,❡♠ ♦❜♦❥➛.♥❡❥ ❝③→5.❡❝③❦✐ ❙4 5✐❧♥✐❡ ❛❜5♦,❜✉❥→❝②♠ ➧✇✐❛.➟♦

♦ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ❢❛❧✐ ♦❦♦➟♦ ✺✵✵ ♥♠ ❥❡5. ✐③♦♠❡, C2v✱ 5♣♦➧,8❞ ❥♦♥8✇ ,♦❞♥✐❦♦✇②❝❤ ❥❡❞②♥✐❡ ✇②5♦✲

❦♦❡♥❡,❣❡.②❝③♥❡ ✐③♦♠❡,② Cs ✐ C3v ✭③❛❧❡➺♥✐❡ ♦❞ ♠♦❞❡❧✉ ✐ ♣♦③✐♦♠✉ .❡♦,✐✐✮ ❛❜5♦,❜✉❥→ ✇ .②♠

③❛❦,❡5✐❡✳ ◆❛❥❜❛,❞③✐❡❥ 5.❛❜✐❧♥② ✐③♦♠❡, C2v ,♦❞♥✐❦❛ ❙
•−

4 ✇②❦❛③✉❥❡ 5✐❧♥→ ❛❜5♦,♣❝❥➛ ✇ ③❛❦,❡5✐❡

❜❧✐5❦✐❡❥ ♣♦❞❝③❡,✇✐❡♥✐✳

G♦♥❛❞.♦ ❞❧❛ ✐③♦❧♦✇❛♥②❝❤ ✐ ③❛♥✉,③♦♥②❝❤ ✇ ♠♦❞❡❧❛❝❤ ❦❧❛5.,♦✇②❝❤ ,♦❞♥✐❦8✇ ❙

•−

4 ♦❜✲

❧✐❝③②➟❡♠ 5❦➟❛❞♦✇❡ .❡♥5♦,❛ g✳ ❲❛,.♦➧➣ giso ❞❧❛ ✐③♦♠❡,✉ cis✕C2v ❥❡5. ♥✐❡③♥❛❝③♥✐❡ ✇②➺5③❛

♥✐➺ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥❡ ✇❛,.♦➧❝✐ ❡❦5♣❡,②♠❡♥.❛❧♥❡ ❞❧❛ ③♥❛♥❡❣♦ ③ ♥✐❡❜✐❡5❦✐❝❤ ❯▼ ,♦❞♥✐❦❛ ❙

•−

3 ✱

❥❡❞♥❛❦ ❣➟8✇♥❡ 5❦➟❛❞♦✇❡ .❡♥5♦,❛ g ❞❧❛ ♦❜✉ ,♦❞♥✐❦8✇ ❡✇✐❞❡♥.♥✐❡ ,8➺♥✐→ 5✐➛ ♠✐❡❞③② 5♦❜→✳

❘8✇♥✐❡➺ ❣➟8✇♥❡ 5❦➟❛❞♦✇❡ .❡♥5♦,❛ g ♣♦5③❝③❡❣8❧♥②❝❤ ✐③♦♠❡,8✇ ❙

•−

4 ✇②❦❛③✉❥→ ❞✉➺❡ ,8➺♥✐❝❡✱

❝♦ ✇5❦❛③✉❥❡ ♥❛ ♣♦.❡♥❝❥❛❧♥❡ ③❛5.♦5♦✇❛♥✐❡ 5♣❡❦.,♦5❦♦♣✐✐ ❊G❘ ❞♦ ✐❞❡♥.②✜❦❛❝❥✐ ✐③♦♠❡,8✇

,♦❞♥✐❦❛ ❙

•−

4 ✳

❙♣♦➧,8❞ ❛♥❛❧✐③♦✇❛♥②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ❯▼ ③ ♦❦❧✉❞♦✇❛♥②♠✐ ✉❣,✉♣♦✇❛♥✐❛♠✐ ❝③.❡,♦5✐❛,❦♦✇②✲

♠✐ ♥❛❥❧❡♣5③→ ③❣♦❞♥♦➧➣ ✇②③♥❛❝③♦♥②❝❤ ❝③➛5.♦➧❝✐ ❤❛,♠♦♥✐❝③♥②❝❤ ③ ❡❦5♣❡,②♠❡♥.❛❧♥②♠✐ ❞❛✲

♥②♠✐ ③ ,❡③♦♥❛♥5♦✇❡❥ 5♣❡❦.,♦5❦♦♣✐✐ ❘❛♠❛♥❛ 5.✇✐❡,❞③✐➟❡♠ ❞❧❛ ✐③♦♠❡,✉ C2v ❝③→5.❡❝③❦✐ ❙4✳

❈③❡,✇♦♥② ❝❤,♦♠♦❢♦, ✇ ❯▼ ♣♦5✐❛❞❛ ❞,❣❛♥✐❛ ♦ ❝③➛5.♦➧❝✐❛❝❤ ✻✼✺✱ ✻✺✺✱ ✹✶✵ ✐ ✸✺✺ ❝♠

−1
✳

✹✷

❈③➛✲

5.♦➧❝✐ .❡✱ ♥❛ ♣♦❞5.❛✇✐❡ ♦❜❧✐❝③❡➠ ❉❋❚✴G❇❊✱ ♠♦❣→ ❜②➣ ♣,③②♣✐5❛♥❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ❞♦ ♣,③❡❞5.❛✲

✇✐♦♥②❝❤ ♥❛ ❘②5✳ ✶✷ ❞,❣❛➠✿ ✭✐✮ 5②♠❡.,②❝③♥❡❣♦ ,♦③❝✐→❣❛❥→❝❡❣♦ .❡,♠✐♥❛❧♥❡ ✇✐→③❛♥✐❛ ❙✕❙ ✐ ✭✐✐✮

❥❡❣♦ ❛♥.②5②♠❡.,②❝③♥❡❣♦ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐❦❛✱ ✭✐✐✐✮ ❛♥.②5②♠❡.,②❝③♥❡❣♦ ③❣✐♥❛❥→❝❡❣♦ ✇ ♣➟❛5③❝③②➵♥✐❡

❝③→5.❡❝③❦✐✱ ♦,❛③ ✭✐✈✮ ,♦③❝✐→❣❛❥→❝❡❣♦ ➧,♦❞❦♦✇❡ ✇✐→③❛♥✐❡ ❙✕❙ ✇ ❝③→5.❡❝③❡ cis✕C2v ❙4✳ ❲❛,.♦

③❛✉✇❛➺②➣✱ ➺❡ ❞✇❛ ♦5.❛.♥✐❡ ❞,❣❛♥✐❛ ✇②❦❛③✉❥→ ♣,③②♣❛❞❦♦✇→ ❞❡❣❡♥❡,❛❝❥➛ ✇ ❢❛③✐❡ ❣❛③♦✇❡❥✱

③♥✐❡5✐♦♥→ ✇5❦✉.❡❦ ♦❞❞③✐❛➟②✇❛♥✐❡ ③ 5✐❡❝✐→ ❙❖❉✳ G♦③♦5.❛➟❡ ✐③♦♠❡,② ❙4✴❙
•−

4 ♥✐❡ ✇②❦❛③✉❥→

❞,❣❛➠ ♦ ✇②5♦❦✐❝❤ ❝③➛5.♦➧❝✐❛❝❤ ✭♣♦✇②➺❡❥ ✻✺✵ ❝♠

−1
✮ ✐✴❧✉❜ ✇ ③❛❦,❡5✐❡ ✸✵✵✲✹✵✵ ❝♠

−1
✳

◆❛ ♣♦❞5.❛✇✐❡ ♦♠8✇✐♦♥②❝❤ ✇②♥✐❦8✇ ✇②❦❛③❛➟❡♠✱ ➺❡ ❥❡❞②♥②♠ ❞♦❜,②♠ ❦❛♥❞②❞❛.❡♠ ♥❛

❝③❡,✇♦♥② ❝❤,♦♠♦❢♦, ✇ ❯▼ ❥❡5. ✐③♦♠❡, cis✕C2v ♦❜♦❥➛.♥❡❥ ❝③→5.❡❝③❦✐ ❙4✱ ❛ 5♣♦.②❦❛♥❡ ❝③❛5❡♠

✇ ❧✐.❡,❛.✉,③❡ ♣,③②♣✐5❛♥✐❡ .❡❣♦ ❝❤,♦♠♦❢♦,✉ ❞♦ ,♦❞♥✐❦❛ ❙

•−

4 ❥❡5. ♥✐❡♣,❛✇✐❞➟♦✇❡✳ ❊✇❡♥.✉❛❧✲

♥❛ ♦❜❡❝♥♦➧➣ ❥♦♥✉ cis✕C2v ❙

•−

4 ✇ ❯▼ ♠♦➺❡ ③♦5.❛➣ 5.✇✐❡,❞③♦♥❛ ♥❛ ♣♦❞5.❛✇✐❡ ❛❜5♦,♣❝❥✐

✇ ③❛❦,❡5✐❡ ❜❧✐5❦✐❡❥ ♣♦❞❝③❡,✇✐❡♥✐ ❧✉❜ 5②❣♥❛➟✉ ❊G❘✳ G♦❦❛③❛➟❡♠ .❡➺✱ ➺❡ ✇♣➟②✇ ♦.♦❝③❡♥✐❛ ♠♦✲

➺❡ ✐5.♦.♥✐❡ ✇♣➟②✇❛➣ ♥❛ ♣❡✇♥❡ ✇➟❛5♥♦➧❝✐ ✉❦➟❛❞8✇ ♣♦❧✐5✐❛,❝③❦♦✇②❝❤ ✭③✇➟❛5③❝③❛ ❥♦♥♦✇②❝❤✮✳

❈❤♦➣ ♦♠8✇✐♦♥❡ 5.✉❞✐❛ ❦♦♥❝❡♥.,✉❥→ 5✐➛ ♥❛ ❯▼✱ .♦ ♥✐❡❦.8,❡ ③ ♠♦✐❝❤ ✇②♥✐❦8✇✱ ❞♦.②❝③→❝②❝❤

5♣❡❦.,♦5❦♦♣♦✇②❝❤ ✇➟❛5♥♦➧❝✐ ❙

•−

4 ✱ ♠♦❣→ ♦❦❛③❛➣ 5✐➛ ♣♦♠♦❝♥❡ ✇ ❜❛❞❛♥✐❛❝❤ ✐♥♥②❝❤ ✉❦➟❛❞8✇✱

❣❞③✐❡ .❛❦✐❡ ,♦❞♥✐❦✐ ♠♦❣→ ✇②5.➛♣♦✇❛➣✱ ♥♣✳ ✇ ❜❛.❡,✐❛❝❤ ③ ❦❛.♦❞❛♠✐ 5✐❛,❦♦✇②♠✐✳
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✹✷

❘✳ ❏✳ ❍✳ ❈❧❛4❦✱ ❚✳ ❏✳ ❉✐♥❡:✱ ▼✳ ❑✉4♠♦♦✱ ■♥♦'❣✳ ❈❤❡♠✳ ✶✾✽✸✱ ✷✷✱ ✷✼✻✻✲✷✼✼✷✳

✷✶



❘②"✉♥❡❦ ✶✷✿ ❈③"❡$② ♥❛❥✇②➺+③❡ ♠♦❞② ✇✐❜$❛❝②❥♥❡ ❞❧❛ ✐③♦♠❡$✉ C2v ❝③→+"❡❝③❦✐ ❙4 ✇ ❢❛③✐❡

❣❛③♦✇❡❥ ✭❣:$♥② ♣❛♥❡❧✮ ✐ ③❛♥✉$③♦♥❡❥ ✇ +✐❡❝✐ +♦❞❛❧✐"✉ ✭❞♦❧♥② ♣❛♥❡❧✱ ♠♦❞❡❧ ◆❛7❙4❈❧✲+♦❞✮✱ ✇②✲

③♥❛❝③♦♥❡ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚✴D❇❊ ✇ ♣$③②❜❧✐➺❡♥✐✉ ❤❛$♠♦♥✐❝③♥②♠✿ ✭✶✮ +②♠❡"$②❝③♥❡ ✐ ✭✷✮ ❛♥✲

"②+②♠❡"$②❝③♥❡ ❞$❣❛♥✐❡ $♦③❝✐→❣❛❥→❝❡ "❡$♠✐♥❛❧♥②❝❤ ✇✐→③❛➠ ❙✕❙✱ ✭✸✮ ❛♥"②+②♠❡"$②❝③♥❡ ❞$❣❛♥✐❛

③❣✐♥❛❥→❝❡ ✇ ♣➟❛+③❝③②➵♥✐❡ ❝③→+"❡❝③❦✐✱ ✭✹✮ ❞$❣❛♥✐❡ $♦③❝✐→❣❛❥→❝❡ ➧$♦❞❦♦✇❡❣♦ ✇✐→③❛♥✐❛ ❙✕❙✳

✷✳✷✳✹ ❈❤❛/❛❦0❡/②③❛❝❥❛ "0/✉❦0✉/② ✐ ❤❛/♠♦♥✐❝③♥❛ ❛♥❛❧✐③❛ ✇✐❜/❛❝②❥♥❛ ♦❞♠✐❛♥

♣♦❧✐♠♦/✜❝③♥②❝❤ ❈❛2❙✐❖4 ♣❡/✐♦❞②❝③♥②♠✐ ♠❡0♦❞❛♠✐ ❉❋❚ ✐ ▼▼ ❬❍✻❪

❖!"♦❦!③❡♠✐❛♥ ✇❛♣♥✐❛✱ ❈❛2❙✐❖4 ✭❈✷❙✮✱ ♥❛③②✇❛♥② "❡➺ ❜❡❧✐"❡♠✱ 7"❛♥♦✇✐ ♦❦♦➟♦ ✷✵✪ ♠❛✲

7② 7✉❝❤❡❣♦ ❝❡♠❡♥"✉ ♣♦!"❧❛♥❞③❦✐❡❣♦!✱

✹✸

✇ ♦7"❛"♥✐❝❤ ❧❛"❛❝❤ ✇③!♦7➟♦ "❡➺ ③❛✐♥"❡!❡7♦✇❛♥✐❡

❝❡♠❡♥"❛♠✐ ✇ ❦"A!②❝❤ ❜❡❧✐" ❥❡7" ❣➟A✇♥②♠ 7❦➟❛❞♥✐❦✐❡♠✳

✹✹

❲ ♦♣❛!❝✐✉ ♦ ♠❛"!②❝❡ ❈✷❙ ❞♦✲

♠✐❡7③❦♦✇❛♥❡ ❥♦♥❛♠✐ ❧❛♥"❛♥♦✇❝A✇ ✇②"✇❛!③❛ 7✐➛ !A✇♥✐❡➺ ❧✉♠✐♥♦❢♦!②✳

✹✺

■♥"❡!❡7✉❥→❝→ ❝❡❝❤→

❈✷❙✱ ✇②!A➺♥✐❛❥→❝→ ❣♦ 7♣♦➧!A❞ "❡!♥❛!♥②❝❤ 7♦❧✐ ♦ 7"❡❝❤✐♦♠❡"!✐✐ ❆2❇❳4✱ ❥❡7" "✇♦!③❡♥✐❡ ✇ ③❛✲

❦!❡7✐❡ "❡♠♣❡!❛"✉! ✺✵✵✕✶✺✵✵

◦
♣!③②♥❛❥♠♥✐❡❥ ♣✐➛❝✐✉ ♦❞♠✐❛♥ ♣♦❧✐♠♦!✜❝③♥②❝❤✱

✹✻

③♦❜❛❝③ ❘②7✳

✶✸✳ ❲✐➛❦7③♦➧➣ ③✇✐→③❦A✇ "②♣✉ ❆2❇❳4 ♣♦7✐❛❞❛ ❥❡❞②♥✐❡ ❞✇✐❡ ♦❞♠✐❛♥②✱ ♥✐7❦♦"❡♠♣❡!❛"✉!♦✇→

!♦♠❜♦✇→ ✐ ✇②7♦❦♦"❡♠♣❡!❛"✉!♦✇→ ❤❡❦7❛❣♦♥❛❧♥→✳

✹✼

■♥♥②♠✐ ❝✐❡❦❛✇②♠✐ ✇➟❛7♥♦➧❝✐❛♠✐ ❈✷❙ 7→

✭✐✮ ③♠♥✐❡❥7③❛♥✐❡ ♦❜❥➛"♦➧❝✐ ❦♦♠A!❦✐ ♦❞♠✐❛♥ ✇②7♦❦♦"❡♠♣❡!❛"✉!♦✇②❝❤ ✇ 7"♦7✉♥❦✉ ❞♦ ✇②❥➧❝✐♦✲

✇❡❥ ♦❞♠✐❛♥② γ ♦!❛③ ✭✐✐✮ "❡♠♣❡!❛"✉!♦✇❛ ❤✐7"❡!❡③❛✱ ♣!③❡❥❛✇✐❛❥→❝❛ 7✐➛ ✇ ❢♦!♠♦✇❛♥✐✉ ♣♦➧!❡❞✲

♥✐❡❥ ♦❞♠✐❛♥② β ♣!③② 7❝❤➟❛❞③❛♥✐✉ ♦❞♠✐❛♥② α′

L ❞♦ γ✳ ❘A➺♥❡ ♦❞♠✐❛♥② ♣♦❧✐♠♦!✜❝③♥❡ ❈✷❙ ✇②✲

❦❛③✉❥→ !A➺♥→ !❡❛❦"②✇♥♦➧➣ ✇♦❜❡❝ ✇♦❞②✱ ❝♦ ❥❡7" ✇❛➺♥②♠ ③❛❣❛❞♥✐❡♥✐❡♠ ✇ "❡❝❤♥♦❧♦❣✐✐ ❝❡♠❡♥✲

"✉✳ ◆❛❥♠♥✐❡❥7③→ ❛❦"②✇♥♦➧➣ ❤②❞!❛✉❧✐❝③♥→ ✇②❦❛③✉❥❡ ♥❛❥❜❛!❞③✐❡❥ 7"❛❜✐❧♥❛ ♦❞♠✐❛♥❛ γ✱ ❞❧❛"❡❣♦

③❛③✇②❝③❛❥ ♣!A❜✉❥❡ 7✐➛ ③✇✐➛❦7③②➣ 7"❛❜✐❧♥♦➧➣ 7③②❜❝✐❡❥ ✇✐→➺→❝②❝❤ ✇♦❞➛ ♦❞♠✐❛♥ ✇②7♦❦♦"❡♠✲

✹✸

❙✳ ❚❡❧%❤♦✇✱ ❋✳ ❋+❛♥❞%❡♥✱ ❑✳ ❚❤❡✐%❡♥✱ ❑✳ ❉❛♠✲❏♦❤❛♥%❡♥✱ ■♥❞✳ ❊♥❣✳ ❈❤❡♠✳ ❘❡+✳ ✷✵✶✷✱ ✺✶✱ ✶✵✾✽✸✲✶✶✵✵✹✳

✹✹

❆✳ ❈✉❡%>❛✱ ❆✳ ❆②✉❡❧❛✱ ▼✳ ❆✳ ●✳ ❆+❛♥❞❛✱ ❈❡♠❡♥. ❈♦♥❝1✳ ❘❡+✳ ✷✵✷✶✱ ✶✹✵✱ ✶✵✻✸✶✾✳

✹✺

❏✳ ❙✳ ❑✉♠✱ ❨✳ ❍✳ E❛+❦✱ ❙✳ ▼✳ ❑✐♠✱ ❏✳ ❈✳ ❈❤♦✐✱ ❍✳ ▲✳ E❛+❦✱ ❙♦❧✐❞ ❙.❛.❡ ❈♦♠♠✳ ✷✵✵✺✱ ✶✸✸✱ ✹✹✺✲✹✹✽❀ ❨✳

❙❛>♦ ❡. ❛❧✳ ❆♥❣❡✇✳ ❈❤❡♠✳ ■♥.✳ ❊❞✳ ✷✵✶✹✱ ✺✸✱ ✼✼✺✻✲✼✼✺✾❀ ❆✳ ❑❛❧❛❥✐✱ ▼✳ ▼✐❦❛♠✐✱ ❆✳ ❑✳ ❈❤❡❡>❤❛♠✱ ❈❤❡♠✳

▼❛.❡1✳ ✷✵✶✹✱ ✷✻✱ ✸✾✻✻✲✸✾✼✺✳

✹✻

■%>♥✐❡❥→ >❡➺ ❞♦♥✐❡%✐❡♥✐❛ ♦ %③P%>❡❥ ♦❞♠✐❛♥✐❡✱ ♦❦+❡➧❧❛♥❡❥ ❥❛❦♦ ① ✲❈✷❙✿ ▼✳ ▼✐②❛③❛❦✐✱ ❙✳ ❨❛♠❛③❛❦✐✱ ❑✳

❙❛%❛❦✐✱ ❍✳ ■%❤✐❞❛✱ ❍✳ ❚♦+❛②❛✱ ❏✳ ❆♠✳ ❈❡1❛♠✳ ❙♦❝✳ ✶✾✾✽✱ ✽✶✱ ✶✸✸✾✲✶✸✹✸✳ ❩ +❛❝❥✐ ❞♦➧➣ %❦→♣❡❣♦✱ ✇ ♣♦+P✇♥❛♥✐✉

③ ♣♦③♦%>❛➟②♠✐ ❢❛③❛♠✐✱ ♠❛>❡+✐❛➟✉ ❡❦%♣❡+②♠❡♥>❛❧♥❡❣♦ ♥❛ >❡♠❛> >❡❥ ♦❞♠✐❛♥②✱ ♥✐❡ ③❛❥♠♦✇❛➟❡♠ %✐➛ ♥✐→✳

✹✼

❘✳ ▲✳ ❲✐>❤❡+%✱ ❏✳ ●✳ ❚❤♦♠♣%♦♥✱ ❇✳ ●✳ ❍②❞❡✱ ❈1②+.❛❧❧♦❣1✳ ❘❡♣✳ ✶✾✽✾✱ ✷✱ ✷✼✲✻✸✳

✷✷



❘②"✉♥❡❦ ✶✸✿ ❙!"✉❦!✉"② ♣✐➛❝✐✉ ❣➟,✇♥②❝❤ ♦❞♠✐❛♥ ♣♦❧✐♠♦"✜❝③♥②❝❤ ❈❛2❙✐❖4 ✭❈✷❙✮✱ ③ ③❛③♥❛✲

❝③♦♥→ ❦♦❧❡❥♥♦➧❝✐→ ✐ !❡♠♣❡"❛!✉"❛♠✐ ♣"③❡♠✐❛♥ ❢❛③♦✇②❝❤✳ ❘③✉! ✇ ❦✐❡"✉♥❦✉ ❬✶✵✵❪✱ ♣♦③❛ ❢❛③→ α✱

"③✉!♦✇❛♥→ ✇ ❦✐❡"✉♥❦✉ ❬✵✵✶❪✳ ❑♦❧♦"② ♣✐❡"✇✐❛J!❦,✇✿ ❈❛✕❥❛J♥♦♥✐❡❜✐❡J❦✐✱ ❙✐✕❝✐❡♠♥♦♥✐❡❜✐❡J❦✐✱

❖✕❝③❡"✇♦♥②✳

♣❡"❛$✉"♦✇②❝❤✱ ❜→❞➵ $♦ ♣"③❡③ ❞♦♠✐❡3③❦♦✇❛♥✐❡ ❈✷❙ ✭♥♣✳ ❝③➛➧❝✐♦✇→ ✇②♠✐❛♥➛ ❈❛

2+
✴❙✐❖

2−
4

✐♥♥②♠✐ ❦❛$✐♦♥❛♠✐ ♠❡$❛❧✐✴♦❦3♦❛♥✐♦♥❛♠✐✮ ❧✉❜ ❥❡❣♦ "♦③❞"♦❜♥✐❡♥✐❡✳

❲ ♦3$❛$♥✐❝❤ ❧❛$❛❝❤ ♦♣✉❜❧✐❦♦✇❛♥♦ 3③❡"❡❣ ✇②♥✐❦D✇ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇②❝❤ ❞❧❛ ❈✷❙✱❥❡❞♥❛❦ ❦❛➺❞❛

③ $❛❦✐❝❤ ♣"❛❝ ♣♦"✉3③❛ ❥❡❞②♥✐❡ ♣❡✇♥❡ ③❛❣❛❞♥✐❡♥✐❛ ✐3$♦$♥❡ ❞❧❛ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐✐ ❈✷❙

✭♥♣✳ ❞♦♠✐❡3③❦♦✇❛♥✐❡ ❈✷❙✱ ❛❞3♦"♣❝❥❛ ✇♦❞②✮✱ ❝③➛3$♦ 3❦✉♣✐❛❥→❝ 3✐➛ $②❧❦♦ ♥❛ ✇②❜"❛♥②❝❤ ♦❞✲

♠✐❛♥❛❝❤ ♣♦❧✐♠♦"✜❝③♥②❝❤ ❈✷❙ ✭③❛③✇②❝③❛❥ ♥❛ "❡❛❦$②✇♥❡❥ ✇♦❜❡❝ ✇♦❞② ♦❞♠✐❛♥✐❡ β✮ ✐✴❧✉❜

♣♦❧❡❣❛❥→❝ ♥❛ ♣"③②❜❧✐➺♦♥②❝❤ ♠❡$♦❞❛❝❤ ▼▼✳

✹✽

❉♦ ❣➟➛❜3③❡❣♦ ③"♦③✉♠✐❡♥✐❛ ✜③②❦♦❝❤❡♠✐✐ ❈✷❙✱

③❛3❦❛❦✉❥→❝♦ ③➟♦➺♦♥❡❥ ❥❛❦ ♥❛ $❛❦ ♣"♦3$② ③✇✐→③❡❦✱ ✐ ✉➺②❝✐❛ $❛❦✐❡❥ ✇✐❡❞③② ✇ ♣"❛❦$②❝③♥②❝❤ ③❛✲

❣❛❞♥✐❡♥✐❛❝❤ ♣♦③♦3$❛❥❡ ✇❝✐→➺ ❞❛❧❡❦❛ ❞"♦❣❛✳ ❖♠❛✇✐❛♥❛ ♣♦♥✐➺❡❥ ♣"❛❝❛✱ ✇ ❦$D"❡❥ ❥❡3$❡♠ ❣➟D✇✲

♥②♠ ✇3♣D➟❛✉$♦"❡♠✱ ❥❡3$ ♣✐❡"✇3③②♠ ✇ ❧✐$❡"❛$✉"③❡ 3②3$❡♠❛$②❝③♥②♠ 3$✉❞✐✉♠ ✇➟❛3♥♦➧❝✐ 3$"✉❦✲

$✉"❛❧♥②❝❤✱ ❡♥❡"❣❡$②❝③♥②❝❤ ✐ ✇✐❜"❛❝②❥♥②❝❤✱ ♦$"③②♠❛♥②❝❤ ③ ❜❛❞❛➠ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇②❝❤ ③❛"D✇♥♦ ♥❛

♣♦③✐♦♠✐❡ ♣♦$❡♥❝❥❛➟D✇ ♠✐➛❞③②❛$♦♠♦✇②❝❤✱ ❥❛❦ ✐ ♠❡$♦❞ 3$"✉❦$✉"② ❡❧❡❦$"♦♥♦✇❡❥✱ ❞❧❛ ✇3③②3$✲

❦✐❝❤ ♣✐➛❝✐✉ ❣➟D✇♥②❝❤ ♦❞♠✐❛♥ ♣♦❧✐♠♦"✜❝③♥②❝❤ ❈✷❙✳ ❲ ♠♦✐❝❤ ❜❛❞❛♥✐❛❝❤ 3❦✉♣✐➟❡♠ 3✐➛ ♥❛

♠♦❞❡❧♦✇❛♥✐✉ ❢❛③② ♦❜❥➛$♦➧❝✐♦✇❡❥ 3$❡❝❤✐♦♠❡$"②❝③♥❡❣♦ ❈✷❙✱ ✇②❝❤♦❞③→❝ ③ ③❛➟♦➺❡♥✐❛✱ ➺❡ ③"♦③✉✲

♠✐❡♥✐❡ ✇➟❛3♥♦➧❝✐ $❛❦✐❡❣♦ ✉❦➟❛❞✉ ❥❡3$ ❦♦♥✐❡❝③♥②♠ ❡$❛♣❡♠ ❞♦ ✇②❥❛➧♥✐❡♥✐❛ ❜❛"❞③✐❡❥ "❡❛❧✐3$②❝③✲

♥②❝❤✱ ❛❧❡ ✐ ❜❛"❞③✐❡❥ 3❦♦♠♣❧✐❦♦✇❛♥②❝❤ ③❛❣❛❞♥✐❡➠ ✜③②❦♦❝❤❡♠✐✐ ❝❡♠❡♥$✉✱ $❛❦✐❝❤ ❥❛❦ ✇♣➟②✇

✹✽

❍✳ ▼❛♥③❛♥♦✱ ❏✳ ❙✳ ❉♦❧❛❞♦✱ ❆✳ ❆②✉❡❧❛✱ ❆❝"❛ ▼❛"❡&✳ ✷✵✵✾✱ ✺✼✱ ✶✻✻✻✲✶✻✼✹❀ ◆✳ ❆✳ ❨❛♠♥♦✈❛✱ ◆✳ ❱✳

❩✉❜❦♦✈❛✱ ◆✳ ◆✳ ❊@❡♠✐♥✱ ❆✳ ❊✳ ❩❛❞♦✈✱ ❱✳ ▼✳ ●❛③❡❡✈✱ ❈&②,"❛❧❧♦❣&✳ ❘❡♣✳ ✷✵✶✶✱ ✺✻✱ ✷✶✵✲✷✷✵❀ ❊✳ ❉✉@❣✉♥✱

❍✳ ▼❛♥③❛♥♦✱ ❘✳ ❏✳ ▼✳ G❡❧❧❡♥H✱ ❏✳ ❈✳ ●@♦JJ♠❛♥✱ ❈❤❡♠✳ ▼❛"❡&✳ ✷✵✶✶ ✷✹✱ ✶✷✻✷✲✶✷✻✼❀ ◗✳ ❲❛♥❣ ❡" ❛❧✳✱

❈❡♠❡♥" ❈♦♥❝&✳ ❘❡,✳ ✷✵✶✹✱ ✺✼✱ ✷✽✲✸✷❀ ❏✳ ❲❡♥ ❡" ❛❧✳✱ ❏✳ 9❤②,✳ ❈❤❡♠✳ ❆ ✷✵✶✺✱ ✶✶✾✱ ✽✵✸✶✲✽✵✸✾❀ ◗✳ ❲❛♥❣✱

❍✳ ▼❛♥③❛♥♦✱ ❨✳ ●✉♦✱ ■✳ ▲♦♣❡③✲❆@❜❡❧♦❛✱ ❳✳ ❙❤❡♥✱ ❏✳ 9❤②,✳ ❈❤❡♠✳ ❈ ✷✵✶✺✱ ✶✶✾✱ ✶✾✽✻✾✲✶✾✽✼✺❀ G✳ ●✉♦✱ ❇✳

❲❛♥❣✱ ▼✳ ❇❛✉❝❤②✱ ●✳ ❙❛♥X✱ ❈&②,"✳ ●&♦✇"❤ ❉❡,✳ ✷✵✶✻✱ ✶✻✱ ✸✶✷✹✲✸✶✸✷❀ ❙✳ ❑✳ ❙❛@❛✈❛♥❛ ❡" ❛❧✳✱ ❏✳ 9❤②,✳ ❈❤❡♠✳

❈ ✷✵✶✽✱ ✶✷✷✱ ✷✹✷✸✺✲✷✹✷✹✺✳

✷✸



❞♦♠✐❡%③❦♦✇❛♥✐❛ ❝③② -♦③✇✐♥✐➛❝✐❛ ♣♦✇✐❡-③❝❤♥✐ ♥❛♥♦❦-②%1❛❧✐13✇ ♥❛ %1❛❜✐❧♥♦➧➣ ♦❞♠✐❛♥ ♣♦❧✐✲

♠♦-✜❝③♥②❝❤ ❈✷❙✳

❖♣1②♠❛❧✐③❛❝❥➛ ❣❡♦♠❡1-✐✐ ♣❡-✐♦❞②❝③♥②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ✐ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ❦-③②✇②❝❤ ❞②%♣❡-%❥✐ ❢♦♥♦✲

♥3✇ ✇②❦♦♥❛➟❡♠ ✭✐✮ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚✱ ♣-③② ✉➺②❝✐✉ ♣-♦❣-❛♠✉ ◗❯❆◆❚❯▼ ❊❙P❘❊❙❙❖✱

7

③❛❝❤♦✇✉❥→❝②❝❤ ♥♦-♠➛ ♣%❡✉❞♦♣♦1❡♥❝❥❛➟3✇✱

11
❣-❛❞✐❡♥1♦✇❡❣♦ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛➟✉ P❇❊✱

10
❞❧❛ ❡♥❡-❣✐✐

♦❜❝✐➛❝✐❛ ❢❛❧ ♣➟❛%❦✐❝❤ ✇②♥♦%③→❝❡❥ ✽✵ ❘② ✐ ❛✉1♦♠❛1②❝③♥✐❡ ✇②❣❡♥❡-♦✇❛♥❡❥ %✐❛1❦✐ ♣✉♥❦13✇ ✇

♣-③❡%1-③❡♥✐ ♦❞✇-♦1♥❡❥ ♦ ✇②♠✐❛-③❡ ✹×✹×✹ ✭%1❛➟❡ %✐❡❝✐♦✇❡ ❦♦♠3-❡❦ ✇ ♣-③❡%1-③❡♥✐ -③❡❝③②✇✐✲

%1❡❥ ❧❡➺→ ✇ ♣-③❡❞③✐❛❧❡ ✺✲✶✶ ➴✮ ♦-❛③ ✭✐✐✮ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ▼▼✱ ♣-③② ✉➺②❝✐✉ ③❛✐♠♣❧❡♠❡♥1♦✇❛♥②❝❤

✇ ♣-♦❣-❛♠✐❡ ●❯▲P

5
♣♦❧❛-②③♦✇❛❧♥②❝❤ ♣♦1❡♥❝❥❛➟3✇ ♠✐➛❞③②❛1♦♠♦✇②❝❤✳

6
❲②❥➧❝✐♦✇❡ ❣❡♦♠❡✲

1-✐❡ ③♦%1❛➟② ♦♣❛-1❡ ♥❛ ❞♦%1➛♣♥②❝❤ %1-✉❦1✉-❛❝❤ ❡❦%♣❡-②♠❡♥1❛❧♥②❝❤✳

✹✾

❩♦♣1②♠❛❧✐③♦✇❛♥❡ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚✴P❇❊ %1-✉❦1✉-② ♥✐%❦♦1❡♠♣❡-❛1✉-♦✇❡❥ ♦❞♠✐❛♥② γ

✐ ➧-❡❞♥✐♦1❡♠♣❡-❛1✉-♦✇❡❥ ♦❞♠✐❛♥ β ♦-❛③ α′

L ✇②❦❛③✉❥→ ❞♦❜-→ ③❣♦❞♥♦➧➣ ③ ❞❛♥②♠✐ ❦-②%1❛✲

❧♦❣-❛✜❝③♥②♠✐ ✭♣❛-❛♠❡1-② ❦♦♠3-❦✐ ✐ ♦❞❧❡❣➟♦➧❝✐ ♠✐➛❞③②❛1♦♠♦✇❡✮✳ ◆✐❡❝♦ ✇✐➛❦%③❡ -♦③❜✐❡➺♥♦✲

➧❝✐ ✐%1♥✐❡❥→ ❞❧❛ %1❛❜✐❧♥②❝❤ ✇ ✇②➺%③②❝❤ 1❡♠♣❡-❛1✉-❛❝❤ ♦❞♠✐❛♥ α′

H ✐ α✱ ❝♦ ♠♦➺❡ ✇②♥✐❦❛➣

③❛-3✇♥♦ ③❡ %♣❡❝②✜❦✐ ❞♦%1➛♣♥②❝❤ ❞❛♥②❝❤ ❡❦%♣❡-②♠❡♥1❛❧♥②❝❤ ✭♥♣✳ %1-✉❦1✉-❛ ♦❞♠✐❛♥② α′

H

③♦%1❛➟❛ ✇②③♥❛❝③♦♥❛ ❞❧❛ %✐❧♥✐❡ ❞♦♠✐❡%③❦♦✇❛♥❡❣♦ ❈✷❙✮✱ ❥❛❦ ✐ ③ ♦❣-❛♥✐❝③♦♥②❝❤ ♠♦➺❧✐✇♦➧❝✐

♣-③②❜❧✐➺❛♥✐❛ 1②❝❤ %1-✉❦1✉- ♠✐♥✐♠❛♠✐ ❡♥❡-❣✐✐ ❡❧❡❦1-♦♥♦✇❡❥ ✇ 1❡♠♣❡-❛1✉-③❡ ✵❑✱ ♦ ❝③②♠ ♣♦✲

♥✐➺❡❥✳ ❯%③❡-❡❣♦✇❛♥✐❡ ♦❞♠✐❛♥ ❈✷❙ ✇❡❞➟✉❣ ✐❝❤ %1❛❜✐❧♥♦➧❝✐ ❡♥❡-❣❡1②❝③♥②❝❤ ③ ♦❜❧✐❝③❡➠ ❉❋❚

✭γ > α′

L > α′

H > β > αtrigonal >> αhexagonal✮ ③❣❛❞③❛ %✐➛ ③ ❡❦%♣❡-②♠❡♥1❛❧♥→ ❦♦❧❡❥♥♦✲

➧❝✐→ ♣-③❡♠✐❛♥ ❢❛③♦✇②❝❤✳ ❊♥❡-❣✐❛ ❤❡❦%❛❣♦♥❛❧♥❡❥ %1-✉❦1✉-② α ✭✇ ❦13-❡❥ ✇%③②%1❦✐❡ ❥❡❞♥♦%1✲

❦✐ ❙✐❖4 %→ ③♦-✐❡♥1♦✇❛♥❡ ❥❡❞♥❛❦♦✇♦ ✇ ❦✐❡-✉♥❦✉ ♦%✐ c✮ ❥❡%1 ③♥❛❝③→❝♦ ✇✐➛❦%③❛ ♦❞ ❡♥❡-❣✐✐

♦❞♠✐❛♥② 1-②❣♦♥❛❧♥❡❥✳ ◆❛✇❡1 ✇③✐→✇%③② ♣♦❞ ✉✇❛❣➛✱ ➺❡ ♦ %1❛❜✐❧♥♦➧❝✐ ♦❞♠✐❛♥ ✇②%♦❦♦1❡♠✲

♣❡-❛1✉-♦✇②❝❤ ❞❡❝②❞✉❥→ -3➺♥✐❝❡ ❡♥❡-❣✐✐ %✇♦❜♦❞♥❡❥✱ 1♦ ❥❡❞♥❛❦ 1❛❦ ❞✉➺❛ -3➺♥✐❝❛ ✇ ❡♥❡-❣✐✐

❡❧❡❦1-♦♥♦✇❡❥ ✭♣♦♥❛❞ ✸ ❡❱ ♥❛ ❦♦♠3-❦➛ α ♦ %1❡❝❤✐♦♠❡1-✐✐ ✭❈❛2❙✐❖4✮2✮ %1-✉❦1✉-② 1-②❣♦♥❛❧✲

♥❡❥ ✐ ❤❡❦%❛❣♦♥❛❧♥❡❥ ✇②❞❛❥❡ %✐➛ ❜②➣ 1-✉❞♥❛ ❞♦ ♣-③❡③✇②❝✐➛➺❡♥✐❛ ♣-③❡③ ❝③②♥♥✐❦✐ ❡♥1-♦♣♦✇❡✱

❝♦ ✇%❦❛③✉❥❡✱ ➺❡ %♣♦➧-3❞ ❞✇3❝❤ ♣-♦♣♦♥♦✇❛♥②❝❤ %1-✉❦1✉- ♦❞♠✐❛♥② α ✇➟❛➧❝✐✇→ ❥❡%1 1❛ ♦

%②♠❡1-✐✐ 1-②❣♦♥❛❧♥❡❥✳ P♦-3✇♥❛♥✐❡ ♦❞❧❡❣➟♦➧❝✐ ♠✐➛❞③②❛1♦♠♦✇②❝❤ ♠✐➛❞③② ♦❞♠✐❛♥❛♠✐ ❈✷❙

✇②❦❛③❛➟♦✱ ➺❡✿ ✭✐✮ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ✇✐→③❛➠ ❙✐✕❖ ③♠✐❡♥✐❛❥→ %✐➛ ♥✐❡③♥❛❝③♥✐❡ ✭∼ ✵✳✵✶ ➴✮ ♠✐➛❞③② ♦❞✲

♠✐❛♥❛♠✐ ❈✷❙✱ ✭✐✐✮ ✇②-❛➵♥❡ -3➺♥✐❝❡ ✭∼ ✵✳✶ ➴✮ ✇②%1➛♣✉❥→ ✇ ➧-❡❞♥✐❝❤ ♦❞❧❡❣➟♦➧❝✐❛❝❤ ❈❛✕❖✱

❥❛❦ -3✇♥✐❡➺ ✇ ✇❛-1♦➧❝✐❛❝❤ ❧✐❝③❜② ❦♦♦-❞②♥❛❝②❥♥❡❥ ❈❛✕❖✱ ❦13-❛✱ ♣♦③❛ ♦❞♠✐❛♥→ γ ❝③➛%1♦

♦❞❜✐❡❣❛ ♦❞ ✏♦♣1②♠❛❧♥❡❥✑ ✇❛-1♦➧❝✐ ✻✱

✺✵

✭✐✐✐✮ ✇②-❛➵♥❡♠✉ %❦-3❝❡♥✐✉ ✇ %1♦%✉♥❦✉ ❞♦ ❢❛③② γ

✭∼ ✵✳✶ ➴✮ ✉❧❡❣❛❥→ -3✇♥✐❡➺ ♦❞❧❡❣➟♦➧❝✐ ♠✐➛❞③② ❦❛1✐♦♥❛♠✐ ❈❛

2+
✱ ❝♦ ❜②➟♦ ♣♦%1✉❧♦✇❛♥❡ ❥❛✲

❦♦ ❝③②♥♥✐❦ ❞❡%1❛❜✐❧✐③✉❥→❝② %✐❡➣ ✐ ③✇✐➛❦%③❛❥→❝② ❛❦1②✇♥♦➧➣ ✇②%♦❦♦1❡♠♣❡-❛1✉-♦✇②❝❤ ♦❞♠✐❛♥

❈✷❙ ✇♦❜❡❝ ✇♦❞②✳

✺✶

❆♥❛❧✐③❛ ❡❦%♣❡-②♠❡♥1❛❧♥②❝❤ ✐ ③♦♣1②♠❛❧✐③♦✇❛♥②❝❤ %1-✉❦1✉- ✇%❦❛③✉❥❡✱ ➺❡

♣-③❡♠✐❛♥② ❢❛③♦✇❡ ✇ ❈✷❙ ♠❛❥→ -❛❝③❡❥ ❝❤❛-❛❦1❡- ♣-③❡♠✐❡%③❝③❡♥✐♦✇②✱ ③✇✐→③❛♥② ③ ✇③❣❧➛❞♥②♠✐

♣-③❡%✉♥✐➛❝✐❛♠✐ ✇❛-%1✇ ❦❛1✐♦♥3✇ ❈❛

2+
✐ ❛♥✐♦♥3✇ ❙✐❖

2−
4 ✱ ♦-❛③ -♦1❛❝❥→ 1②❝❤ ♦%1❛1♥✐❝❤ ❥♦♥3✇✳

❙♣♦➧-3❞ ♦❜❧✐❝③♦♥②❝❤ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ▼▼ ✇➟❛%♥♦➧❝✐ ❡❧❛%1②❝③♥②❝❤ ❞♦❜-→ ③❣♦❞♥♦➧➣ ③ ❞♦%1➛♣✲

♥②♠✐ ❞❛♥②♠✐ ❡❦%♣❡-②♠❡♥1❛❧♥②♠✐ ✇②❦❛③✉❥→ ♠♦❞✉➟② ❨♦✉♥❣❛✱ ♥❛1♦♠✐❛%1 ♠♦❞✉➟ ♦❜❥➛1♦➧❝✐♦✲

✇② ❥❡%1 ♣-❛✇✐❡ ♦ ❥❡❞♥→ 1-③❡❝✐→ ③❛♥✐➺♦♥② ✇ %1♦%✉♥❦✉ ❞♦ ❞♦%1➛♣♥②❝❤ ❞❛♥②❝❤ ❡❦%♣❡-②♠❡♥✲

1❛❧♥②❝❤✱

✺✷

❝♦ ♠♦➺♥❛ ♣♦✇✐→③❛➣ ③ 1❡♥❞❡♥❝❥→ %1♦%♦✇❛♥②❝❤ ♣♦1❡♥❝❥❛➟3✇ ♠✐➛❞③②❛1♦♠♦✇②❝❤ ❞♦

③❛✇②➺❛♥✐❛ ♣❛-❛♠❡1-3✇ ❦♦♠3-❡❦✳

✹✾

❑!②#$❛❧♦❣!❛✜❝③♥❡ #$!✉❦$✉!② ♦❞♠✐❛♥ ♣♦❧✐♠♦!✜❝③♥②❝❤ ❈✷❙ ♣♦❝❤♦❞③→ ③ ♣!❛❝ ✕ γ ✐ β✿ ❲✳ ●✳ ▼✉♠♠❡✱

❘✳ ❏✳ ❍✐❧❧✱ ●✳ ❇✉#❤♥❡❧❧✲❲②❡✱ ❋✳ ❘✳ ❙❡❣♥✐$✱ ◆❡✉❡# ❏❛❤'❜✳ ▼✐♥❡'❛❧✳✱ ❆❜❤✳ ✶✾✾✺✱ ✶✻✾✱ ✻✾✲✼✾❀ α′

L ✐ α✿ ❲✳

●✳ ▼✉♠♠❡✱ ▲✳ ❈!❛♥#✇✐❝❦✱ ❇✳ ❈❤❛❦♦✉♠❛❦♦#✱ ◆❡✉❡# ❏❛❤'❜✳ ▼✐♥❡'❛❧✳✱ ❆❜❤✳ ✶✾✾✻✱ ✶✼✵✱ ✶✼✶✲✶✽✽!❀ α′

H ✿ ❆✳

❈✉❡#$❛✱ ❊✳ ❘✳ ▲♦#✐❧❧❛✱ ▼✳ ❆✳ ●✳ ❆!❛♥❞❛✱ ❏✳ ❙❛♥③✱ ❈❡♠✳ ❈♦♥❝'✳ ❘❡#✳ ✷✵✶✷✱ ✹✷✱ ✺✾✽✲✻✵✻✳

✺✵

❲❛!$♦➧➣ ③❛♣❡✇♥✐❛❥→❝❛ ❧♦❦❛❧♥→ ❡❧❡❦$!♦♦❜♦❥➛$♥♦➧➣ ✇ ♣♦➟→❝③♦♥②❝❤ ♥❛!♦➺❛♠✐ ♦❦$❛❡❞!❛❝❤ ❈❛❖6 ✇❡❞➟✉❣

!❡❣✉➟ Z❛✉❧✐♥❣❛✿ ▲✳ Z❛✉❧✐♥❣✱ ❏✳ ❆♠✳ ❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳ ✶✾✷✾✱ ✺✶✱ ✶✵✶✵✲✶✵✷✻✳

✺✶

❑✳ ❍✳ ❏♦#$✱ ❇✳ ❩✐❡♠❡!✱ ❘✳ ❙❡②❞❡❧✱ ❆❝>❛ ❈'②#>❛❧❧♦❣'✳ ❇ ✶✾✼✼✱ ✸✸✱ ✶✻✾✻✲✶✼✵✵✳

✺✷

❑✳ ❱❡❧❡③✱ ❙✳ ▼❛①✐♠✐❧✐❡♥✱ ❉✳ ❉❛♠✐❞♦$✱ ●✳ ❋❛♥$♦③③✐✱ ❋✳ ❙♦!!❡♥$✐♥♦✱ ❈❡♠❡♥> ❈♦♥❝'✳ ❘❡#✳ ✷✵✵✶✱ ✸✶✱

✺✺✺✲✺✻✶❀ ❈✳ ❘❡♠②✱ ❉✳ ❆♥❞!❛✉❧$✱ ▼✳ ▼❛❞♦♥✱ ❏✳ ❆♠✳ ❈❡'❛♠✳ ❙♦❝✳ ✶✾✾✼✱ ✽✵✱ ✽✺✶✲✽✻✵✳

✷✹



❘②"✉♥❡❦ ✶✹✿ ❆♥❛❧✐③❛ ✇✐❜(❛❝②❥♥❛ ❞❧❛ -(③❡❝❤ ♦❞♠✐❛♥ ♣♦❧✐♠♦(✜❝③♥②❝❤ ❈✷❙ 7-❛❜✐❧♥②❝❤ ♣♦♥✐➺❡❥

✶✵✵✵

◦
❈✱ γ✱ β ✐ α′

L✿ ✭✶✮ ♦-(③②♠❛♥❡ ③ ♦❜❧✐❝③❡➠ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐❦✐ ♠♦❧❡❦✉❧❛(♥❡❥ ✭▼▼✮

✐ ❉❋❚✴G❇❊✱ ❦(③②✇❡ ❞②7♣❡(7❥✐ ❞❧❛ ❢♦♥♦♥K✇ ✇ ❦✐❡(✉♥❦✉ Γ✲❳✱ ♠♦❞② ❛❦✉7-②❝③♥❡ ✐ ♦♣-②❝③♥❡
③❛③♥❛❝③♦♥❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ♥❛ ❝③❡(✇♦♥♦ ✐ ♥✐❡❜✐❡7❦♦✱ ✭✷✮ ✇②❝❤②❧❡♥✐❛ ❛-♦♠K✇ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝❡

-(③❡❝✐❡♠✉ ♥❛❥♥✐➺7③❡♠✉ ♠♦❞♦✇✐ ❞(❣❛➠ ✇ ♣✉♥❦❝✐❡ ❳ ❞❧❛ γ ✐ β✿ ♦❜❛ ♠♦❞② ♠❛❥→ ❝③➛➧❝✐♦✇♦

♦♣-②❝③♥② ❝❤❛(❛❦-❡(✱ ❝❤♦➣ ❞❧❛ β ❛-♦♠② ❞(❣❛❥→ ③❣♦❞♥✐❡❥ ✇ ❢❛③✐❡✳ ❑♦❧♦(② ♣✐❡(✇✐❛7-❦K✇✿ ❈❛✕

❥❛7♥♦♥✐❡❜✐❡7❦✐✱ ❙✐✕❝✐❡♠♥♦♥✐❡❜✐❡7❦✐✱ ❖✕❝③❡(✇♦♥②✳

❆♥❛❧✐③❛ ✇✐❜(❛❝②❥♥❛ ✇②❦❛③❛➟❛✱ ➺❡ 12(✉❦2✉(② γ✱ β ✐ α′

L ♦❞♣♦✇✐❞❛❥→ ♠✐♥✐♠♦♠ ❡♥❡(❣✐✐

❡❧❡❦2(♦♥♦✇❡❥ ✭✇1③②12❦✐❡ ❝③➛12♦➧❝✐ ✇ ♣✉♥❦❝✐❡ Γ ≥ 0✮✳ ❲✐❞♠❛ ❢♦♥♦♥A✇ ❞❧❛ 2②❝❤ 2(③❡❝❤ ❢♦(♠
❈✷❙ ✇②❦❛③✉❥→ ✐♥2❡(❡1✉❥→❝❡ ❝❡❝❤②✱ ❦2A(❡ ♠♦❣→ ❝③➛➧❝✐♦✇♦ 2➟✉♠❛❝③②➣ ❜♦❣❛2→ ❦(②12❛❧♦❝❤❡✲

♠✐➛ ❈✷❙✳ ❉❧❛ ♣(③❡❞12❛✇✐♦♥②❝❤ ♥❛ ❘②1✳ ✶✹ ❦(③②✇②❝❤ ❞②1♣❡(1❥✐ ❢♦♥♦♥A✇ ✇ ❦✐❡(✉♥❦✉ Γ✕❳
✇✐❞❛➣✱ ➺❡ ✭✐✮ ♥❛❥❜❛(❞③✐❡❥ 12❛❜✐❧♥❛ ❢❛③❛ γ ✇②❦❛③✉❥❡ 1♣(③➛➺❡♥✐❡ ♠✐➛❞③② ♠♦❞❛♠✐ ❛❦✉12②❝③♥✉♠✐

❛ ♦♣2②❝③♥②♠✐✱ ❝♦ ✇1❦❛③✉❥❡ ♥❛ ♣♦❞❛2♥♦➧➣ ❞♦ ♣(③❡❥➧❝✐❛ ❢❛③♦✇❡❣♦ ✇ ♣♦❞✇②➺1③♦♥❡❥ 2❡♠♣❡(❛✲

2✉(③❡✱ ✭✐✐✮ ❢❛③② β ✐ α′

L ✇②❦❛③✉❥→ ✇②(❛➵♥❡ ③♠✐➛❦❝③❡♥✐❡ ✭2❥✳ ♦❜♥✐➺❡♥✐❡ ❝③➛12♦➧❝✐ ③❡ ✇③(♦12❡♠

✇❛(2♦➧❝✐ ✇❡❦2♦(❛ ❢❛❧♦✇❡❣♦✮ ♠♦❞A✇ ❛❦✉12②❝③♥②❝❤✱ ❝❤♦➣ ♦ (A➺♥②♠ ❝❤❛(❛❦2❡(③❡ ✭❞❧❛ ❢♦(♠②

β ♥❛❥✇②➺1③❛ ❣❛➟→➵ ❢♦♥♦♥A✇ ❛❦✉12②❝③♥②❝❤ ♠❛ ✇②(❛➵♥✐❡ ♥✐❡♠♦♥♦2♦♥✐❝③♥② ♣(③❡❜✐❡❣ ♦❞ ♣♦✲

➟♦✇② 12(❡❢② ❇(✐❧❧♦✉✐♥❛✮ ✲ 2❛❦✐ ♣(③❡❜✐❡❣ ❞②1♣❡(1❥✐ ❢♦♥♦♥A✇ ♠♦➺❡ 2➟✉♠❛❝③②➣ ♦❜1❡(✇♦✇❛♥→

2❡♥❞❡♥❝❥➛ 2②❝❤ ❢❛③ ❞♦ ❞♦ 2✇♦(③❡♥✐❛ 12(✉❦2✉( ♠♦❞✉❧♦✇❛♥②❝❤ ✐ ③❜❧✐➵♥✐❛❝③❡➠ ♦(❛③ ❦(✉❝❤♦➧➣

✷✺



♦❞♠✐❛♥② β✳ ❉❧❛ ♦❞♠✐❛♥ ❈✷❙ -.❛❜✐❧♥②❝❤ ✇ ♥❛❥✇②➺-③②❝❤ .❡♠♣❡8❛.✉8❛❝❤ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ✇②❦❛③✉✲

❥→ ♦❜❡❝♥♦➧➣ ✉8♦❥♦♥②❝❤ ❝③➛-.♦➧❝✐✱ ♣8③② ❝③②♠ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚ ❢❛③❛ α′

H ✇②❦❛③✉❥❡ ✉8♦❥♦♥❡

❝③➛-.♦➧❝✐ ❞❧❛ ❢♦♥♦♥D✇ ❛❦✉-.②❝③♥②❝❤ ✇ ♣✉♥❦❝✐❡ Γ✱ ❛ ❞❧❛ ❢❛③② α ❞③✐❡❥❡ -✐➛ .❛❦ ♥❛✇❡. ❞❧❛

♥❛❥♥✐➺-③②❝❤ ❢♦♥♦♥D✇ ♦♣.②❝③♥②❝❤✳ ❲②♥✐❦ .❡♥ ✇-❦❛③✉❥❡✱ ➺❡ ♦❞♠✐❛♥② ✇②-♦❦.❡♠♣❡8❛.✉8♦✇❡

✇ ♦❣D❧❡ ♥✐❡ -→ ♠✐♥✐♠❛♠✐ ❡♥❡8❣✐✐ ❡❧❡❦.8♦♥♦✇❡❥ ✐ ♠♦❣→ ❜②➣ ♠✐♥✐♠❛♠✐ ❡♥❡8❣✐✐ -✇♦❜♦❞♥❡❥

✇ ♥✐❡③❡8♦✇❡❥ .❡♠♣❡8❛.✉8③❡✳

✷✳✷✳✺ ❆❞%♦'♣❝❥❛ ❈❖ ♥❛ ❦✇❛%♦✇②❝❤ ❝❡♥4'❛❝❤ ❇'6♥%4❡❞❛ ✇ ③❡♦❧✐❝✐❡ 4②♣✉ ♠❛③✲

③②4✉ ✕ ♣❡'✐♦❞②❝③♥❡ ♦❜❧✐❝③❡♥✐❛ ❉❋❚ ❬❍✼❪

❩❡♦❧✐.② .♦ -③❡8♦❦❛ ❣8✉♣❛ ❦8②-.❛❧✐❝③♥②❝❤✱ ♠✐❦8♦♣♦8♦✇❛.②❝❤ ❣❧✐♥♦❦8③❡♠✐❛♥D✇ -③❦✐❡❧❡.♦✇②❝❤✱

✺✸

♦ ♦❣D❧♥②♠ ✇③♦8③❡ ▼

x+
x/n❬❆❧x❙✐y❖2(x+y)❪·z❍2❖✳ ❩❡♦❧✐.② ♦ ❞❛♥②♠ .②♣✐❡ -.8✉❦.✉8② ❣❧✐♥♦❦8③❡✲

♠✐❛♥♦✇❡❣♦ -③❦✐❡❧❡.✉ ♠♦❣→ ♣♦③♦-.❛✇❛➣ -.❛❜✐❧♥❡ ✇ -③❡8♦❦✐♠ ③❛❦8❡-✐❡ -.♦-✉♥❦D✇ ❙✐✿❆❧ ✐ ❞❧❛

8D➺♥❡❣♦ 8♦❞③❛❥✉ ♣♦③❛-✐❡❝✐♦✇②❝❤ ❦❛.✐♦♥D✇ ▼

x+
✱ ③♦❜♦❥➛.♥✐❛❥→❝②❝❤ ♣♦❞-.❛✇✐❡♥✐❡ ❥♦♥D✇ ❙✐

4+

♣8③❡③ ❆❧

3+
✳

✺✹

❙♣♦➧8D❞ ❧✐❝③♥②❝❤ ③❛-.♦-♦✇❛➠ ③❡♦❧✐.D✇ ✇ ♣8♦❝❡-❛❝❤ ❦❛.❛❧✐③② ❤❡.❡8♦❣❡♥✐❝③♥❡❥

✐ ❛❞-♦8♣❝❥✐ -③❝③❡❣D❧♥✐❡ ✇❛➺♥→ 8♦❧➛ ♦❞❣8②✇❛❥→ ❦✇❛-♦✇❡ ❢♦8♠② ③❡♦❧✐.D✇✱ ❝③②❧✐ .❛❦✐❡ ✇ ❦.D8②❝❤

♣♦③❛-✐❡❝✐♦✇②♠✐ ❦❛.✐♦♥❛♠✐ -→ ❥♦♥② ❍

+
✱ ③✇✐→③❛♥❡ ③ -✐❡❝✐♦✇②♠✐ ❛.♦♠❛♠✐ ❖✿ ③❡♦❧✐.② ❦✇❛➧♥❡ -→

❜♦✇✐❡♠ ♣♦❞-.❛✇♦✇②♠✐ ❦❛.❛❧✐③❛.♦8❛♠✐✱ ✇②❦♦8③②-.②✇❛♥②♠✐ ✇ ♣8③❡♠②➧❧❡ ♣❡.8♦❝❤❡♠✐❝③♥②♠

✇ ♣8♦❝❡-❛❝❤ ♣8♦❞✉❦❝❥✐ ♣❛❧✐✇✳

✺✺

❖-.❛.♥✐❛ ♣8❛❝❛ ✇❝❤♦❞③→❝❛ ✇ -❦➟❛❞ ♦-✐→❣♥✐➛❝✐❛ ♥❛✉❦♦✇❡❣♦✱ ✇ ❦.D8❡❥ ❜②➟❡♠ ❣➟D✇♥②♠

❛✉.♦8❡♠ ♦❜❧✐❝③❡➠ ❉❋❚✱ ♣♦➧✇✐➛❝♦♥❛ ❜②➟❛ ❜❛❞❛♥✐♦♠ ❦✇❛➧♥②❝❤ ❢♦8♠ ③❡♦❧✐.D✇ .②♣✉ ♠❛③③②.✉

✭▼❆❩✮ ❬❍✼❪✳ ▼❆❩ ❥❡-. ③❡♦❧✐.❡♠ ❦8②-.❛❧✐③✉❥→❝②♠ ✇ ✉❦➟❛❞③✐❡ ❤❡❦-❛❣♦♥❛❧♥②♠✱ ♣♦-✐❛❞❛❥→✲

❝②♠ ❥❡❞♥♦✇②♠✐❛8♦✇② -②-.❡♠ ♣♦8D✇ ✭✇③❞➟✉➺ ❦8②-.❛❧♦❣8❛✜❝③♥❡❥ ♦-✐ ❝✮ ♦ ❞✉➺❡❥ ➧8❡❞♥✐❝②

✭✼✳✷ ➴✮✳ ❩❛✐♥.❡8❡-♦✇❛♥✐❡ ③❡♦❧✐.❛♠✐ .❡❣♦ .②♣✉ ✇③8♦-➟♦ ♣♦ ♦❜-❡8✇❛❝❥✐✱ ➺❡ ❛❞-♦8♣❝❥❛ ❝③→✲

-.❡❝③❡❦ ❈❖ ♥❛ ❦✇❛➧♥②♠✱ ③❞❡❛❧✉♠✐♥♦✇❛♥②♠ ▼❆❩ ♣8♦✇❛❞③✐ ❞♦ ✇②❥→.❦♦✇♦ ❞✉➺❡❣♦ ✭✸✽✵

❝♠

−1
✮ ♣8③❡-✉♥✐➛❝✐❛ ❦✉ ❝③❡8✇✐❡♥✐ ❞8❣❛➠ ❣8✉♣ ❖❍✳

✺✻

Y8③❡-✉♥✐➛❝✐❡ ❦✉ ❝③❡8✇✐❡♥✐ ❞8❣❛➠ ❣8✉♣

❖❍ ♣♦ ❛❞-♦8♣❝❥✐ ❝③→-.❡❝③❦✐ ❈❖ ✭❜➛❞→❝❡❥ ③❛-❛❞→ ▲❡✇✐-❛✮ ❥❡-. ♣♦✇-③❡❝❤♥✐❡ .8❛❦.♦✇❛♥❡ ❥❛❦♦

✇-❦❛➵♥✐❦ -✐➟② ❦✇❛-♦✇♦➧❝✐ ❝❡♥.8D✇ ❇8]♥-.❡❞❛ ✇ ③❡♦❧✐.❛❝❤✱ ✐ ❝❤♦❝✐❛➺ ♥✐❡ ❥❡-. .♦ ❥❡❞②♥② .❛❦✐

✇-❦❛➵♥✐❦✱ ❛ .❛❦➺❡ ❦8②.②❦♦✇❛♥② ♣8③❡③ ♥✐❡❦.D8②❝❤ ❛✉.♦8D✇✱

✺✼

.♦ ♥✐❡✇→.♣❧✐✇✐❡ -❦❛❧❛ ❡❢❡❦.✉

♦❜-❡8✇♦✇❛♥❡❣♦ ✇ ❞❡❛❧✉♠✐♥♦✇❛♥②♠ ▼❆❩ ➧✇✐❛❞❝③② ♦ ❥❡❣♦ -✐❧♥❡❥ ❦✇❛-♦✇♦➧❝✐✳ ❈♦ ❝✐❡❦❛✇❡✱

✇ ▼❆❩ ♦♣8D❝③ ❣8✉♣ ❖❍ ♦ ❛♥♦♠❛❧♥✐❡ ❞✉➺②♠ ♣8③❡-✉♥✐➛❝✐✉ ③❛♦❜-❡8✇♦✇❛♥♦ 8D✇♥✐❡➺ ❞8✉❣✐❡

♣❛-♠♦ ❣8✉♣ ❖❍ ♦ ♠♥✐❡❥-③②♠ ♣8③❡-✉♥✐➛❝✐✉ ✭✷✽✵ ❝♠

−1
✮✱

56
❜❧✐➺-③②♠ .②♣♦✇②♠ ♣8③❡-✉♥✐➛✲

❝✐♦♠ ♦❜-❡8✇♦✇❛♥②♠ ✇ ❦✇❛➧♥②❝❤ ③❡♦❧✐.❛❝❤ ✭♦❦♦➟♦ ✸✵✵ ❝♠

−1
✮✳

✺✽

❈❡❧❡♠ ♠♦❥❡❥ ♣8❛❝② ❜②➟❛

✐❞❡♥.②✜❦❛❝❥❛ 8D➺♥②❝❤ ❝❡♥.8D✇ ❦✇❛-♦✇②❝❤ ❇8]♥-.❡❞❛ ✇ ▼❆❩ ✐ ✇②❥❛➧♥✐❡♥✐❡ 8D➺♥✐❝ ♠✐➛❞③②

♥✐♠✐✳

❖♣.②♠❛❧✐③❛❝❥➛ ❣❡♦♠❡.8✐✐ ♣❡8✐♦❞②❝③♥②❝❤ ♠♦❞❡❧✐ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚ ✇②❦♦♥❛➟❡♠ ③❛ ♣♦✲

♠♦❝→ ♣8♦❣8❛♠✉ ◗❯❆◆❚❯▼ ❊❙Y❘❊❙❙❖✱

7
✉➺②✇❛❥→❝ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛➟✉ Y❇❊

10
✐ ✉❧.8❛♠✐➛❦❦✐❝❤

♣-❡✉❞♦♣♦.❡♥❝❥❛➟D✇ ❱❛♥❞❡8❜✐❧.❛✱

29
♣8③② ❡♥❡8❣✐✐ ♦❜❝✐➛❝✐❛ ❢❛❧ ♣➟❛-❦✐❝❤ ✉-.❛❧♦♥❡❥ ♥❛ ✹✵✵ ❡❱

✐ ♣8D❜❦♦✇❛♥✐✉ -.8❡❢② ❇8✐❧❧♦✉✐♥❛ ♦❣8❛♥✐❝③♦♥②♠ ❞♦ ♣✉♥❦.✉ Γ✳ ❏❛❦♦ ♠♦❞❡❧✉ ③❞❡❛❧✉♠✐♥♦✇❛✲

♥❡❣♦ ▼❆❩ ✉➺②➟❡♠ ❤❡❦-❛❣♦♥❛❧♥❡❥ ❦♦♠D8❦✐ ♣♦❞✇♦❥♦♥❡❥ ✇③❞➟✉➺ ♥❛❥❦8D.-③❡❥ -.❛➟❡❥ -✐❡❝✐♦✇❡❥

❝✱ ✇ ❦.D8❡❥ ❥❡❞♥❛ ③ ♣♦③②❝❥✐ ❚ ③♦-.❛➟❛ ③❛-.→♣✐♦♥❛ ♣8③❡③ ❛.♦♠ ❆❧✱ ❛ ❞♦ ❥❡❞♥❡❣♦ ③ ❛.♦♠D✇

❖ ✇ .❡.8❛❡❞8③❡ ❣❧✐♥♦✇②♠ ③♦-.❛➟ ♣8③②➟→❝③♦♥② ❥♦♥ ❍

+
✱ ❝♦ ❞❛➟♦ -.❡❝❤✐♦♠❡.8✐➛ -✉♣❡8❦♦♠D8❦✐

❙✐71❆❧❖144❍✳ ❲ ▼❆❩ ✐-.♥✐❡❥→ ✷ 8D➺♥❡ .②♣② ❦8②-.❛❧♦❣8❛✜❝③♥❡ ❛.♦♠D✇ ❚ ✐ ✻ ♣♦③②❝❥✐ ❛.♦♠D✇

✺✸

❚❡❦#♦✭❣❧✐♥♦✮❦+③❡♠✐❛♥② ❧✉❜ ✭❣❧✐♥♦✮❦+③❡♠✐❛♥② 2③❦✐❡❧❡#♦✇❡ #♦ #❛❦✐❡✱ ✇ ❦#5+②❝❤ ❦❛➺❞② #❡#+❛❡❞+ ❚❖4 ➟→❝③②

2✐➛ ③ ❝③#❡+❛♠❛ ✐♥♥②♠✐ #❡#+❛❡❞+❛♠✐ ♣♦♣+③❡③ #❧❡♥♦✇❡ ♥❛+♦➺❛✳

✺✹

❏✳ ❲❡✐#❦❛♠♣✱ ❙♦❧✐❞ ❙%❛%❡ ■♦♥✳ ✷✵✵✵✱ ✶✸✶✱ ✶✼✺✲✶✽✽✳

✺✺

❆✳ H+✐♠♦✱ ❍✳ ●❛+❝✐❛✱ ❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳ ❘❡✈✳ ✷✵✶✹✱✹✸✱ ✼✺✹✽✲✼✺✻✶✳

✺✻

❘✳ ❆✳ ❙❤✐❣❡✐2❤✐✱ ❇✳ ❍✳ ❈❤✐❝❤❡✱ ❋✳ ❋❛❥✉❧❛✱ ▼✐❝5♦♣♦5✳ ▼❡7♦♣♦5✳ ▼❛%✳ ✷✵✵✶✱ ✹✸✱ ✷✶✶✲✷✷✻✳

✺✼

❊✳ ●✳ ❉❡+♦✉❛♥❡✱ ❡% ❛❧✳ ❈❛%✳ ❘❡✈✳ ❙❝✐✳ ❊♥❣✳ ✷✵✶✸✱ ✺✺✱ ✹✺✹✲✺✶✺❀ ❈✳ ❖✳ ❆+❡W♥ ❡% ❛❧✳✱ ;❤②7✳ ❈❤❡♠✳ ❈❤❡♠✳

;❤②7✳ ✷✵✶✹ ✶✻✱ ✶✵✶✷✾✲✶✵✶✹✶✳

✺✽

❈✳ ❖✳ ❆+❡❛W♥✱ ❏✳ ▼♦❧✳ ❙%5✉❝%✳ ✷✵✵✽✱ ✽✽✵✱ ✸✶✲✸✼✳
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❘②"✉♥❡❦ ✶✺✿ ❆❞"♦$♣❝❥❛ ❈❖ ♥❛ ❝❡♥-$❛❝❤ ❦✇❛"♦✇②❝❤ ❇$3♥"-❡❞❛ ✇ ③❡♦❧✐❝✐❡ -②♣✉ ♠❛③③②✲

-✉ ✭▼❆❩✮✳ ✭✶✮ ❙❝❤❡♠❛- ❤❡❦"❛❣♦♥❛❧♥❡❥ ❦♦♠B$❦✐ ▼❆❩ ③ ③❛③♥❛❝③♦♥②♠✐ ❦$②"-❛❧♦❣$❛✜❝③♥②♠✐

♣♦③②❝❥❛♠✐ ❛-♦♠B✇ ❚ ✐ ❖✳ ❆-♦♠② ✇ ♣♦③②❝❥❛❝❤ ❚✶ ✐ ❚✷ ③❛③♥❛❝③♦♥❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ❦♦❧♦$❛♠✐

♥✐❡❜✐❡"❦✐♠ ✐ ✜♦❧❡-♦✇②♠✱ ❛-♦♠② ❖ ❝③❡$✇♦♥②♠✳ ✭✷✮ ❩♦♣-②♠❛❧✐③♦✇❛♥❡ ♥❛ ♣♦③✐♦♠✐❡ ❉❋❚✴K❇❊

✇②❜$❛♥❡ ♠♦❞❡❧❡ ❦✇❛➧♥❡❣♦ ▼❆❩ ♣$③❡❞ ✐ ♣♦ ❛❞"♦$♣❝❥✐ ❈❖✳ K❛"♠❛ ❖❍ ♦ ❞✉➺②♠ ✐ ♠♥✐❡❥"③②♠

♣$③❡"✉♥✐➛❝✐✉ ❦✉ ❝③❡$✇✐❡♥✐ ♣♦ ③✇✐→③❛♥✐✉ ❝③→"-❡❝③❦✐ ❈❖ ③♦"-❛➟② ♣$③②♣✐"❛♥❡ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ❞♦

♠♦❞❡❧✉ ❚✶❖✸ ✭❛❞"♦$♣❝❥❛ ❈❖ ✇ ❣➟B✇♥②♠ ♣♦$③❡ ▼❆❩✮ ✐ ❚✶❖✹ ✭❛❞"♦$♣❝❥❛ ✇ ♠♥✐❡❥"③❡❥ ❦♦♠♦✲

$③❡ ❜♦❝③♥❡❥✮✳ ❑♦❧♦$② ♣✐❡$✇✐❛"-❦B✇✿ ❈✕❝③❛$♥②✱ ❖✕❝③❡$✇♦♥②✱ ❙✐✕♥✐❡❜✐❡"❦✐✱ ❆❧✕"③❛$②✱ ❍✕❜✐❛➟②✳

❖✱ ❝♦ ❞❛❥❡ ✕ ♣*③② ③❛➟♦➺❡♥✐✉✱ ➺❡ ♣*♦2♦♥ ③❛✇4③❡ ♣*③②➟→❝③♦♥② ❥❡42 ❞♦ ❥❡❞♥❡❣♦ ③ ❛2♦♠8✇ ❖ ✇

2❡2*❛❡❞*③❡ ❆❧❖4 ✕ ✼ *8➺♥②❝❤ 2②♣8✇ ❝❡♥2*8✇ ❦✇❛4♦✇②❝❤ ❇*?♥42❡❞❛✱ ♠✐❛♥♦✇✐❝✐❡ ❚✶❖✭✶✲✹✮

✐ ❚✷❖✭✷✱✺✱✻✮✱ ❣❞③✐❡ ❚x❖y ♦③♥❛❝③❛ ♦❞♣♦✇✐❡❞♥✐♦ ❦*②42❛❧♦❣*❛✜❝③♥❡ ♣♦③②❝❥❡ ③❛❥♠♦✇❛♥❡ ♣*③❡③

❛2♦♠ ❆❧ ✐ 4♣*♦2♦♥♦✇❛♥② ❛2♦♠ ❖✱ ③♦❜❛❝③ ❘②4✳ ✶✺✳ M*③②❥➛2❡ ♠♦❞❡❧❡ ♣♦③♦42❛❥→ ✇ ③❣♦❞③✐❡ ③

✇②♥✐❦❛♠✐ ❜❛❞❛➠ ❞②❢*❛❦❝②❥♥②❝❤ ✐ 4♣❡❦2*♦4❦♦♣♦✇②❝❤ ③❞❡❛❧✉♠✐♥♦✇❛♥❡❣♦ ▼❆❩✱ ♣♦❦❛③✉❥→❝②✲

♠✐ ➺❡ ③❛❝❤♦✇✉❥❡ ♦♥ 42*✉❦2✉*➛ ❦*②42❛❧✐❝③♥→ 4✐❡❝✐ 2②♣✉ ▼❆❩✱ ❛ ❝③➛42♦➧❝✐ ❞*❣❛➠ ❣*✉♣ ❖❍ ✭✸✼✵✵

❝♠

−1 <✮✱ ♥❛ ❦28*②❝❤ ❛❞4♦*❜♦✇❛♥② ❥❡42 ❈❖✱ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→ ❞*❣❛♥✐♦♠ ❣*✉♣ ❖❍ ♠♦42❦✉❥→❝②❝❤

❛2♦♠② ❚ ✭❛ ♥✐❡ ♥♣✳ ❞*❣❛♥✐♦♠ ❣*✉♣ 4✐❧❛♥♦❧♦✇②❝❤ ✇♦❦8➟ ❞❡❢❡❦28✇ 4✐❡❝✐ ♣♦ ✉4✉♥✐➛❝✐✉ ❝③➛➧➣

❆❧✮✳

✺✾

❈③➛42♦➧❝✐ ❞*❣❛➠ ❣*✉♣ ❖❍ ③♦42❛➟② ✇②③♥❛❝③♦♥❡ ♥❛ ♣♦❞42❛✇✐❡ ③❛♣*♦♣♦♥♦✇❛♥❡❥ ♣*③❡③

◆❛❝❤2✐❣❛❧❧❛ ✐ ✇4♣8➟♣*❛❝♦✇♥✐❦8✇ ♠❡2♦❞② ❧✐♥♦✇❡❣♦ 4❦❛❧♦✇❛♥✐❛ ❝③➛42♦➧❝✐ ③ ❞➟✉❣♦➧❝✐ ✇✐→③❛➠

❖❍✱ ✉✇③❣❧➛❞♥✐❛❥→❝❡❥ ♣♦♣*❛✇❦✐ ❛♥❤❛*♠♦♥✐❝③♥❡ ✐ ♣♦③✇❛❧❛❥→❝❡❥ ✉♥✐❦♥→➣ ❦♦4③2♦✇♥❡❥ ♦❜❧✐❝③❡✲

♥✐♦✇♦ ❛♥❛❧✐③② ✇✐❜*❛❝②❥♥❡❥✳

✻✵

❘♦③✇❛➺❛➟❡♠ 2②❧❦♦ ✇✐→③❛♥✐❡ ❝③→42❡❝③❦✐ ❈❖ ♣*③❡③ ❦♦♥✐❡❝ ✇➛❣❧♦✲

✇② ✭❣❞③✐❡ ③♥❛❥❞✉❥❡ 4✐➛ ✇♦❧♥❛ ♣❛*❛ ❡❧❡❦2*♦♥♦✇❛✮ ❞♦ ♣*♦2♦♥✉✱ ❣❞②➺ 2❛❦✐❡ ♦❞❞③✐❛➟②✇❛♥✐❡ ❥❡42

❡♥❡*❣❡2②❝③♥✐❡ ❦♦*③②42♥✐❡❥4③❡ ✐ 2❡❣♦ 2②♣✉ ❦❛*❜♦♥②❧❦✐ ♣*③❡✇❛➺❛❥→ ✇ ❦✇❛➧♥②❝❤ ③❡♦❧✐2❛❝❤✳

58,60

❑♦❧❡❥♥♦➧➣ ❡♥❡*❣❡2②❝③♥❛ ③♦♣2②♠❛❧✐③♦✇❛♥②❝❤ 42*✉❦2✉* ③ *8➺♥②♠✐ 2②♣❛♠✐ ❝❡♥2*8✇ ❇*?♥✲

42❡❞❛ ✇②❣❧→❞❛ ♥❛42➛♣✉❥→❝♦✿ ❚✷❖✺ ❃ ❚✶❖✸ ❂ ❚✷❖✷ ≈ ❚✶❖✷ ❃ ❚✶❖✶ ❂ ❚✶❖✹ ≫ ❚✷❖✻✱

✺✾

▼✳ ●❛❝❦♦✇(❦✐ ❡! ❛❧✳✱ ❆♣♣❧✳ ❈❛!❛❧✳ ❆ ✷✵✶✾✱ ✺✼✽✱ ✺✸✲✻✷✳

✻✵

0✳ ◆❛❝❤3✐❣❛❧❧ ❡! ❛❧✳✱ +❤②.✳ ❈❤❡♠✳ ❈❤❡♠✳ +❤②.✳ ✷✵✵✾✱ ✶✶✱ ✼✾✶✲✽✵✷✳

✷✼



♣!③② ❝③②♠ ♦❜♥✐➺❡♥✐❡ ❡♥❡!❣✐✐ ✇♦❜❡❝ ♥❛❥❜❛!❞③✐❡❥ 12❛❜✐❧♥❡❣♦ ❝❡♥2!✉♠ ❚✷❖✺ ❥❡12 ♥✐❡❞✉➺❡

✭✇ ❣!❛♥✐❝❛❝❤ ✶✵ ❦❏✴♠♦❧✮✱ ③❛ ✇②❥→2❦✐❡♠ ♥❛❥♠♥✐❡❥ 12❛❜✐❧♥❡❣♦ ❚✷❖✻ ✭♠♥✐❡❥ 12❛❜✐❧♥② ♦ ✸✵

❦❏✴♠♦❧✮✳ ❲ 2②♠ ♦12❛2♥✐♠ ✇②♣❛❞❦✉ ✇②!❛➵♥✐❡ ♠♥✐❡❥1③❛ 12❛❜✐❧♥♦➧➣ 2❡❣♦ ❝❡♥2!✉♠ ❦✇❛1♦✇❡✲

❣♦ ♠♦➺❡ ✇②♥✐❦❛➣ ③ ✇②♠✉1③♦♥❡❥ ♣!③❡③ 12!✉❦2✉!➛ 1✐❡❝✐ ❞✉➺❡❥ ✇❛!2♦➧❝✐ ❦→2❛ ❆❧✕❖✕❙✐ ✭✶✹✾

◦
✮✱

✇②!❛➵♥✐❡ ✇✐➛❦1③❡❥ ♥✐➺ ❛♥❛❧♦❣✐❝③♥❡ ✇❛!2♦➧❝✐ ❞❧❛ ♣♦③♦12❛➟②❝❤ ❝❡♥2!R✇ ✭✶✷✾✕✶✸✻

◦
✮✳ ❲❛!2♦➧❝✐

❡♥❡!❣✐✐ ✇✐→③❛♥✐❛ ❈❖ ♣!③❡③ ❝❡♥2!❛ ❦✇❛1♦✇❡ ✇②❦❛③✉❥→ 2!❡♥❞ ❚✶❖✶ ≈ ❚✶❖✸ ❃ ❚✷❖✻ ≈ ❚✶❖✹

❃ ❚✶❖✷ ≈ ❚✷❖✺ ❃ ❚✷❖✷✳ ❩ ❣!✉❜1③❛ ③❛2❡♠ ③❞♦❧♥♦➧➣ ❞♦ ✇✐→③❛♥✐❛ ❈❖ ✇②❦❛③✉❥❡ 2!❡♥❞ ♣!③❡✲

❝✐✇♥② ❞♦ ✇③!♦12✉ 12❛❜✐❧♥♦➧❝✐ ❣!✉♣ ❖❍✱ ♥✐❡ ❥❡12 2♦ ❥❡❞♥❛❦ ♣!♦12❡ ♦❞✇!R❝❡♥✐❡ 2❡❣♦ ♦12❛2♥✐❡❣♦

2!❡♥❞✉✳ ❖♣2②♠❛❧♥❛ ❣❡♦♠❡2!✐❛ ✉❦➟❛❞✉ ❍· · ·❈❖ ❥❡12 ❜❧✐1❦❛ ❧✐♥✐♦✇❡❥ ✐ ❡♥❡!❣✐❛ ✇✐→③❛♥✐❛ ❈❖

❥❡12 ♥✐➺1③❛ 2❛♠✱ ❣❞③✐❡ ♦❞❞③✐❛➟②✇❛♥✐❡ ③❡ ➧❝✐❛♥❛♠✐ ♣♦!✉ ③❡♦❧✐2R✇ ✇②♠✉1③❛ ❞✉➺❡ ♦❞❝❤②❧❡♥✐❛

✭❃✶✵

◦
✮ ❦→2❛ ❍✕❈✕❖ ♦❞ ✶✽✵

◦
✳ X!③②❥→➟❡♠✱ ➺❡ ♦❜1❡!✇♦✇❛♥❡ ❞!❣❛♥✐❛ ❣!✉♣ ❖❍✱ ♥❛ ❦2R!②❝❤

③❛❝❤♦❞③✐ ❛❞1♦!♣❝❥❛ ❈❖✱ ♣♦❝❤♦❞③→ ♦❞ 2②❝❤ ❝❡♥2!R✇ ❇!Z♥12❡❞❛✱ ❦2R!❡ 1→ ♥❛ 2②❧❡ 12❛❜✐❧♥❡✱

❛❜② ❜②➣ ✇ ③♥❛❝③→❝②♠ 12♦♣♥✐✉ ♦❜1❛❞③♦♥❡ ✇ ✇②❥➧❝✐♦✇②♠ ▼❆❩ ✐ ③❛!❛③❡♠ ✇❝✐→➺ ✇✐→③❛➣ ❞♦➧➣

1✐❧♥✐❡ ❝③→12❡❝③❦➛ ❈❖✳ ■♥2❡!♣!❡2✉❥→❝ ♣❛1♠❛ ❡❦1♣❡!②♠❡♥2❛❧♥❡ ♦❞!③✉❝✐➟❡♠ ③❛2❡♠ ♥❛❥❜❛!❞③✐❡❥

12❛❜✐❧♥❡ ❝❡♥2!✉♠ ❚✷❖✺✱ ❣❞③✐❡ ❛❞1♦!♣❝❥❛ ❈❖ ❥❡12 ③✇✐→③❛♥❛ ③ ③❡!✇❛♥✐❡♠ ✇❡✇♥→2!③1✐❡❝✐♦✲

✇❡❣♦ ✇✐→③❛♥✐❛ ✇♦❞♦!♦✇❡❣♦ ❖❍· · ·❖✱ ❝❡♥2!✉♠ ❚✷❖✷✱ ❣❞③✐❡ ✇1❦✉2❡❦ ❜❧✐1❦♦➧❝✐ ♣!③❡❝✐✇❧❡❣➟❡❥

➧❝✐❛♥② ♣♦!✉ ❛❞❞✉❦2 ❍· · ·❈❖ ♥✐❡ ♠♦➺❡ ♣!③②❥→➣ 12!✉❦2✉!② ❧✐♥✐♦✇❡❥✱ ❥❛❦ ✐ ❝❡♥2!✉♠ ❚✷❖✻✱ ❣❞③✐❡

❈❖ ❥❡12 ✇✐→③❛♥❡ ❞♦➧➣ 1✐❧♥✐❡✱ ❛❧❡ 1❛♠❛ 12❛❜✐❧♥♦➧➣ ❣!✉♣② ❖❍ ❥❡12 ♥✐1❦❛✳

❖12❛2❡❝③♥✐❡ ③❛♣!♦♣♦♥♦✇❛➟❡♠ ♥❛12➛♣✉❥→❝❡ ♣!③②♣✐1❛♥✐❡ ♣❛1♠ ❣!✉♣ ❖❍✿ ✭✐✮ ♣❛1♠♦ ♦ ❞✉✲

➺②♠ ♣!③❡1✉♥✐➛❝✐✉ ❦✉ ❝③❡!✇✐❡♥✐ ♠♦➺❡ ♣♦❝❤♦❞③✐➣ ♦❞ ❝❡♥2!R✇ ❚✶❖✸ ✐ ❚✶❖✶✱ ❣❞③✐❡ ③❛❛❞1♦!✲

❜♦✇❛♥❛ ❝③→12❡❝③❦❛ ❝❡❧✉❥❡ ✇ ♦❦♥♦ ❣➟R✇♥❡❣♦ ♣♦!✉ ▼❆❩✱ ❛ ❦♦♠♣❧❡❦1 ❍· · ·❈❖ ♠❛ 12!✉❦2✉!➛

❧✐♥✐♦✇→ ✭♦❜❧✐❝③♦♥❡ ♣!③❡1✉♥✐➛❝✐❡ 2♦ ✸✻✵ ❝♠

−1
✮✱ ✭✐✐✮ ♣❛1♠♦ ♦ ♠♥✐❡❥1③②♠ ♣!③❡1✉♥✐➛❝✐✉ ♣♦✲

❝❤♦❞③✐ ♦❞ ❝❡♥2!✉♠ ❚✶❖✹✱ ❣❞③✐❡ ❝③→12❡❝③❦❛ ❈❖ ③♥❛❥❞✉❥❡ 1✐➛ ✇❡✇♥→2!③ ♠♥✐❡❥1③❡❥ ❦♦♠♦!②✱

❛ 12!✉❦2✉!❛ ❍· · ·❈❖ ❥❡12 ❜❛!❞③✐❡❥ ③❣✐➛2❛ ✭♦❜❧✐❝③♦♥❡ ♣!③❡1✉♥✐➛❝✐❡ ✇②♥♦1✐ ✸✶✺ ❝♠

−1
✮✳

✷✽



✷✳✷✳✻ #♦❞&✉♠♦✇❛♥✐❡

▼♦✐♠ ♦$✐→❣♥✐➛❝✐❡♠ ♥❛✉❦♦✇②♠ ❥❡$1 ❝②❦❧ ❛31②❦✉➟5✇ ♥❛✉❦♦✇②❝❤ ♣♦➧✇✐➛❝♦♥②❝❤ ✇②③♥❛❝③❛✲

♥✐✉ ♠❡1♦❞❛♠✐ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇②♠✐ ✇➟❛$♥♦➧❝✐ $13✉❦1✉3❛❧♥②❝❤✱ ❡❧❡❦13♦♥♦✇②❝❤ ✐ $♣❡❦13♦$❦♦♣♦✇②❝❤

✇②❜3❛♥②❝❤ ♠❛1❡3✐❛➟5✇ ♦ ❞✉➺②♠ ③♥❛❝③❡♥✐✉ ♣3❛❦1②❝③♥②♠✱ ♦♣❛31②❝❤ ♦ ♣♦➟→❝③❡♥✐❛ ❙✐✕❖ ✐✴❧✉❜

❆❧✕❖✿ ❝❡♠❡♥15✇ ❦3③❡♠✐❛♥♦✇②❝❤ ❬❍✶✱❍✷✱❍✻❪ ✐ ❣❧✐♥✐❛♥♦✇②❝❤ ❬❍✸✱❍✹❪✱ ♣✐❣♠❡♥15✇ ✉❧13❛♠❛✲

3②♥♦✇②❝❤ ❬❍✺✱❍✽❪ ♦3❛③ ❦❛1❛❧✐1②❝③♥②❝❤ ③❡♦❧✐15✇ ❬❍✼❪✳ ❉③✐➛❦✐ ③❛$1♦$♦✇❛♥✐✉ 35➺♥②❝❤ 1❡❝❤♥✐❦

♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇②❝❤✱ ✭❣➟5✇♥✐❡ 35➺♥②❝❤ ✇❛3✐❛♥15✇ 1❡♦3✐✐ ❢✉♥❦❝❥♦♥❛➟✉ ❣➛$1♦➧❝✐✱ ❛❧❡ 1❡➺ ♠❡❝❤❛♥✐❦✐

♠♦❧❡❦✉❧❛3♥❡❥ ✐ ♠❡1♦❞ ❝❤❡♠✐✐ ❦✇❛♥1♦✇❡❥✮ ♦13③②♠❛➟❡♠ ✇✐❡❧❡ ♥♦✇②❝❤ ✇②♥✐❦5✇✱ ❜➛❞→❝②❝❤

✐$1♦1♥②♠ ✇❦➟❛❞❡♠ ❞♦ ✇✐❡❞③② ♦ 1②❝❤ ♠❛1❡3✐❛➟❛❝❤✱ ❦153❡ ♣♦③✇♦❧✐➟② ✇②❥❛➧♥✐➣ $③❡3❡❣ ❞②$❦✉✲

1♦✇❛♥②❝❤ ✐ ♥✐❡❞♦$1❛1❡❝③♥✐❡ ③❜❛❞❛♥②❝❤ ❡❦$♣❡3②♠❡♥1❛❧♥✐❡ ❦✇❡$1✐✐ ③ ❞③✐❡❞③✐♥② ✜③②❦✐ ✐ ❝❤❡♠✐✐

❣❧✐♥♦❦3③❡♠✐❛♥5✇✱ ❛ ✇ ♥✐❡❦153②❝❤ ✇②♣❛❞❦❛❝❤ ♣3③❡❞$1❛✇✐➣ ♥♦✇❡ ♣3♦♣♦③②❝❥❡ ❜❛❞❛➠ ❡❦$♣❡3②✲

♠❡♥1❛❧♥②❝❤ ✐ ✐❝❤ ✐♥1❡3♣3❡1❛❝❥✐✳

• ◆❛ ♣♦❞$1❛✇✐❡ ♣✐❡3✇$③②❝❤ ✇ ❧✐1❡3❛1✉3③❡ $②♠✉❧❛❝❥✐ ✇✐❞♠ 29
❙✐ ◆▼❘ ❞❧❛ ♣❡3✐♦❞②❝③♥②❝❤

♠♦❞❡❧✐ ➺❡❧✉ ❈✕❙✕❍ ✇②❦❛③❛➟❡♠✱ ➺❡ ✉✇♦❞♥✐♦♥❡ ❝❡♠❡♥1② ♣♦31❧❛♥❞③❦✐❡ ♠❛❥→ $13✉❦1✉3➛

❜❛3❞③✐❡❥ ♣3③②♣♦♠✐♥❛❥→❝→ 1♦❜❡3♠♦3②1 ✶✹➴ ♥✐➺ ❥❡♥♥✐1 ❬❍✶❪✳

• \♦❦❛③❛➟❡♠✱ ➺❡ ❛♥❛❧✐③❛ $❦➟❛❞♦✇②❝❤ 1❡♥$♦3❛ ♣3③❡$✉♥✐➛❝✐❛ ❝❤❡♠✐❝③♥❡❣♦ 29
❙✐ ◆▼❘ ✇ ➺❡❧✉

❈✕❙✕❍ ✉♠♦➺❧✐✇✐❛ ❥❡❞♥♦③♥❛❝③♥→ ✐❞❡♥1②✜❦❛❝❥➛ 1❡13❛❡❞35✇ ❦3③❡♠✐❛♥♦✇②❝❤ ♦ 35➺♥②♠

$1♦♣♥✐✉ ❦♦♥❞❡♥$❛❝❥✐✱ ♥❛✇❡1 ♣3③② ♥✐❡✇✐❡❧❦✐❝❤ 35➺♥✐❝❛❝❤ ✇ ✐③♦13♦♣♦✇②♠ ♣3③❡$✉♥✐➛❝✐✉

❝❤❡♠✐❝③♥②♠✱ ❝♦ ♠♦➺❡ ❜②➣ ✇②❦♦3③②$1❛♥❡ ✇ ♣3③②$③➟②❝❤ ❜❛❞❛♥✐❛❝❤ ❡❦$♣❡3②♠❡♥1❛❧♥②❝❤

❝❡♠❡♥15✇ ❬❍✷❪✳

• \♦1✇✐❡3❞③✐➟❡♠ ♥✐❡$1❛❜✐❧♥♦➧➣ 3❡❣✉❧❛3♥❡❥ $13✉❦1✉3② ②❡✬❡❧✐♠✐1✉ ③❡ ✇③❣❧➛❞✉ ♥❛ ♦❞❦$③1❛➟❝❡✲

♥✐❡ ❞♦ $13✉❦1✉3② 3♦♠❜♦✇❡❥ ❧✉❜ 1❡13❛❣♦♥❛❧♥❡❥✱ ♦3❛③ ③❛♣3♦♣♦♥♦✇❛➟❡♠ ❦♦❧❡❥♥→ ♠♦➺❧✐✇→

♦❞♠✐❛♥➛ ♣♦❧✐♠♦3✜❝③♥→ ②❡✬❡❧✐♠✐1✉ ❦3②$1❛❧✐③✉❥→❝→ ✇ ✉❦➟❛❞③✐❡ ❥❡❞♥♦$❦♦➧♥②♠✱ ❥❛❦ ❞♦1→❞

♥✐❡ ③❛♦❜$❡3✇♦✇❛♥→ ❡❦$♣❡3②♠❡♥1❛❧♥✐❡ ❬❍✸❪✳

• ❲②❥❛➧♥✐➟❡♠ ♦❜♥✐➺❡♥✐❡ ♠♦❞✉➟✉ ♦❜❥➛1♦➧❝✐♦✇❡❣♦ ❦❛1♦✐1✉ ❞♦♠✐❡$③❦♦✇❛♥❡❣♦ ❋❡ ❥❛❦♦ ✇②✲

♥✐❦ ③✇✐➛❦$③♦♥❡❥ ➧❝✐➧❧✐✇♦➧❝✐ ✇✐❡❧♦➧❝✐❛♥5✇ ❦♦♦3❞②♥❛❝②❥♥②❝❤ ❈❛✲❖✱ 3❡❦♦♠♣❡♥$✉❥→❝②

③ ♥❛✇✐→③❦❛ ✇③♠♦❝♥✐❡♥✐❡ $✐❡❝✐ ✇✐→③❛➠ ✇♦❞♦3♦✇②❝❤ ❬❍✹❪✳

• ❲ ♣✐❡3✇$③②❝❤ ✇ ❧✐1❡3❛1✉3③❡ ♣❡3✐♦❞②❝③♥②❝❤ ✐ ❦❧❛$13♦✇②❝❤ $1✉❞✐❛❝❤ ♥❛❞ ✉❧13❛♠❛3②♥❛✲

♠✐ ♣♦❦❛③❛➟❡♠✱ ➺❡ 3♦❞♥✐❦✐ ❙

•−

3 ♦❦❧✉❞♦✇❛♥❡ ✇ $→$✐❡❞♥✐❝❤ ❦♦♠♦3❛❝❤ $♦❞❛❧✐1♦✇②❝❤ ♥✐❡

♦❞❞③✐❛➟✉❥→ ③❡ $♦❜→ ✇②♠✐❡♥♥✐❡✱ ✐❝❤ ✇➟❛$♥♦➧❝✐ ❡❧❡❦13♦♥♦✇❡ ✐ $13✉❦1✉3❛❧♥❡ ✇ ♠❛➟②♠

$1♦♣♥✐✉ ③❛❧❡➺→ ♦❞ ♦❞③✐❛➟②✇❛♥✐❛ ③ $✐❡❝✐→✱ ♥❛1♦♠✐❛$1 35➺♥❡ ❧♦❦❛❧♥❡ ♦1♦❝③❡♥✐❛ 3♦❞♥✐❦5✇

❙

•−

3 ♠♦❣→ ✇♣➟②✇❛➣ ♥❛ ❞②♥❛♠✐❦➛ 3♦1❛❝❥✐ ♦❦❧✉❞♦✇❛♥②❝❤ ❥♦♥5✇✱ ❝♦ 1➟✉♠❛❝③② ♦❜$❡3✇❛❝❥❡

♣❛$♠ ❊\❘ ♦ ♦❞♠✐❡♥♥②♠ ✉➧3❡❞♥✐❡♥✐❛ $②❣♥❛➟✉✳

• ◆❛ ♣♦❞$1❛✇✐❡ ♣❡3✐♦❞②❝③♥❡❣♦ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥✐❛ ❈❛2❙✐❖4 ♣♦❦❛③❛➟❡♠✱ ➺❡ ♦❞♠✐❛♥② ♣♦❧✐♠♦3✲

✜❝③♥❡ ♦ ♥✐➺$③❡❥ $1❛❜❧✐♥♦➧❝✐ ❡♥❡3❣❡1②❝③♥❡❥ ✐ ✇✐➛❦$③❡❥ 3❡❛❦1②✇♥♦➧❝✐ ✇③❣❧➛❞❡♠ ✇♦❞② ✇②✲

❦❛③✉❥→ ❞✉➺❡ ♦❞$1➛♣$1✇❛ ♦❞ ♦❦❛1❡❞3②❝③♥❡❥ ❦♦♦3❞②♥❛❝❥✐ ❈❛✕❖ ✐ ③♠✐➛❦❝③❡♥✐❡ ❢♦♥♦♥5✇

❛❦✉$1②❝③♥②❝❤ ✇ ❦✐❡3✉♥❦✉ ♦❞♣♦✇✐❛❞❛❥→❝②♠ ✇③❣❧➛❞♥②♠ ♣3③❡$✉♥✐➛❝✐♦♠ ❥♦♥5✇ ❈❛

2+

✐ ❙✐❖

2−
4 ❬❍✻❪✳

• ❲②❦❛③❛➟❡♠✱ ♥❛ ♣♦❞$1❛✇✐❡ ♣✐❡3✇$③②❝❤ ✇ ❧✐1❡3❛1✉3③❡ ♣❡3✐♦❞②❝③♥②❝❤ ♦❜❧✐❝③❡➠ ❉❋❚ ❞❧❛

③❡♦❧✐1✉ 1②♣✉ ♠❛③③②1✉✱ ➺❡ ❞✇❛ ♦❜$❡3✇♦✇❛♥❡ ✇ $♣❡❦13♦$❦♦♣✐✐ ■❘ ♣❛$♠❛ ❣3✉♣ ❖❍ ✇

1②♠ ③❡♦❧✐❝✐❡ ♣♦❝❤♦❞③→ ♦❞ ❝❡♥135✇ ❦✇❛$♦✇②❝❤ ✉❧♦❦♦✇❛♥②❝❤ ✇ ♣♦3❛❝❤ ③❡♦❧✐1✉ ♦ 35➺♥②♠

3♦③♠✐❛3③❡ ❬❍✼❪✳

• ❉③✐➛❦✐ ♣✐❡3✇$③②♠ ✇ ❧✐1❡3❛1✉3③❡ ♣❡3✐♦❞②❝③♥②♠ ✐ ❦❧❛$13♦✇②♠ ♦❜❧✐❝③❡♥✐♦♠ ❉❋❚ ❞❧❛

♠♦❞❡❧✐ ❝③❡3✇♦♥②❝❤ ✉❧13❛♠❛3②♥ ♣♦1✇✐❡3❞③✐➟❡♠ ✐❞❡♥1②✜❦❛❝❥➛ ❝③❡3✇♦♥❡❣♦ ❝❤3♦♠♦❢♦3✉

✷✾



✇ !②❝❤ ✉❦➟❛❞❛❝❤ ❥❛❦♦ ♣➟❛-❦✐❡❥ ❝③→-!❡❝③❦✐ ❙4 ♦ -②♠❡!4✐✐ C2v✱ ♣♦❦❛③❛➟❡♠ ✇♣➟②✇ ♦!♦✲

❝③❡♥✐❛ ♥❛ ✭❞❡✮-!❛❜❧✐❧✐③❛❝❥➛ 4=➺♥②❝❤ ✐③♦♠❡4=✇ ❙4 ✐ ❙
•−

4 ✇ ❢❛③✐❡ -❦♦♥❞❡♥-♦✇❛♥❡❥✱ ❥❛❦ !❡➺

♣♦❞❛➟❡♠ ❝❤❛4❛❦!❡4②-!②❝③♥❡ ❝❡❝❤② ✇✐❞♠ ❯❱✲❱✐-✲◆■❘ ✐ ❊F❘ ❥♦♥=✇ ❙

•−

4 ✱ ❝♦ ♣♦✇✐♥♥♦

✉➟❛!✇✐➣ ❡❦-♣❡4②♠❡♥!❛❧♥→ ✇❡4②✜❦❛❝❥➛ ♦❜❡❝♥♦➧❝✐ !②❝❤ 4♦❞♥✐❦=✇ ❬❍✽❪✳

✸✵



✸ ■♥❢♦%♠❛❝❥❛ ♦ ✇②❦❛③②✇❛♥✐✉ 0✐➛ ✐02♦2♥→ ❛❦2②✇♥♦➧❝✐→ ♥❛✉❦♦✲

✇→ %❡❛❧✐③♦✇❛♥→ ✇ ✇✐➛❝❡❥ ♥✐➺ ❥❡❞♥❡❥ ✐♥02②2✉❝❥✐ ♥❛✉❦♦✇❡❥

❲ ❧❛#❛❝❤ ✷✵✶✵✕✷✵✶✸ ♣,③❡❜②✇❛➟❡♠ ♥❛ 5#❛➺✉ ♣♦❞♦❦#♦,5❦✐♠ ✇ ❉♦♥♦#$✐❛ ■♥$❡)♥❛$✐♦♥❛❧

+❤②#✐❝# ❈❡♥$❡)✱ ❣❞③✐❡ ✇ ❣,✉♣✐❡ ♣,♦❢✳ ❆♥❞,❡5❛ ❆②✉❡❧❛ ③❛❥♠♦✇❛➟❡♠ 5✐➛ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥✐❡♠

✇➟❛5♥♦➧❝✐ 5#,✉❦#✉,❛❧♥②❝❤ ✐ 5♣❡❦#,♦5❦♦♣♦✇②❝❤ ♠❛#❡,✐❛➟D✇ ❝❡♠❡♥#♦✇②❝❤✳ ❲5♣D➟♣,❛❝➛ #➛

❦♦♥#②♥✉✉❥❡♠② ❞♦ ❞③✐➧✱ ❛ ♣✐➛➣ ♣,❛❝ ❜➛❞→❝②❝❤ ❥❡❥ ❡❢❡❦#❡♠ ✇➟→❝③②➟❡♠ ❞♦ ❝②❦❧✉ ❜❛❞❛✇❝③❡✲

❣♦✳

❲ ♠♦✐♠ ♦❜❡❝♥②♠ ♠✐❡❥5❝✉ ③❛#,✉❞♥✐❡♥✐❛✱ ■♥#$②$✉❝✐❡ ❋✐③②❦✐ +❆◆ ✇5♣✐❡,❛♠ ✇②♥✐❦❛♠✐

♦❜❧✐❝③❡♥✐♦✇②♠✐ ♣,♦✇❛❞③♦♥❡ ✇ ❣,✉♣✐❡ ❙▲ ✶✳✷ ❜❛❞❛♥✐❛ ❡❦5♣❡,②♠❡♥#❛❧♥❡ ♥❛❞ ❦♦♠♣❧❡❦5❛♠✐

♠❡#❛❧✐ ♣,③❡❥➧❝✐♦✇②❝❤ ♦ ③♥❛❝③❡♥✐✉ ❜✐♦❧♦❣✐❝③♥②♠✿ ❜❛❞❛♥✐❛ #❡ 5→ ♣,♦✇❛❞③♦♥❡ ✇❡ ✇5♣D➟♣,❛❝②

③ ♣,♦❢✳ ▼❛,#→ ❙#,✉❣→ ③ ❲②❞③✐❛➟✉ ▼❡❞②❝②♥② ❲❛)#③❛✇#❦✐❡❣♦ ❯♥✐✇❡)#②$❡$✉ ▼❡✲

❞②❝③♥❡❣♦ ✭♥♦✇❡ 5✉❜5#❛♥❝❥❡ ❢❛,♠❛❦♦❧♦❣✐❝③♥❡✮✱ ♦,❛③ ♣,♦❢✳ ❲✐❡5➟❛✇→ ❋❡,❡♥❝ ③ ❲②❞③✐❛➟✉

❈❤❡♠✐✐ ❯♥✐✇❡)#②$❡$✉ ▼❛)✐✐ ❈✉)✐❡✲❙❦➟♦❞♦✇#❦✐❡❥ ✭❦♦♠♣❧❡❦5♦✇❛♥✐❛ ♠❡#❛❧✐ ♣,③❡③

❤❡,❜✐❝②❞②✮✳ ❩❛ ❥❡❞♥→ ③ #②❝❤ ♣,❛❝ ✇,❛③ ③ ♣♦③♦5#❛➟②♠✐ ✇5♣D➟❛✉#♦,❛♠✐ ♦#,③②♠❛➟❡♠ ♥❛❣,♦❞➛

❣,✉♣♦✇→ #,③❡❝✐❡❣♦ 5#♦♣♥✐❛ ,❡❦#♦,❛ ❲❛,5③❛✇5❦✐❡❣♦ ❯♥✐✇❡,5②#❡#✉ ▼❡❞②❝③♥❡❣♦✳

❲ ,❛♠❛❝❤ ✉❞③✐❛➟✉ ✇ ♣,♦❥❡❦❝✐❡ ❊❆❣▲❊ ♦❞❜②➟❡♠ ✇ ✷✵✶✺ ✇✐③②#➛ ❜❛❞❛✇❝③→ ✇ #②♥❝❤)♦✲

$)♦♥✐❡ ❆▲❇❆ ❣❞③✐❡ ❜②➟❡♠ ❥❡❞♥②♠ ③ ❞✇D❝❤ ♣,♦✇❛❞③→❝②❝❤ ✇❛,5③#❛#② ✒❲✐❡♥✷❦

✫ ❚✉,❜♦♠♦❧❡ ❲♦,❦5❤♦♣✧✿ ✇②❣➟♦5✐➟❡♠ ✹ ✇②❦➟❛❞② ✐ ✇5♣D➟♣,♦✇❛❞③✐➟❡♠ ✶✵ ❣♦❞③✐♥ ➣✇✐❝③❡➠

③ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥✐❛ ♠♦❧❡❦✉❧❛,♥❡❣♦✳ ❊❢❡❦#❡♠ ✇✐③②#② ❜②➟❛ ,D✇♥✐❡➺ ❦♦♥#②♥✉❛❝❥❛ ✇5♣D➟♣,❛❝② ③

♣,♦❢✳ ▼✐❣✉❡❧❡♠ ❆,❛♥❞→ ✭♥❛5③❛ ♣✐❡,✇5③❛ ✇5♣D❧♥❛ ♣,❛❝❛ ♣♦✇5#❛➟❛ ✇ #,❛❦❝✐❡ ♠♦❥❡❣♦ 5#❛✲

➺✉ ♣♦❞♦❦#♦,5❦✐❡❣♦✮ ✐ ♥❛✇✐→③❛♥✐❡ ✇5♣D➟♣,❛❝② ③ ♣,♦❢✳ ❊,✐❝✐❡♠ Y❡❧❧❡❣,✐♥❡♠✱ ❝♦ ③❛♦✇♦❝♦✇❛➟♦

❞✇✐❡♠❛ ♣✉❜❧✐❦❛❝❥❛♠✐✱ ③ ❦#D,②❝❤ ❥❡❞♥→ ✇➟→❝③②➟❡♠ ❞♦ ♦5✐→❣♥✐➛❝✐❛ ♥❛✉❦♦✇❡❣♦✳

❲5♣D➟♣,❛❝❛ ♥❛✉❦♦✇❛ ③ ♣,♦❢✳ ❊✇→ ❇,♦❝➟❛✇✐❦ ✭♣,♦♠♦#♦, ♠♦❥❡❥ ♣,❛❝② ❞♦❦#♦,5❦✐❡❥✮ ✐ ♣,♦❢✳

❏❡,③②♠ ❉❛#❦→ ③ ■♥#$②$✉$✉ ❑❛$❛❧✐③② ✐ ❋✐③②❦♦❝❤❡♠✐✐ +♦✇✐❡)③❝❤♥✐ +❆◆ ✐♠✳ ❏❡✲

)③❡❣♦ ❍❛❜❡)❛✱ ③❛♦✇♦❝♦✇❛➟❛ ❞✇✐❡♠❛ ♦,②❣✐♥❛❧♥②♠✐ ♣,❛❝❛♠✐✱ ③ ❦#D,②❝❤ ❥❡❞♥→ ✇➟→❝③②➟❡♠

❞♦ ♣,❡③❡♥#♦✇❛♥❡❣♦ ♦5✐→❣♥✐➛❝✐❛ ♥❛✉❦♦✇❡❣♦✱ ♦,❛③ ❛,#②❦✉➟❡♠ ♣,③❡❣❧→❞♦✇②♠✳ Y♦♥❛❞#♦ ❞✇✉✲

❦,♦#♥✐❡ ♣,❡③❡♥#♦✇❛➟❡♠ ✇②♥✐❦✐ ♥❛ ♦,❣❛♥✐③♦✇❛♥②❝❤ ♣,③❡③ ■♥5#②#✉# ❑❛#❛❧✐③② ✐ ❋✐③②❦♦❝❤❡♠✐✐

Y♦✇✐❡,③❝❤♥✐ Y❆◆ ❦♦♥❢❡,❡♥❝❥❛❝❤ ✭✷✵✶✽ ✐ ✷✵✶✾✮✱ ❛ ✇ ✷✵✶✼ ,♦❦✉ ✇②❣➟♦5✐➟❡♠ ✇②❦➟❛❞ ♥❛ 5❡♠✐✲

♥❛,✐✉♠ ✐♥5#②#✉#♦✇②♠ #❡❥ ❥❡❞♥♦5#❦✐✳

✸✶



✹ ■♥❢♦%♠❛❝❥❛ ♦ ♦*✐→❣♥✐➛❝✐❛❝❤ ❞②❞❛❦3②❝③♥②❝❤✱ ♦%❣❛♥✐③❛❝②❥♥②❝❤

♦%❛③ ♣♦♣✉❧❛%②③✉❥→❝②❝❤ ♥❛✉❦➛

❉③✐❛➟❛❧♥♦➧➣ ❞②❞❛❦-②❝③♥❛

✶✳ ✵✽✳✲✵✾✳✷✵✶✺❲'♣)➟♣✐❡❦✉♥ ❧❡1♥✐❝❤ ♣4❛❦1②❦ '1✉❞❡♥❝❦✐❝❤ ✇ ■♥'1②1✉❝✐❡ ❋✐③②❦✐ <❆◆✱ ❣4✉✲

♣❛ ❙▲✲✶✳✷✳ ❚❡♠❛1②❦❛ ♣4❛❦1②❦✿ ✏❈❤❛4❛❦1❡4②③❛❝❥❛ ❜✐♦❛❦1②✇♥②❝❤ ♠❛1❡4✐❛➟)✇ ♦4❣❛♥✐❝③✲

♥②❝❤ ✐ ♠❡1❛❧♦✲♦4❣❛♥✐❝③♥②❝❤ ③❛ ♣♦♠♦❝→ 1❡❝❤♥✐❦ '♣❡❦14♦'❦♦♣♦✇②❝❤ ✐ ♠♦❞❡❧♦✇❛♥✐❛ ♠♦✲

❧❡❦✉❧❛4♥❡❣♦✑✳

✷✳ ✶✻✲✷✵✳✶✶✳✷✵✶✺ ❲②❦➟❛❞♦✇❝❛ ✐ ♣4♦✇❛❞③→❝② ➣✇✐❝③❡♥✐❛ ✇ 4❛♠❛❝❤ ✇❛4'③1❛1✉ ✑❲✐❡♥✷❦ ✫

❚✉*❜♦♠♦❧❡ ❲♦*❦/❤♦♣✑✱ '②♥❝❤4♦14♦♥ ❆▲❇❆✱ ❇❛4❝❡❧♦♥❛✳

❲②❦➟❛❞②✿ ✭✐✮ ✏❊①♣❧♦4✐♥❣ <♦1❡♥1✐❛❧ ❊♥❡4❣② ❙✉4❢❛❝❡✧✱ ✭✐✐✮ ✏❍❛414❡❡✲❋♦❝❦ ♠❡1❤♦❞ ❛♥❞

❜❡②♦♥❞✑✱ ✭✐✐✐✮ ✏❈❤❡♠✐❝❛❧❧② ❜✐❛'❡❞ ✐♥14♦❞✉❝1✐♦♥ 1♦ ❉❡♥'✐1② ❋✉♥❝1✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦4②✑✱

✭✐✈✮ ✏■♥14♦❞✉❝1✐♦♥ 1♦ ❚✉4❜♦♠♦❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡✑❀

✶✵ ❣♦❞③✐♥ ❞②❞❛❦1②❝③♥②❝❤ ➣✇✐❝③❡➠ ❦♦♠♣✉1❡4♦✇②❝❤ ③ ♣4♦❣4❛♠❡♠ ❚✉4❜♦♠♦❧❡✳

✸✳ ✵✼✳✷✵✶✻ ❲'♣)➟♣✐❡❦✉♥ ❧❡1♥✐❝❤ ♣4❛❦1②❦ '1✉❞❡♥❝❦✐❝❤ ✇ ■♥'1②1✉❝✐❡ ❋✐③②❦✐ <❆◆✱ ❣4✉♣❛

❙▲✲✶✳✷✳ ❚❡♠❛1 ♣4❛❦1②❦✿ ✏❲✐❞♠❛ ❳<❙✱ ❯❱✲❱✐' ✐ ❋❚■❘ ❦✇❛'✉ ✹✲❜4♦♠♦❢❡♥♦❦'②♦❝1♦✇❡❣♦

✐ ❥❡❣♦ ❦♦♠♣❧❡❦'✉ ③ ♥✐❦❧❡♠✑✳

✹✳ ✵✶✳✷✵✶✾ ❯❞③✐❛➟ ✇ ♣4♦✇❛❞③❡♥✐✉ ✇❛4'③1❛1)✇ ❞❧❛ ✉③❞♦❧♥✐♦♥❡❥ ♠➟♦❞③✐❡➺② '③❦)➟ ➧4❡❞♥✐❝❤

✇ ■♥'1②1✉❝✐❡ ❋✐③②❦✐ <❆◆✱ ❣4✉♣❛ ❙▲✲✶✳✷✳❚❡♠❛1 ③❛❥➛➣✿ ✏❙②♥1❡③❛ ❜✐♦❛❦1②✇♥②❝❤ ❦♦♠✲

♣❧❡❦')✇ ♠❡1❛❧✐ ✐ ✐❝❤ ❝❤❛4❛❦1❡4②③❛❝❥❛ ③❛ ♣♦♠♦❝→ '♣❡❦14♦'❦♦♣✐✐ ■❘✑

❉③✐❛➟❛❧♥♦➧➣ ♦5❣❛♥✐③❛❝②❥♥❛

❈③➟♦♥❡❦ ❦♦♠✐1❡1✉ ♦4❣❛♥✐③❛❝②❥♥❡❣♦ ✇❛4'③1❛1✉ ✏❲♦*❦/❤♦♣ ♦♥ ▼♦❧❡❝✉❧❛* ❙✐♠✉❧❛7✐♦♥

❛♥❞ ❉*✉❣ ❉❡/✐❣♥✑✱ ✵✽✲✶✶✳✵✾✳✷✵✶✺✱ ■♥'1②1✉1 ❋✐③②❦✐ <❆◆✱ ❲❛4'③❛✇❛ ✭✇ 4❛♠❛❝❤ ♣4♦✲

❥❡❦1✉ ❊❆❣▲❊✮✳

✸✷
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