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♠❡,❤♦❞+✳
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◆❛♠❡ ❛♥❞ ❙✉(♥❛♠❡

 ❛✇❡➟ ❘❡❥♠❛❦

❊❞✉❝❛+✐♦♥

✷✵✵✽ ❉♦❝,♦-❛❧ ❞❡❣-❡❡ ✐♥ ❝❤❡♠✐4,-② ✭✇✐,❤ ❤♦♥♦-4✮✳

❚❤❡4✐4 ,✐,❧❡✿ ✏■♥✈❡%&✐❣❛&✐♦♥ ♦❢ ❈✉✭■✮ ❙✐&❡% ✐♥ ❋❆❯ ❛♥❞ ▼❋■ ❩❡♦❧✐&❡% ❛♥❞

&❤❡✐9 ■♥&❡9❛❝&✐♦♥% ✇✐&❤ ❙♠❛❧❧ ▼♦❧❡❝✉❧❡%✿ ◗✉❛♥&✉♠ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❍②❜9✐❞

◗▼✴▼▼ ❙&✉❞✐❡%✑✱ 4✉♣❡-✈✐4♦-✿ ♣-♦❢✳ ❊✇❛ ❇-♦❝➟❛✇✐❦✳

✷✵✵✸✕✷✵✵✽  ❤❉ 4,✉❞✐❡4 ❛, ■♥4,✐,✉,❡ ♦❢ ❈❛,❛❧②4✐4 ❛♥❞ ❙✉-❢❛❝❡ ❈❤❡♠✐4,-②  ❆❙✱ ❑-❛❦L✇✱

 ♦❧❛♥❞✳

✷✵✵✸ ●-❛❞✉❛,❡❞ ✐♥ ❝❤❡♠✐4,-②✱ ❉❡♣❛-,♠❡♥, ♦❢ ❚❤❡♦-❡,✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐4,-②✱ 4✉♣❡-✈✐4♦-✿

♣-♦❢✳ ❑-③②4③,♦❢ ❲♦❧✐➠4❦✐✳

✶✾✾✽✲✷✵✵✸ ●-❛❞✉❛,❡ 4,✉❞✐❡4 ❛, ❋❛❝✉❧,② ♦❢ ❈❤❡♠✐4,-②✱ ▼❛-✐❛ ❈✉-✐❡✲❙❦➟♦❞♦✇4❦❛ ❯♥✐✲

✈❡-4✐,②✱ ▲✉❜❧✐♥✱  ♦❧❛♥❞✱ ❝❤❡♠✐4,-② ❞❡❣-❡❡ ❝♦✉-4❡✳

❊♠♣❧♦②♠❡♥+ ❤✐2+♦(②

✶✶✳✷✵✶✻✕✉♥,✐❧ ♥♦✇ ❆44✐4,❛♥, ♣-♦❢❡44♦- ❛, ■♥4,✐,✉,❡ ♦❢  ❤②4✐❝4  ❆❙✱ ▲❛❜♦-❛,♦-② ♦❢ ❳✲❘❛② ❛♥❞

❊❧❡❝,-♦♥ ▼✐❝-♦4❝♦♣② ❘❡4❡❛-❝❤✱ ●-♦✉♣ ♦❢ ❳✲-❛② ❙♣❡❝,-♦4❝♦♣② ❛♥❞ ▼✐❝-♦✲

❛♥❛❧②4✐4 ✭❙▲✲✶✳✷✮✳

✶✶✳✷✵✶✸✕✵✾✳✷✵✶✻ ❆44✐4,❛♥, ♣-♦❢❡44♦- ❛, ■♥4,✐,✉,❡ ♦❢  ❤②4✐❝4  ❆❙✱ ▲❛❜♦-❛,♦-② ♦❢ ❳✲❘❛② ❛♥❞

❊❧❡❝,-♦♥ ▼✐❝-♦4❝♦♣② ❘❡4❡❛-❝❤✱ ●-♦✉♣ ♦❢ ❳✲-❛② ❙♣❡❝,-♦4❝♦♣② ❛♥❞ ▼✐❝-♦✲

❛♥❛❧②4✐4 ✭❙▲✲✶✳✷✮✱ ❡♠♣❧♦②♠❡♥, ✇✐,❤✐♥ ❊❆❣▲❊ ♣-♦❥❡❝,✳

✵✻✳✷✵✶✵✕✶✵✳✷✵✶✸  ♦4,❞♦❝ ♣♦4✐,✐♦♥ ✐♥ ❉♦♥♦4,✐❛ ■♥,❡-♥❛,✐♦♥❛❧  ❤②4✐❝4 ❈❡♥,❡-✱ ❉♦♥♦4,✐❛✲❙❛♥

❙❡❜❛4,✐[♥✱ ❍✐4③♣❛♥✐❛✳

✷✵✵✾✕✷✵✶✵ ❚❡❝❤♥✐❝✐❛♥ ❛, ■♥4,✐,✉,❡ ♦❢ ❈❛,❛❧②4✐4 ❛♥❞ ❙✉-❢❛❝❡ ❈❤❡♠✐4,-②  ❆❙ ✭4✐♥❝❡

✵✻✳✷✵✶✵ ♦♥ ✉♥♣❛✐❞ ❧❡❛✈❡✱ ❞✉❡ ,♦ ❞❡♣❛-,✉-❡ ,♦ ♣♦4,❞♦❝ ♣♦4✐,✐♦♥✮✳

❇✐❜❧✐♦♠❡+(✐❝2

❘❡❛4❡-❝❤❡-■❉ ❙✲✺✽✸✼✲✷✵✶✻

❖❘❈■❉ ✵✵✵✵✲✵✵✵✷✲✵✺✸✺✲✷✶✵✼

❚❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛,✐♦♥4 ✐♥❞❡①❡❞ ✐♥ ❲❡❜ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✽

❈✐,❛,✐♦♥4 ✹✸✼ ✭✹✵✼ ✇✐,❤♦✉, 4❡❧❢✲❝✐,❛,✐♦♥4✮

❍✐-4❝❤ ■♥❞❡① ✶✶

❆❧❧ ❜✐❜❧✐♦♠❡,-✐❝4 ❛❝❝♦-❞✐♥❣ ,♦ ❲❡❜ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ♣♦-,❛❧✱ ,❤❡ 4,❛,✉4 ❛, ✸✵✳✵✽✳✷✵✷✷✳

✶
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❡❧❛✱ ❈✳ ❋;♦♥,❡;❛✱ ▼✳ ❆✳ ●✳ ❆;❛♥❞❛✱ ✏❙,;✉❝,✉;❡✱ ❆,♦♠✐?,✐❝ ❙✐♠✉❧❛,✐♦♥?✱ ❛♥❞ V❤❛?❡

❚;❛♥?✐,✐♦♥ ♦❢ ❙,♦✐❝❤✐♦♠❡,;✐❝ ❨❡❡❧✐♠✐,❡✑✱ ❈❤❡♠✐+1#② ♦❢ ▼❛1❡#✐❛❧+ ✷✵✶✸✱ ✷✺✱ ✶✻✽✵✕

✶✻✽✼✳

■❋2021 ❂ ✶✵✳✺✵✽✱ ❝✐,❛,✐♦♥? ❂ ✶✵✵✳

❬❍✹❪ ❆✳ ❈✉❡?,❛✱ "✳ ❘❡❥♠❛❦✱ ❆✳ ❆②✉❡❧❛✱ ❆✳ ●✳ ❉❡ ❧❛ ❚♦;;❡✱ ■✳ ❙❛♥,❛❝;✉③✱ ▲✳ ❋✳ ❈❛;;❛?❝♦✱

❈✳ V♦♣❡?❝✉✱ ▼✳ ❆✳ ●✳ ❆;❛♥❞❛✱ ✏❊①♣❡;✐♠❡♥,❛❧ ❛♥❞ ,❤❡♦;❡,✐❝❛❧ ❤✐❣❤ ♣;❡??✉;❡ ?,✉❞②

♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠ ❤②❞;♦①②❛❧✉♠✐♥❛,❡ ♣❤❛?❡?✑✱ ❈❡♠❡♥1 ❛♥❞ ❈♦♥❝#❡1❡ ❘❡+❡❛#❝❤ ✷✵✶✼✱ ✾✼✱

✶✕✶✵✳

■❋2021 ❂ ✶✶✳✾✺✽✱ ❝✐,❛,✐♦♥? ❂ ✽✳

❬❍✺❪ "✳ ❘❡❥♠❛❦✱ ✏❙,;✉❝,✉;❛❧✱ ❖♣,✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ▼❛❣♥❡,✐❝ V;♦♣❡;,✐❡? ♦❢ ❯❧,;❛♠❛;✐♥❡ V✐❣✲

♠❡♥,?✿ ❆ ❉❋❚ ■♥?✐❣❤,✑✱ ❚❤❡ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ (❤②+✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐+1#② ❈ ✷✵✶✽✱ ✶✷✷✱ ✷✾✸✸✽✕

✷✾✸✹✾✳

■❋2021 ❂ ✹✳✶✼✼✱ ❝✐,❛,✐♦♥? ❂ ✻✱ ❝♦;;❡?♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉,❤♦;✳

❬❍✻❪ "✳ ❘❡❥♠❛❦✱ ❏✳ ❙✳ ❉♦❧❛❞♦✱ ▼✳ ❆✳ ●✳ ❆;❛♥❞❛✱ ❆✳ ❆②✉❡❧❛✱ ✏❋✐;?,✲V;✐♥❝✐♣❧❡? ❈❛❧❝✉❧❛✲

,✐♦♥? ♦♥ V♦❧②♠♦;♣❤? ♦❢ ❉✐❝❛❧❝✐✉♠ ❙✐❧✐❝❛,❡ ✖ ❇❡❧✐,❡✱ ❛ ▼❛✐♥ ❈♦♠♣♦♥❡♥, ♦❢ V♦;,❧❛♥❞

❈❡♠❡♥,✑✱ ❚❤❡ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ (❤②+✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐+1#② ❈ ✷✵✶✾✱ ✶✷✸✱ ✻✼✻✽✕✻✼✼✼✳

■❋2021 ❂ ✹✳✶✼✼✱ ❝✐,❛,✐♦♥? ❂ ✾✳

❬❍✼❪ "✳ ❘❡❥♠❛❦✱ ❏✳ ❉❛,❦❛✱ ❊✳ ❇;♦❝❧❛✇✐❦✱ ✏■❞❡♥,✐,② ♦❢ ,✇♦ ,②♣❡? ♦❢ ?,;♦♥❣ ❇;a♥?,❡❞

❛❝✐❞ ?✐,❡? ✐♥ ♠❛③③✐,❡ ;❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ❈❖ ♣;♦❜❡✿ ■❘ ?,✉❞② ❛♥❞ ♣❡;✐♦❞✐❝ ❉❋❚ ♠♦❞❡❧✐♥❣✑✱

■♥1❡#♥❛1✐♦♥❛❧ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ◗✉❛♥1✉♠ ❈❤❡♠✐+1#② ✷✵✶✾✱ ✶✶✾✱ ❡✷✺✽✼✸✳

■❋2021 ❂ ✷✳✹✸✼✱ ❝✐,❛,✐♦♥? ❂ ✷✳

❬❍✽❪ "✳ ❘❡❥♠❛❦✱ ✏❈♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧ ;❡✜♥❡♠❡♥, ♦❢ ,❤❡ ♣✉③③❧✐♥❣ ;❡❞ ,❡,;❛?✉❧❢✉; ❝❤;♦♠♦✲

♣❤♦;❡ ✐♥ ✉❧,;❛♠❛;✐♥❡ ♣✐❣♠❡♥,?✑✱ (❤②+✐❝❛❧ ❈❤❡♠✐+1#② ❈❤❡♠✐❝❛❧ (❤②+✐❝+ ✷✵✷✵✱ ✷✷✱

✷✷✻✽✹✕✷✷✻✾✽✳

■❋2021 ❂ ✸✳✾✹✺✱ ❝✐,❛,✐♦♥? ❂ ✸✱ ❝♦;;❡?♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉,❤♦;✳

✷



✷✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❙✐❧✐❝❛%❡'✱ ❛❧✉♠✐♥❛%❡'✱ ❛♥❞ ❛❧✉♠✐♥♦'✐❧✐❝❛%❡'✱ ♥❛♠❡❧② '❛❧%' ❝♦♥%❛✐♥✐♥❣ ♦①♦❛♥✐♦♥' ♦❢ '✐❧✐❝♦♥

❛♥❞✴♦3 ❛❧✉♠✐♥✉♠✱ ❝♦♥'%✐%✉%❡ ❛♥ ✉♥✉'✉❛❧❧② 3✐❝❤ ❛♥❞ ❤❡%❡3♦❣❡♥❡♦✉' ❣3♦✉♣ ♦❢ ✐♥♦3❣❛♥✐❝ '♦❧✐❞'✳

❚❤❡② ❛3❡ %❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❣3❡❞✐❡♥% ♦❢ %❤❡ ❝3✉'% ♦❢ ❊❛3%❤ ❛♥❞ ♦%❤❡3 3♦❝❦② ♣❧❛♥❡%'✱ ❛' ✇❡❧❧ ❛' %❤❡②

❛3❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛''✐✈❡ '❝❛❧❡ ❛' ❝❡3❛♠✐❝'✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♠❛%❡3✐❛❧'✱ ❛❞'♦3❜❡♥%'✱ ❝❛%❛❧②'%'✱

♦3 ♣✐❣♠❡♥%'✳ ❙✐❧✐❝♦♥ ❛%♦♠ ♣3❡❢❡3❛❜❧② ❜✐♥❞' %♦ ❢♦✉3 ❖ ❛%♦♠'✱ %❤❡ ♣♦'✐%✐♦♥' ♦❢ %❤❡ ❧❛%%❡3

❞❡%❡3♠✐♥❡ %❤❡ ❝♦3♥❡3' ♦❢ ❝♦♦3❞✐♥❛%✐♦♥ %❡%3❛❤❡❞3♦♥✳ ❉✉❡ %♦ '✐♠✐❧❛3 ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣3♦♣❡3%✐❡'✱

❆❧ ❛%♦♠' ❢3❡@✉❡♥%❧② '✉❜'%✐%✉%❡ ❙✐ ♣♦'✐%✐♦♥' ✐♥ %❤❡'❡ ♣♦❧②❤❡❞3❛ ✇✐%❤✐♥ %❤❡ ✇✐❞❡ 3❛♥❣❡ ♦❢

'%♦✐❝❤✐♦♠❡%3②✳ ❚❤❡ ❝3②'%❛❧❧♦❣3❛♣❤✐❝ '%3✉❝%✉3❡' ♦❢ ❛❧✉♠✐♥♦'✐❧✐❝❛%❡ ❢3❛♠❡✇♦3❦' ❜✉✐❧% ♦❢ ✭❙✐❖4✮

❛♥❞ ✭❆❧❖4✮ ✉♥✐%' ❛3❡ ✉'✉❛❧❧② '♦❧✈❡❞ ❛''✉♠✐♥❣ %❤❡ ♣3❡'❡♥❝❡ ♦❢ ❣❡♥❡3❛❧✐③❡❞ %❡%3❛❤❡❞3❛❧❧②

❝♦♦3❞✐♥❛%❡❞ ❛%♦♠'✱ 3❡❢❡33❡❞ %♦ ❛' ❵❚ ❛%♦♠'✬✱ ✇❤❡3❡❛' %❤❡ ❡①❛❝% ❞✐'%3✐❜✉%✐♦♥ ♦❢ ❙✐ ❛♥❞ ❆❧

❛%♦♠' %❤3♦✉❣❤♦✉% %❤❡ ❝3②'%❛❧❧♦❣3❛♣❤✐❝ ♣♦'✐%✐♦♥' ♦❢ ❚ ❛%♦♠' 3❡♠❛✐♥' ✉♥❦♥♦✇♥✳ ▼♦3❡♦✈❡3✱

❆❧ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%② %♦ ❖ ✇✐❧❧✐♥❣❧② ❛❞♦♣%' ♦❝%❛❤❡❞3❛❧ ❝♦♦3❞✐♥❛%✐♦♥✱ ♦♥❧② ❡①❝❡♣%✐♦♥❛❧❧② ❢♦✉♥❞

❢♦3 ❙✐✳

✶

▼❛♥② ❛❧✉♠✐♥♦'✐❧✐❝❛%❡' ❛3❡ ♦♥❧② ♣❛3%✐❛❧❧② ♦3❞❡3❡❞ '②'%❡♠'✱ ❤❡♥❝❡ %❤❡ ♣♦''✐❜✐❧✐%✐❡' %♦ ❝❤❛✲

3❛❝%❡3✐③❡ %❤❡♠ '%3✉❝%✉3❛❧❧② ✇✐%❤ ❞✐✛3❛❝%✐♦♥ ♠❡%❤♦❞' ❛3❡ ❧✐♠✐%❡❞✳ ❋♦3 ✐♥'%❛♥❝❡✱ %❤❡ ✐♥✈♦❦❡❞

✐''✉❡ ♦❢ ❞❡%❡3♠✐♥✐♥❣ ❙✐ ❛♥❞ ❆❧ ❛%♦♠' ❞✐'%3✐❜✉%✐♦♥ ❛♠♦♥❣ %❤❡ ❢3❛♠❡✇♦3❦ ❚ ♣♦'✐%✐♦♥'✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ '✉❜'%❛♥%✐❛❧ ❡✳❣✳ ❢♦3 %❤❡ ❝❛%❛❧②%✐❝ ♣3♦♣❡3%✐❡' ♦❢ ❛❧✉♠✐♥♦'✐❧✐❝❛%❡'✳ ❚❤❡ '✉❜'%✐%✉%✐♦♥ ♦❢

❙✐

4+
❜② ❆❧

3+
✐♥ %❤❡ '%❛3%✐♥❣ '✐❧✐❝❛%❡ ❧❛%%✐❝❡ ❞❡♠❛♥❞' %❤❡ ❝❤❛3❣❡ ❝♦♠♣❡♥'❛%✐♦♥ ❜② ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧

❝❛%✐♦♥' ✭♠❡%❛❧❧✐❝ ♦3 ❍

+
✮ ✐♥ ❛❞❞✐%✐♦♥ %♦ ❚❖x ❢3❛♠❡✇♦3❦✳ ❚❤❡'❡ ❡①%3❛❢3❛♠❡✇♦3❦ ❝❛%✐♦♥' ✐♥

❛❧✉♠✐♥♦'✐❧✐❝❛%❡' ❛3❡ ❢3❡@✉❡♥%❧② %♦♦ ♣♦♦3❧② ♦3❞❡3❡❞ ♦3 ❤❛✈❡ ❛ %♦♦ ❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥%3❛%✐♦♥ ✭❛% ❧♦✇

❆❧ ❧♦❛❞✐♥❣'✮ %♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝❧❡❛3 ❞✐✛3❛❝%✐♦♥ ♣❛%%❡3♥✳ ❆❧'♦✱ %❤❡ ❣❡♦♠❡%3✐❡' ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡'✱ ❛❞'♦3❜❡❞

♦3 ♦❝❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♣♦3♦✉' ❛❧✉♠✐♥♦'✐❧✐❝❛%❡'✱ ❛3❡ ✉'✉❛❧❧② ♥♦% ✇❡❧❧ 3❡'♦❧✈❡❞ ❜② ❝3②'%❛❧❧♦❣3❛♣❤✐❝

♠❡%❤♦❞'✱ ❞✉❡ %♦ ❛♥ ❛♣❡3✐♦❞✐❝ ❛33❛♥❣❡♠❡♥% ❛♥❞ ♠♦❜✐❧✐%② ♦❢ %❤❡ ❛❢♦3❡♠❡♥%✐♦♥❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡'✱

▲❛'% ❜✉% ♥♦% ❧❡❛'%✱ ❝❡3%❛✐♥ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧✉♠✐♥♦'✐❧✐❝❛%❡'✱ ❧✐❦❡ ❣❧❛''❡' ❛♥❞ ❤②❞3❛%❡❞

❝❡♠❡♥%'✱ ❛3❡ ❛♠♦3♣❤♦✉' '♦❧✐❞'✳ ❚❤❡ '♣❡❝%3♦'❝♦♣✐❝ ♠❡%❤♦❞' ❛3❡ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ '♦✉3❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦3✲

♠❛%✐♦♥ ♦♥ ❞✐'♦3❞❡3❡❞ ♠❛%❡3✐❛❧'✱ ❤♦✇❡✈❡3✱ ❞❛%❛ ♦❜%❛✐♥❡❞ ✐♥ %❤✐' ✇❛② ❛3❡ ♦❢%❡♥ ❛♠❜✐❣♦✉'✱

❛♥❞ %❤❡✐3 ✐♥%❡3♣3❡%❛%✐♦♥ 3❡♣♦3%❡❞ ✐♥ %❤❡ ❧✐%❡3❛%✉3❡ ✐' ❢3❡@✉❡♥%❧② ❛3❜✐%3❛3②✳

■♥ ❛ ✈✐❡✇ ♦❢ ❞❡'❝3✐❜❡❞ ❞✐✣❝✉❧%✐❡'✱ %❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ ♠❡%❤♦❞' ♦❢ %❤❡♦3❡%✐❝❛❧ ❝❤❡♠✐✲

'%3② ❛♥❞ '♦❧✐❞ '%❛%❡ ♣❤②'✐❝'✱ ❡'♣❡❝✐❛❧❧② %❤❡'❡ %3❡❛%✐♥❣ ❡❧❡❝%3♦♥✐❝ '%3✉❝%✉3❡ ❡①♣❧✐❝✐%❧②✱ ♦✛❡3

%❤❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ '✉♣♣♦3% ❢♦3 %❤❡ ❡①♣❡3✐♠❡♥%❛❧ '%✉❞✐❡' ♦♥ ❛❧✉♠✐♥♦'✐❧✐❝❛%❡'✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧

♠❡%❤♦❞' ❛❧❧♦✇ ❞❡%❡3♠✐♥✐♥❣ ❡@✉✐❧✐❜3✐✉♠ ❣❡♦♠❡%3✐❡'✱ ✈✐❜3❛%✐♦♥❛❧ ❢3❡@✉❡♥❝✐❡'✱ ❡❧❛'%✐❝ ♣3♦♣❡3✲

%✐❡'✱ ❡❧❡❝%3♦♥✐❝ '%3✉❝%✉3❡ ❛♥❞ '%❡♠♠✐♥❣ ❢3♦♠ %❤❡ ❧❛%%❡3 '♣❡❝%3♦'❝♦♣✐❝ ♣3♦♣❡3%✐❡' ✭❡✳❣✳ ♥✉❝❧❡✲

❛3 ♠❛❣♥❡%✐❝ '❤✐❡❧❞✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ ❛♣♣3♦❛❝❤❡' ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❧✐♠✐%❛%✐♦♥'✱ ♦3✐❣✐♥❛%✐♥❣

❢3♦♠ ❜♦%❤ %❤❡ ❛♣♣3♦①✐♠❛%❡❞ '♦❧✉%✐♦♥' ♦❢ ❡❧❡❝%3♦♥✐❝ '%3✉❝%✉3❡✱ ❛♥❞ %❤❡ '✐♠♣❧✐✜❝❛%✐♦♥' ♦❢

%❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ '%3✉❝%✉3❛❧ ♠♦❞❡❧' ♦❢ ❛❧✉♠✐♥♦'✐❧✐❝❛%❡'✱ ♥❡✈❡3%❤❡❧❡'' %❤❡② ♦❢%❡♥ ❛❧❧♦✇ ✐♥%❡3♣3❡%✐♥❣

%❤❡ ❡①♣❡3✐♠❡♥%❛❧ ❞❛%❛ 3❡❛'♦♥❛❜❧②✱ ❛' ✇❡❧❧ ❛' ♦❜%❛✐♥✐♥❣ %❤❡ ✐♥❢♦3♠❛%✐♦♥ ♥♦% ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✐3❡❝%❧②

♦3 ✐♥ ❛ '✐♠♣❧❡ ✇❛② ❢3♦♠ ❛♥ ❡①♣❡3✐♠❡♥%✳

❚❤❡ '❝✐❡♥%✐✜❝ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥% ♦❢ ♠✐♥❡✱ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣♦3%❛♥% ❝♦♥%3✐❜✉%✐♦♥ %♦ %❤❡ '❝✐❡♥❝❡ ♦❢

♠❛%❡3✐❛❧' ❜❛'❡❞ ♦♥ ❙✐✕❖ ❛♥❞ ❆❧✕❖ ❜♦♥❞'✱ ✐' %❤❡ ❞❡%❡3♠✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ '%3✉❝%✉3❛❧ ❛♥❞ '♣❡❝%3♦✲

'❝♦♣✐❝ ♣3♦♣❡3%✐❡' ♦❢ '❡❧❡❝%❡❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛%❡3✐❛❧' ❜❛'❡❞ ♦♥ ❙✐✕❖ ❛♥❞ ❆❧✕❖ ❧✐♥❦❛❣❡'✱ ♥❛♠❡❧②

❝❡♠❡♥%'✱ ❝❛%❛❧②%✐❝ ③❡♦❧✐%❡'✱ ❛♥❞ ✉❧%3❛♠❛3✐♥❡ ♣✐❣♠❡♥%'✱ ✇✐%❤ ❛%♦♠✐'%✐❝ '✐♠✉❧❛%✐♦♥'✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥

3❡'❡❛3❝❤ ♠❡%❤♦❞ ✇❛' ♣❡3✐♦❞✐❝ '✐♠✉❧❛%✐♦♥' ❡♠♣❧♦②✐♥❣ %❤❡ ❉❡♥'✐%② ❋✉♥❝%✐♦♥❛❧ ❚❤❡♦3② ✭❉❋❚✮

❧❡✈❡❧ ✇✐%❤ ❣3❛❞✐❡♥% ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦33❡❧❛%✐♦♥ ❢✉♥❝%✐♦♥❛❧✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣3♦❛❝❤ ✐' ❝✉33❡♥%❧② ♦♥❡

♦❢ %❤❡ ♠♦'% ♣♦♣✉❧❛3 ♠❡%❤♦❞' ♦❢ ❞❡%❡3♠✐♥✐♥❣ %❤❡ ❡❧❡❝%3♦♥✐❝ '%3✉❝%✉3❡ ✐♥ '♦❧✐❞ '%❛%❡ ♣❤②'✐❝'

❛♥❞ ❝❤❡♠✐'%3②✱ ❝♦♠♣3♦♠✐'✐♥❣ %❤❡ @✉❛❧✐%② ♦❢ 3❡'✉❧%' ❛♥❞ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ ❝♦'%✳ ■♥ '♦♠❡ ❝❛'❡'✱

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ %❤❡ ❛❞♦♣%❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ '❝✐❡♥%✐✜❝ ♣3♦❜❧❡♠✱ ■ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❧'♦ ♠♦3❡ ❛♣♣3♦①✐♠❛✲

✶

❙✐❖6 ♦❝%❛❤❡❞*❛ ❛*❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ .%✐.❤♦✈✐%❡✱ ♦♥❡ ♦❢ ❙✐❖2 ♣♦❧②♠♦*♣❤.✱ ❛♥❞ ✐♥ %❤❛✉♠❛.✐%❡ ❈❛3❙✐✭❖❍✮6✭❈❖3✮

✭❙❖4✮·✶✷❍2❖✳

✸



 ❡❞ ♦$ ♠♦$❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠❡ ❤♦❞+✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱  ♦ ♦♣ ✐♠✐③❡ ♠♦❞❡❧+ ♦❢ ❝❡♠❡♥ + ✇✐ ❤ ❧❛$❣❡ ✉♥✐ 

❝❡❧❧+ ■ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♣♣$♦①✐♠❛ ❡❞ ♠❡ ❤♦❞+ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛$ ♠❡❝❤❛♥✐❝+ ✭▼▼✮✱ ✇❤❡$❡❛+ ❢♦$ ❞❡ ❡$♠✐✲

♥❛ ✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝ $♦♥✐❝ ❡①❝✐ ❛ ✐♦♥ ❡♥❡$❣✐❡+ ✐♥ ❝❧✉+ ❡$ ♠♦❞❡❧+ ❤♦+ ✐♥❣ ♣♦❧②+✉❧❢✉$ ❝❤$♦♠♦♣❤♦$❡+

■ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛ ✐♦♥+ ✇✐ ❤ ❤②❜$✐❞ ❢✉♥❝ ✐♦♥❛❧+✳

■ + ❛$ ❡❞  ❤❡ ❞✐+❝✉++❡❞ ✐♥✈❡+ ✐❣❛ ✐♦♥+✱ ✇❤✐❝❤ $❡+✉❧ + ❝♦♥ $✐❜✉ ❡  ♦  ❤❡ +❝✐❡♥ ✐✜❝ ❛❝❤✐❡✲

✈❡♠❡♥ ✱ ❞✉$✐♥❣ ♠② ♣♦+ ❞♦❝ ♦$❛❧ ❢❡❧❧♦✇+❤✐♣ ✐♥ ❉♦♥♦+ ✐❛ ■♥ ❡$♥❛ ✐♦♥❛❧ B❤②+✐❝+ ❈❡♥ ❡$ ✐♥

❉♦♥♦+ ✐❛✕❙❛♥ ❙❡❜❛+ ✐F♥✱ ❙♣❛✐♥✱ ✐♥  ❤❡ ❝♦✉$+❡ ♦❢ ✷✵✶✵✲✷✵✶✸✱ ✇❤❡$❡ ■ ♣❡$❢♦$♠❡❞ +✐♠✉❧❛ ✐♦♥+

♦❢ ♥✉❝❧❡❛$ ♠❛❣♥❡ ✐❝ $❡+♦♥❛♥❝❡ ✭◆▼❘✮ +♣❡❝ $❛ ❢♦$ ✈❛$✐♦✉+ ♠♦❞❡❧+ ♦❢ ❤②❞$❛ ❡❞ ❝❡♠❡♥ +

❬❍✶✱ ❍✷❪✱ ❛+ ✇❡❧❧ ❛+ ✐♥✈❡+ ✐❣❛ ❡❞ + $✉❝ ✉$❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣$❡++✐❜✐❧✐ ② ♦❢ ❝$②+ ❛❧❧✐♥❡ ❛❧✉♠✐♥❛ ❡+

❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ + ♦❢ ❤✐❣❤ ❛❧✉♠✐♥❛ ❝❡♠❡♥ + ❬❍✸❪✳ ❆❢ ❡$ ❛ ❢❡✇ ②❡❛$+ ❜$❡❛❦ ❢$♦♠  ❤✐+ $❡+❡✲

❛$❝❤ ✜❡❧❞✱ ❞✉❡  ♦ ✉♥❞❡$ ❛❦✐♥❣ ♥❡✇ $❡+❡❛$❝❤ ❛❝ ✐✈✐ ✐❡+ ✭❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛ ✐♦♥+ ❢♦$  ❤❡ ❜✐♦❛❝ ✐✈❡

❈✉✭■■✮ ❝♦♠♣❧❡①❡+✮ ✇✐ ❤✐♥  ❤❡ ❊❆❣▲❊ ♣$♦❥❡❝ ✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥ ❡❞ ✐♥  ❤❡ ■♥+ ✐ ✉ ❡ ♦❢ B❤②+✐❝+

B❆❙✱ ■ $❡✈❡$ ❡❞  ♦ ❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥❛❧ + ✉❞✐❡+ ♦♥ ❝❡♠❡♥ + ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦$❛ ✐♦♥ ✇✐ ❤  ❤❡♦$❡ ✐❝❛❧ ❛♥❞

❡①♣❡$✐♠❡♥ ❛❧ ❣$♦✉♣+ ❢$♦♠ ❙♣❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ $❡+✉❧ ❡❞ ✐♥  ✇♦ ♣✉❜❧✐+❤❡❞ ♣❛♣❡$+✱  ❤❡ ✜$+ ❞❡❛❧✐♥❣

❛❣❛✐♥ ✇✐ ❤  ❤❡ ❝♦♠♣$❡++✐❜✐❧✐ ② ♦❢ ❝$②+ ❛❧❧✐♥❡ ❛❧✉♠✐♥❛ ❡+ ❬❍✹❪✱ ❛♥❞  ❤❡ +❡❝♦♥❞ ❞❡✈♦ ❡❞  ♦

 ❤❡ ♣♦❧②♠♦$♣❤+ ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠ ♦$ ❤♦+✐❧✐❝❛ ❡✱  ❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ ♦❢ ❞$② B♦$ ❧❛♥❞ ❝❡♠❡♥ ❬❍✻❪✳

❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠② $❡+❡❛$❝❤ ❞❡✈♦ ❡❞  ♦ ❝❤❡♠✐+ $② ❛♥❞ ♣❤②+✐❝+ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥♦+✐❧✐❝❛ ❡+✱

✇❤✐❝❤ ■ ❜❡❣❛♥ ✉♣♦♥  ❤❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐+❤♠❡♥ ♦❢ ❊❆❣▲❊ ♣$♦❥❡❝ ✱ ❛$❡  ❤❡ ❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥❛❧ + ✉❞✐❡+

♦♥ ✉❧ $❛♠❛$✐♥❡ ♣✐❣♠❡♥ +✱ ✐✳❡✳ ♥❛♥♦♣♦$♦✉+ ❛❧✉♠✐♥♦+✐❧✐❝❛ ❡+ ❤♦+ ✐♥❣ ♣♦❧②+✉❧❢✉$ ❝❤$♦♠♦♣❤♦✲

$❡+✳ ■ + ✉❞✐❡❞  ❤❡ + $✉❝ ✉$❛❧ ❛♥❞ ✈✐❜$❛ ✐♦♥❛❧ ♣$♦♣❡$ ✐❡+ ♦❢ ✉❧ $❛♠❛$✐♥❡+ ✇✐ ❤ ♣❡$✐♦❞✐❝ ❉❋❚

❝❛❧❝✉❧❛ ✐♦♥+✱ ✇❤❡$❡❛+ ❢♦$ ♦♣ ✐❝❛❧ ❡①❝✐ ❛ ✐♦♥+ ❛♥❞ ❣  ❡♥+♦$ ❢♦$ ❡❧❡❝ $♦♥ ♣❛$❛♠❛❣♥❡ ✐❝ $❡+♦✲

♥❛♥❝❡ ■ ❛♣♣❧✐❡❞ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛ ✐♦♥+ ❢♦$ ❝❧✉+ ❡$ ♠♦❞❡❧+✳ ■ ♣$❡+❡♥ ❡❞  ❤❡ ♦❜ ❛✐♥❡❞ $❡+✉❧ + ✐♥  ✇♦

♦♥❡✲❛✉ ❤♦$ ♣✉❜❧✐❝❛ ✐♦♥+ ❬❍✺✱ ❍✽❪✳ ❚❤❡  ❤✐$❞ ❣$♦✉♣ ♦❢ ♠❛ ❡$✐❛❧+ + ✉❞✐❡❞ ❜② ♠❡✱ ❛♣❛$ ❢$♦♠

 ❤❡ ❝❡♠❡♥ + ❛♥❞ ✉❧ $❛♠❛$✐♥❡+✱ ❛$❡ ③❡♦❧✐ ❡+✱ ♥❛♠❡❧② ♥❛♥♦♣♦$♦✉+✱ ❝$②+ ❛❧❧✐♥❡ ❛❧✉♠✐♥♦+✐❧✐❝❛✲

 ❡+ ✇✐ ❤ ✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛❜✐❧✐ ✐❡+✱ ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛❞+♦$♣ ✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛ ❛❧②+✐+✳ ■♥  ❤❡ ❝✉$$❡♥ 

+❝✐❡♥ ✐✜❝ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ ■ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦♥❡ + ✉❞②✱ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦$❛ ✐♦♥ ✇✐ ❤ $❡+❡❛$❝❤❡$+

❢$♦♠ ❏❡$③② ❍❛❜❡$ ■♥+ ✐ ✉ ❡ ♦❢ ❈❛ ❛❧②+✐+ ❛♥❞ ❙✉$❢❛❝❡ ❈❤❡♠✐+ $② B❆❙✱ ❑$❛❦W✇✱ ❝♦♥❝❡$♥✐♥❣

 ❤❡ ❝❤❛$❛❝ ❡$✐③❛ ✐♦♥ ♦❢ ❇$Y♥+ ❡❞  ②♣❡ ❛❝✐❞ ❝❡♥ ❡$+ ✐♥ ♠❛③③✐ ❡  ②♣❡ ③❡♦❧✐ ❡ ❬❍✼❪✳ ■♥ ❛❧❧

♠✉❧ ✐✲❛✉ ❤♦$❡❞ $❡+❡❛$❝❤ ♣❛♣❡$+✱ ■ ✇❛+  ❤❡ ♠❛✐♥ ❛✉ ❤♦$ ♦❢  ❤❡✐$ ❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥❛❧ ♣❛$ +✳

✷✳✷ ❚❤❡ ❞❡&❛✐❧❡❞ ❞❡*❝,✐♣&✐♦♥ ♦❢ *❝✐❡♥&✐✜❝ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥&

✷✳✷✳✶ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉2❛2✐♦♥❛❧ 7♣❡❝28♦7❝♦♣② ♦❢
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❙✐ ♥✉❝❧❡❛8 ♠❛❣♥❡2✐❝ 8❡7♦♥❛♥❝❡ ❢♦8

❤②❞8❛2❡❞ >♦82❧❛♥❞ ❝❡♠❡♥27 ❬❍✶✱ ❍✷❪

❚❤❡ ♣$✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ ♦❢ ❤②❞$❛ ❡❞ B♦$ ❧❛♥❞ ❝❡♠❡♥ ✱ $❡+♣♦♥+✐❜❧❡ ❢♦$ ✐ + ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♣$♦♣❡$ ✐❡+✱ ✐+  ❤❡ ❛♠♦$♣❤♦✉+ ♦$ ♣♦♦$❧② ❝$②+ ❛❧❧✐♥❡ ❤②❞$❛ ❡❞ ❝❛❧❝✐✉♠ +✐❧✐❝❛ ❡✱ ❦♥♦✇♥ ❛+

❈✕❙✕❍ ❣❡❧✳ ❚❤❡ ❧❛+ ❛❝$♦♥②♠ ❡♠♣❧♦②+ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❝❝❡♣ ❡❞ ✐♥ ❝❡♠❡♥ +❝✐❡♥❝❡  ❤❡ +❤♦$ ❤❛♥❞

♥♦ ❛ ✐♦♥ ❢♦$ + ♦✐❝❤✐♦♠❡ $②✱ ❡①♣$❡++❡❞ ❜②  ❤❡ ❝♦♥ ❡♥ ♦❢ ❣✐✈❡♥ ♦①✐❞❡+✱ ❡✳❣✳ ❈❂❈❛❖✱ ❙❂❙✐❖2✱

❆❂❆❧2❖3 ❛♥❞ ❍❂❍2❖✳ ❚❤❡ $❡♣❧❛❝❡♠❡♥ ♦❢ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ✐♥❞✐❝❛ ♦$+ ❜② ❤②♣❤❡♥+ $❡❢❡$+  ♦

 ❤❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ + ♦✐❝❤✐♦♠❡ $② ♦❢ ❈✕❙✕❍ ❣❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣$♦①✐♠❛ ❡❧② ❛♠♦✉♥ +  ♦ ✭❈❛❖✮1.7✭❙✐❖2✮

✭❍2❖✮(1.2−1.8) ✭♦$ ❈1.7❙❍(1.2−1.8) ✐♥ ❞❡+❝$✐❜❡❞ ❝♦♥✈❡♥ ✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ♦$❞❡$✐♥❣ ♦❢ ❈✕❙✕❍

❣❡❧ ♣$♦❤✐❜✐ +  ❤❡ ❡①❛❝ +♦❧✉ ✐♦♥ ♦❢ ✐ + + $✉❝ ✉$❡✱ ❤♦✇❡✈❡$✱  ❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡✛♦$ + ♦❢ ❞✐✛$❛❝✲

 ✐♦♥ ♠❡ ❤♦❞+✱ ❡❧❡❝ $♦♥ ♠✐❝$♦+❝♦♣②✱ ◆▼❘ +♣❡❝ $♦+❝♦♣②✱ ❛♥❞ ❝❤$♦♠❛ ♦❣$❛♣❤② +❤♦✇❡❞  ❤❛ 

❈✕❙✕❍ ❣❡❧ + $✉❝ ✉$❡ ❝♦♥+✐+ + ♦❢ ✜♥✐ ❡ ❧❡♥❣ ❤ +✐❧✐❝❛ ❡ ❛♥✐♦♥+✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥ ❛✐♥✐♥❣ ✭✸m✲✶✮ ❙✐

❛ ♦♠+ ✭m≥✶✮✱ ❢♦$♠✐♥❣ ♣❛$❛❧❧❡❧ ❧❛②❡$+✱ +❡♣❛$❛ ❡❞ ❜②  ❤❡ ❧❛②❡$+ ♦❢ ❈❛

2+
❝❛ ✐♦♥+ ❛♥❞ ✇❛ ❡$✳

✹



❋✐❣✉$❡ ✶✿ ❚❤❡ ❝$②&'❛❧ &'$✉❝'✉$❡& ♦❢ ❤②❞$❛'❡❞ ❝❛❧❝✐✉♠ &✐❧✐❝❛'❡& ❛♥❞ ❞❡$✐✈❡❞ ♠♦❞❡❧& ♦❢

❈✕❙✕❍ ❣❡❧✿ ✭✶✮ '♦❜❡$♠♦$✐'❡ ✶✹ ➴ ✭❛✮ ❬✶✵✵❪ ❛♥❞ ✭❜✮ ❬✵✶✵❪ ♣$♦❥❡❝'✐♦♥&✱ ✭✷✮ ❥❡♥♥✐'❡✱ ✭❛✮

❬✶✵✵❪ ❛♥❞ ✭❜✮ ❬✵✶✵❪ ♣$♦❥❡❝'✐♦♥&✱ ✭✸✮ '❤❡ ❞✐♠❡$✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈✕❙✕❍ ❞❡$✐✈❡❞ ❢$♦♠ '♦❜❡$♠♦$✐✲

'❡ &'$✉❝'✉$❡✱ ✭✹✮ ♣❡♥'❛♠❡$✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈✕❙✕❍ ❣❡❧ ❞❡$✐✈❡❞ ❢$♦♠ '♦❜❡$♠♦$✐'❡ &'$✉❝'✉$❡✱ ✭✺✮

♣❡♥'❛♠❡$✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈✕❙✕❍ ❣❡❧ ❞❡$✐✈❡❞ ❢$♦♠ ❥❡♥♥✐'❡✳ ❋♦$ ❈✕❙✕❍ ❣❡❧ ♠♦❞❡❧& '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧

✉♥✐' ❝❡❧❧& ♦❢ ♠✐♥❡$❛❧& ✇❡$❡ ❞♦✉❜❧❡❞ ❛❧♦♥❣ b ❞✐$❡❝'✐♦♥✳ ◗1
✴◗

2
❞❡♥♦'❡ '❡'$❛❤❡❞$❛ ❝♦♦$❞✐♥❛'❡❞

✇✐'❤ ♦♥❡ ♦$ '✇♦ ♦'❤❡$ '❡'$❛❤❡❞$❛✱ $❡&♣❡❝'✐✈❡❧②✱ ❵❜✬ ❞❡♥♦'❡& '❡'$❛❤❡❞$♦♥ ✐♥ ❜$✐❞❣✐♥❣ ♣♦&✐'✐♦♥✱

❵❖❍✬ ❞❡♥♦'❡& '❤❡ ♣$❡&❡♥❝❡ ♦❢ ♣$♦'♦♥❛'❡❞ ❖ ❛'♦♠✳ ■✴▲ ❞❡♥♦'❡ ❈❛

2+
✐♥ '❤❡ ✐♥'❡$❧❛②❡$✴❧❛②❡$

♣♦&✐'✐♦♥&✱ $❡&♣❡❝'✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥'& ❝♦❧♦$✐♥❣✿ ❈❛✕❧✐❣❤'✲❜❧✉❡✱ ❙✐✕❞❛$❦✲❜❧✉❡✱ ❖✕$❡❞✱ ❍✕✇❤✐'❡✳

❱❛"✐♦✉& ❈✕❙✕❍ ❣❡❧ ♠♦❞❡❧& ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣"♦♣♦&❡❞✱ 6❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛6✉"❡ ♦❢ 6❤❡♠ ✐& "❡♣"❡&❡♥6✐♥❣

❈✕❙✕❍ ❣❡❧ ❛& 6❤❡ ❞❡❢❡❝6❡❞ ♠✐♥❡"❛❧ ♦❢ ✶✹ ➴ 6♦❜❡"♠♦"✐6❡ 6②♣❡

✷

♦" ❥❡♥♥✐6❡ ✭❏❊◆✮ 6②♣❡✳

✸

❚❤❡ &✐❧✐❝❛6❡ ❝❤❛✐♥& ✇✐6❤✐♥ 6❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝"②&6❛❧ ♦❢ ❏❊◆ ♦" ❚❖❇✶✹ ❛"❡ ✐♥✜♥✐6❡❧② ❧♦♥❣✱ ✇✐6❤

6✇♦ ♥♦♥✲❡J✉✐✈❛❧❡♥6 6②♣❡& ♦❢ ❙✐❖4 6❡6"❛❤❡❞"❛✿ 6✇♦ ♦❢ 6❤"❡❡ 6❡6"❛❤❡❞"❛ &❤❛"❡ 6❤❡✐" ❡❞❣❡& ✇✐6❤

❈❛❖6 ♦❝6❛❤❡❞"❛✱ ✇❤❡"❡❛& ❡✈❡"② 6❤✐"❞ 6❡6"❛❤❡❞"♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡& ❜"✐❞❣✐♥❣ ♣♦&✐6✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐6

&❤❛"❡& ♦♥❧② ♦①②❣❡♥ ❝♦"♥❡"& ✇✐6❤ ❈❛ ❝♦♦"❞✐♥❛6✐♦♥ ♣♦❧②❤❡❞"❛✱ &❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳ ❚❤❡ "❡♠♦✈❛❧ ♦❢

❡❛❝❤ ♦" ❡✈❡"② &❡❝♦♥❞ ❜"✐❞❣✐♥❣ 6❡6"❛❤❡❞"♦♥ ❣❡♥❡"❛6❡& &6"✉❝6✉"❡& ❜✉✐❧6 ♦❢ &✐❧✐❝❛6❡ ❞✐♠❡"& ♦"

♣❡♥6❛♠❡"&✱ "❡&♣❡❝6✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐& ❝♦♥&✐&6❡♥6 ✇✐6❤ ❡①♣❡"✐♠❡♥6❛❧ ❞❛6❛ ❢♦" ❤②❞"❛6❡❞ ❝❡♠❡♥6&✳

❚❤❡ ♣"♦♣♦&❡❞ &6"✉❝6✉"❛❧ ♠♦❞❡❧& ♦❢ ❈✕❙✕❍ ❣❡❧ ❞❡"✐✈❡❞ ❢"♦♠ 6❤❡ ❛❢♦"❡♠❡♥6✐♦♥❡❞ ❝"②&6❛❧❧✐♥❡

♠✐♥❡"❛❧& ❣❛✈❡ 6❤❡ "❡&✉❧6& "♦✉❣❤❧② ❝♦♥&✐&6❡♥6 ✇✐6❤ 6❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥6❛❧ ❞❛6❛✱ ❤♦✇❡✈❡"✱

✐6 ✇❛& &6✐❧❧ ✉♥❝❧❡❛" ✇❤❡6❤❡" ❛♥② 6②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐& ❝❧♦&❡" 6♦ "❡❛❧✐6②✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♠② &6✉❞✐❡&✱

♣❡"❢♦"♠❡❞ ❛6 ❉■P❈ ✐♥ 6❤❡ ❣"♦✉♣ ♦❢ ♣"♦❢✳ ❆♥❞"❡& ❆②✉❡❧❛✱ ✇❛& 6♦ ♣"❡❞✐❝6
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❙✐ ◆▼❘ &♣❡❝6"❛

❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❡❧❡❝6"♦♥✐❝ &6"✉❝6✉"❡ ♠❡6❤♦❞& ❢♦" ✈❛"✐♦✉& ♠♦❞❡❧& ♦❢ ❈✕❙✕❍ ❣❡❧✱ ❞❡"✐✈❡❞ ❢"♦♠ ❜♦6❤

✷

❚❤❡ #♦❜❡&♠♦&✐#❡ ❣&♦✉♣ ❝♦♥#❛✐♥/ /❡✈❡&❛❧ /♣❡❝✐❡/ ♦❢ ♠✐♥❡&❛❧/✱ ❞✐✛❡&✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ❜② #❤❡ ✇❛#❡& ❝♦♥#❡♥# ❛♥❞

❛//♦❝✐❛#❡❞ ✇✐#❤ #❤✐/ #❤❡ /♣❛❝✐♥❣ ❜❡#✇❡❡♥ /✐❧✐❝❛#❡ ❧❛②❡&/✱ ❤❡♥❝❡ #❤❡ ♥❛♠❡/ ✶✹✴✶✶✴✾ ➴ #♦❜❡&♠♦&✐#❡✳

✸

■✳ ●✳ ❘✐❝❤❛&❞/♦♥✱ ❈❡♠✳ ❈♦♥❝'✳ ❘❡)✳ ✷✵✵✽✱ ✸✽✱ ✶✸✼✕✶✺✽✳

✺



❏❊◆ ❛♥❞ ❚❖❇✶✹✱ ✐♥ ♦.❞❡. 0♦ ✜♥❞ ♦✉0✱ ✇❤✐❝❤ 0②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡= ❜❡00❡. ❛❣.❡❡♠❡♥0 ✇✐0❤

0❤❡ ❡①♣❡.✐♠❡♥0✳

■ ❝♦♥=0.✉❝0❡❞ 0❤❡ ♠♦❞❡❧= ♦❢ ❈✕❙✕❍ ❣❡❧ ✉=✐♥❣ 0❤❡ ❡①♣❡.✐♠❡♥0❛❧ =0.✉❝0✉.❡= ♦❢ ❏❊◆ ❛♥❞

❚❖❇✶✹ ❛= =0❛.0✐♥❣ ♣♦✐♥0=✳

✹

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡.❡♥❝❡= ❜❡0✇❡❡♥ ❏❊◆ ❛♥❞ ❚❖❇✶✹ ❛.❡

✭✐✮ 0❤❡ ♣.❡=❡♥❝❡ ♦❢ 0❤❡ ❧❛②❡.= ♦❢ ❤②❞.♦①②❧ ❛♥✐♦♥= ❝♦♦.❞✐♥❛0✐♥❣ 0❤❡ ❈❛

2+
❧❛②❡.= ✐♥ ❏❊◆✱

❝❛✉=✐♥❣ ❛❧♠♦=0 0✇✐❝❡ ❤✐❣❤❡. ❈✿❙ .❛0✐♦ 0❤❛♥ ✐♥ ❚❖❇✶✹✱ ✭✐✐✮ 0❤❡ ♣.♦0♦♥❛0✐♦♥ ♦❢ ❜.✐❞❣✐♥❣ 0❡0.❛✲

❤❡❞.❛ ✐♥ ❚❖❇✶✹✳ ❚❤❡ ❝♦♥=0.✉❝0✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❧✐❣♦♠❡.✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢.♦♠ ❝.②=0❛❧❧✐♥❡ ❏❊◆ ✐= ❛❝❤✐❡✈❡❞

❜② 0❤❡ .❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ❡❧❡❝0.♦♥❡✉0.❛❧ ✭❙✐❖2✮ ✉♥✐0✱ ✇❤❡.❡❛= ✐♥ ❚❖❇✶✹ 0❤❡ .❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✲

=✐0✐✈❡❧② ❝❤❛.❣❡❞ ❬❙✐❖✭❖❍✮❪

+
❢.❛❣♠❡♥0 .❡M✉❡=0= ❢♦. 0❤❡ ❝❤❛.❣❡ ❝♦♠♣❡♥=❛0✐♦♥ ❜② ❛❞❞✐0✐♦♥❛❧

❝❛0✐♦♥=✿ ❈❛

2+
✭♦♥❡ ♣❡. 0✇♦ .❡♠♦✈❡❞ ❜.✐❞❣✐♥❣ 0❡0.❛❤❡❞.❛✮✱ ❈❛✭❖❍✮

+
♦. ❍

+
✳ ❚❤❡ ✐♥✐0✐❛❧ ❏❊◆

❛♥❞ ❚❖❇✶✹ ✉♥✐0 ❝❡❧❧= ✇❡.❡ ❞♦✉❜❧❡❞ ❛❧♦♥❣ 0❤❡ ❞✐.❡❝0✐♦♥ ♦❢ =✐❧✐❝❛0❡ ❝❤❛✐♥=✱ =♦ 0❤❛0 =✉❝❤ =✉♣❡.✲

❝❡❧❧ ❝♦✉❧❞ ❤♦=0 ✭✉♣♦♥ 0❤❡ .❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ❡✈❡.② =❡❝♦♥❞ ❜.✐❞❣✐♥❣ 0❡0.❛❤❡❞.♦♥✮ =✐❧✐❝❛0❡ ♣❡♥0❛♠❡.✳

❋♦. ♠② ♣✉.♣♦=❡=✱ ■ ❝♦♥=0.✉❝0❡❞ ✐♥ 0♦0❛❧ ✶✹ ♠♦❞❡❧= ♦❢ ❈✕❙✕❍ ❣❡❧ ❝♦♥0❛✐♥✐♥❣ =✐❧✐❝❛0❡ ❞✐✲

♠❡.= ❛♥❞ ♣❡♥0❛♠❡.= ✭✾ ❞❡.✐✈❡❞ ❢.♦♠ ❚❖❇✶✹ ❛♥❞ ✺ ❢.♦♠ ❏❊◆✮✱ ❞✐✛❡.✐♥❣ ❜② 0❤❡ ❛♠♦✉♥0

❛♥❞ ❞✐=0.✐❜✉0✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛.❣❡ ❝♦♠♣❡♥=❛0✐♥❣ ❈❛

2+
✱ ❈❛✭❖❍✮

+
❛♥❞ ❍

+
❝❛0✐♦♥=✳ ❍✐❣❤❡. =✐❧✐❝❛0❡

✭✸m✲✶✮✲♠❡.= ✇❡.❡ ♥♦0 ❝♦♥=✐❞❡.❡❞✱ ❜❡❝❛✉=❡ ✭✐✮ =✉❝❤ ♦❧✐❣♦♠❡.= ❛.❡ ♣.❡=❡♥0 ✐♥ =♠❛❧❧ ❛♠♦✲

✉♥0= ♦♥❧② ✐♥ ✇❡❧❧✲❛❣❡❞ ❝❡♠❡♥0 ♣❛=0❡=✱ ✭✐✐✮ 0❤❡✐. ❝♦♠♣✉0❛0✐♦♥❛❧ 0.❡❛0♠❡♥0 ✇♦✉❧❞ ❞❡♠❛♥❞

=✉♣❡.❝❡❧❧= 0♦♦ ❧❛.❣❡ ❢♦. ❉❋❚✳

❇② ❞❡✜♥✐0✐♦♥✱ 0❤❡ ♣❡.✐♦❞✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦0 =0.✐❝0❧② .❡♣.❡=❡♥0 0❤❡ ❛♠♦.♣❤♦✉= =♦❧✐❞✳

❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣.♦❛❝❤ ✐♥ =0✉❞②✐♥❣ 0❤❡ ❛♣❡.✐♦❞✐❝ ❜✉❧❦= ✐= 0❤❡ ❡♠♣❧♦②♠❡♥0 ♦❢ ❧❛.❣❡ =✉♣❡.✲

❝❡❧❧=✱ ✐♥ ♦.❞❡. 0♦ ❦❡❡♣ 0❤❡ ♣❡.✐♦❞✐❝ ✐♠❛❣❡= ♦❢ ❝♦..❡=♣♦♥❞✐♥❣ ❛0♦♠= ❛= ❢❛. ❛♣❛.0 ❛= ♣♦==✐❜❧❡✳

❚❤❡ ✉=❡ ♦❢ ❧❛.❣❡ =0.✉❝0✉.❛❧ ♠♦❞❡❧= ✉=✉❛❧❧② ❡♥❢♦.❝❡= 0❤❡✐. 0.❡❛0♠❡♥0 ✇✐0❤ ❛♣♣.♦①✐♠❛0❡ ❝♦♠✲

♣✉0❛0✐♦♥❛❧ ♠❡0❤♦❞=✱ =✉❝❤ ❛= ▼▼ ♦. 0✐❣❤0 ❜✐♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧=✳ ■♥ ♠② ✇♦.❦✱ ■ ♥❡❡❞❡❞ 0♦ ❝♦♠♣✉✲

0❡ 0❤❡ =♣❡❝0.♦=❝♦♣✐❝ ♣.♦♣❡.0✐❡= ✇✐0❤ ♠♦.❡ ❝♦♠♣✉0❛0✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥=✐✈❡ ❡❧❡❝0.♦♥✐❝ =0.✉❝0✉.❡

♠❡0❤♦❞=✱ ❤❡♥❝❡ 0❤❡ .❡=0.✐❝0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ♠♦❞❡❧✬= =✐③❡ ✭✉♥✐0 ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ 0❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢

❡❧❡❝0.♦♥=✮ ✇❛= ♥❡❝❡==❛.②✳ ❊✈❡♥0✉❛❧❧②✱ ■ ❞❡❝✐❞❡❞ 0♦ ♣❡.❢♦.♠ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥= ❢♦. 0❤❡ =❡.✐❡=

♦❢ ♣❡.✐♦❞✐❝ ♠♦❞❡❧= ✇✐0❤ 0❤❡ ♠♦❞❡=0 =✐③❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐0 ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ 0♦ ❞.❛✇ ❝♦♥❝❧✉=✐♦♥= ❢♦. ❈✕❙✕❍

❣❡❧ ✉♣♦♥ ❛✈❡.❛❣✐♥❣ 0❤❡ .❡=✉❧0= ✇✐0❤✐♥ ❛ ❝❡.0❛✐♥ ❝❛0❡❣♦.② ♦❢ ♠♦❞❡❧=✳

❉✉❡ 0♦ =0✐❧❧ ❧❛.❣❡ =✐③❡ ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♣❡.✐♦❞✐❝ ♠♦❞❡❧= ✭❢♦. ❚❖❇✶✹ ♠♦❞❡❧=✱ 0❤❡ =✉♣❡.❝❡❧❧=

❝♦♥0❛✐♥❡❞ ♦✈❡. ✷✵✵ ❛0♦♠= ❛♥❞ ❤❛❞ ✈♦❧✉♠❡= ♦✈❡. ✶✶✵✵ ➴

3
✮ ■ ♦♣0✐♠✐③❡❞ ❣❡♦♠❡0.② ❛0 ▼▼

❧❡✈❡❧ ✉=✐♥❣ ●❯▲] ♣.♦❣.❛♠♠❡✱

✺

✇✐0❤ ♣♦❧❛.✐③❛❜❧❡ ✐♥0❡.❛0♦♠✐❝ ♣♦0❡♥0✐❛❧ ❢✉♥❝0✐♦♥=✳

✻

❋♦. 0❤❡

=0.✉❝0✉.❡= ♦♣0✐♠✐③❡❞ ✐♥ 0❤❛0 ✇❛② ■ ♣❡.❢♦.♠❡❞ ♣❡.✐♦❞✐❝ ❡❧❡❝0.♦♥✐❝ =0.✉❝0✉.❡ ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥=

❛0 ❉❋❚ ❧❡✈❡❧ ✉=✐♥❣ ◗❯❆◆❚❯▼ ❊❙]❘❊❙❙❖ ♣❛❝❦❛❣❡✱

✼

✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②= ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ✭]❲✮

❜❛=✐= =❡0= ❢♦. 0❤❡ ❞❡=❝.✐♣0✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧❡♥❝❡ .❡❣✐♦♥ ❡❧❡❝0.♦♥= ❛♥❞ ♦✛❡.= =❡✈❡.❛❧ ✇❛②= 0♦ 0.❡❛0

0❤❡ ❝♦.❡ .❡❣✐♦♥ ❡❧❡❝0.♦♥=✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ 0❤❡ ].♦❥❡❝0♦. ❆✉❣♠❡♥0❡❞ ❲❛✈❡= ❛♣♣.♦❛❝❤ ✭]❆❲✮✱

✽

❡=0❛❜❧✐=❤✐♥❣ ❛ ♦♥❡✲0♦✲♦♥❡ ❝♦..❡=♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ ❛❧❧✲❡❧❡❝0.♦♥ ✇❛✈❡❢✉♥❝0✐♦♥= ❛♥❞ 0❤❡✐.

♠♦♥♦0♦♥✐❝ 0❛✐❧= ✐♥ 0❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ .❡❣✐♦♥✳ ■♥ ♠② =0✉❞✐❡= ■ ❡♠♣❧♦②❡❞ ]❡.❞❡✇✲❇✉.❦❡✲❊.♥③❡.❤♦❢

✭]❇❊✮

✾

✱ ❣.❛❞✐❡♥0 ❡①❝❤❛♥❣❡✲❝♦..❡❧❛0✐♦♥ ❢✉♥❝0✐♦♥❛❧✱ 0❤❡ ♥♦.♠✲❝♦♥=❡.✈✐♥❣ ❚.♦✉❧❧✐❡.✲▼❛.0✐♥

✶✵

♣=❡✉❞♦♣♦0❡♥0✐❛❧=✱ ❛♥❞ 0❤❡ ❝✉0♦✛ ❡♥❡.❣② ❢♦. ]❲ ♦❢ ✽✵ ❘②✳ ❚❤❡ ❇.✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ✐♥ ❚❖❇✶✹

♠♦❞❡❧= ✇❛= =❛♠♣❧❡❞ ✇✐0❤ ✷×✶×✶ ♠❡=❤ ✭♥❛♠❡❧② ✷ ♣♦✐♥0= ✐♥ 0❤❡ ❞✐.❡❝0✐♦♥ ❝♦..❡=♣♦♥✲

✹

❏❊◆ #$%✉❝$✉%❡✿ ❊✳ ❇♦♥❛❝❝♦%#✐✱ ❙✳ ▼❡%❧✐♥♦✱ ❍✳❋✳❲✳ ❚❛②❧♦%✱ ❈❡♠✳ ❈♦♥❝'✳ ❘❡)✳ ✷✵✵✹✱ ✸✹✱ ✶✹✽✶✕✶✹✽✽❀

❚❖❇✶✹ #$%✉❝$✉%❡✿ ❊✳ ❇♦♥❛❝❝♦%#✐✱❙✳ ▼❡%❧✐♥♦✱ ❆✳ ❘✳ ❑❛♠♣❢✱ ❏✳ ❆♠✳ ❈❡'❛♠✳ ❙♦❝✳ ✷✵✵✺✱ ✽✽✱ ✺✵✺✲✺✶✷✳

✺

❏✳ ❉✳ ●❛❧❡✱ ❏✳ ❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳✱ ❋❛'❛❞❛② ❚'❛♥)✳ ✶✾✾✼✱ ✾✸✱ ✻✷✾✕✻✸✼✳

✻

❚❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♣❛%❛♠❡$%✐③❛$✐♦♥ ✇❛# $❛❦❡♥ ❢%♦♠ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛♣❡%# ✕ ❙✐✕❖✿ ▼✳ ❏✳ ❙❛♥❞❡%#✱ ▼✳ ▲❡#❧✐❡✱

❈✳ ❘✳ ❆✳ ❈❛$❧♦✇✱ ❏✳ ❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳✱ ❈❤❡♠✳ ❈♦♠♠✉♥✳ ✶✾✽✹✱ ✶✷✼✶✕✶✷✼✸❀ ❈❛✕❖✿ ●✳ ❱✳ ▲❡✇✐#✱ ❈✳ ❘✳❆✳ ❈❛$❧♦✇✱

❏✳ 9❤②)✳ ❈✿ ❙♦❧✐❞ ❙=❛=❡ 9❤②)✳ ✶✾✽✺✱ ✶✽✱ ✶✶✹✾✕✶✶✻✶❀ ❍✕❖✿ ❩✳ ❉✉✱ ◆✳ ❍✳ ❞❡ ▲❡❡✉✇✱ ❙✉'❢✳ ❙❝✐✳ ✷✵✵✹✱ ✺✺✹✱

✶✾✸✕✷✶✵✳

✼

Y✳ ●✐❛♥♥♦③③✐ ❡= ❛❧✳✱ ❏✳ 9❤②)✳✿ ❈♦♥❞❡♥)✳ ▼❛==❡'✳ ✷✵✵✾✱ ✷✶✱ ✸✾✺✺✵✷✳

✽

Y✳ ❇❧Z❝❤❧✱ 9❤②)✳ ❘❡✈✳ ❇ ✶✾✾✹✱ ✺✵✱ ✶✼✾✺✸✲✶✼✾✼✾✳

✾

❏✳ Y✳ Y❡%❞❡✇✱ ❑✳ ❇✉%❦❡✱ ▼✳ ❊%♥③❡%❤♦❢✱ 9❤②)✳ ❘❡✈✳ ▲❡==✳ ✶✾✾✻✱ ✼✼✱ ✸✽✻✺✳
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✶✸

❏✳ ❙✳ ❉♦❧❛❞♦✱ ▼✳ ●(✐❡❜❡❧✱ ❏✳ ❍❛♠❛❡❦❡(;✱ ❋✳ ❍❡❜❡(✱ ❏✳ ▼❛-❡.✳ ❈❤❡♠✳ ✷✵✶✶✱ ✷✶✱ ✹✹✹✺✲✹✹✹✾✳

✼



❋✐❣✉$❡ ✷✿ ❚❤❡ ●■%❆❲ (❡)✉❧,) ❢♦( ❈✕❙✖❍ ❣❡❧ ♠♦❞❡❧)✿ ✭✶✮ ,❤❡ ❞✐)♣❡()✐♦♥ ♦❢ ✐)♦,(♦♣✐❝ )❤✐❡❧✲

❞✐♥❣) ✭σiso✮ ❢♦( ,❤❡ ❞✐✛❡(❡♥, ,②♣❡) ♦❢ ◗
n
✱ ❛♥❞ ,❤❡ )✐♠✉❧❛,❡❞

29
❙✐ ◆▼❘ )♣❡❝,(❛ ❢♦( ❈✕❙✕❍

❣❡❧ ♠♦❞❡❧) ♦❢ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,②♣❡)✿ ✭✷✮ ❚❖❇ ♠♦❞❡❧✱ ,❤❡ ✉♥✐, ❝❡❧❧ ❝❤❛(❣❡ ❝♦♠♣❡♥)❛,✐♦♥ ✇✐,❤

❛❞❞✐,✐♦♥❛❧ ❈❛

2+
✐♦♥)✱ ✭✸✮ ❚❖❇ ♠♦❞❡❧✱ ,❤❡ ✉♥✐, ❝❡❧❧ ❝❤❛(❣❡ ❝♦♠♣❡♥)❛,✐♦♥ ✇✐,❤ ❛❞❞✐,✐♦♥❛❧

❍

+
✐♦♥)✱ ✭✹✮ ❏❊◆ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ )❤❛❞❡❞ ❛(❡❛ ✐♥❞✐❝❛,❡) ,❤❡ ,②♣✐❝❛❧ (❛♥❣❡ ♦❢ ❡①♣❡(✐♠❡♥,❛❧

29
❙✐

✐)♦,(♦♣✐❝ ❝❤❡♠✐❝❛❧ )❤✐❡❧❞✐♥❣) ✭δiso✮ ✐♥ ❈✕❙✕❍ ❣❡❧✳ ❉♦,,❡❞ ❝✉(✈❡) ✇❡(❡ ♦❜,❛✐♥❡❞ ❜② ,❤❡ )✉♠✲

♠❛,✐♦♥ ♦❢ ●❛✉))✐❛♥ ♣❡❛❦) ❝❡♥,❡(❡❞ ❛(♦✉♥❞ ,❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡) ♦❢ δiso ❢♦( ❡❛❝❤ ❙✐ ❛,♦♠✱

✇❤❡(❡❛) )♦❧✐❞ ❝✉(✈❡) ❜② ,❤❡ )✉♠♠❛,✐♦♥ ♦❢ ●❛✉))✐❛♥ ♣❡❛❦) ❝❡♥,❡(❡❞ ❛(♦✉♥❞ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡) ♦❢

δiso ❢♦( ❡❛❝❤ ♦❢ ♣♦))✐❜❧❡ ✜✈❡ ,②♣❡) ♦❢ ◗
n
✇✐,❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧✳

✐! ♣#❡!❡♥& ❛! ❈❛✭❖❍✮2 ✐♥&#✉!✐♦♥!✱

✶✹

❈❛✕❚❖❇ ♠♦❞❡❧! ♦❢ ❣❡❧ ❛❣❛✐♥ ❛#❡ &❤❡ ❝❧♦!❡!& &♦ &❤❡

❡①♣❡#✐♠❡♥&❛❧ ❞❛&❛✳

❚❤❡ !✉❜!❡=✉❡♥& !&✉❞✐❡!✱ #❡!✉❧&✐♥❣ ✐♥ &❤❡ !❝✐❡♥&✐✜❝ ♣❛♣❡# ❬❍✷❪✱ ❢♦❝✉!❡❞ &❤❡ ♠♦#❡ ❞❡&❛✐❧❡❞

❛♥❛❧②!✐! ♦❢ &❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥&! ♦❢ σ &❡♥!♦# ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ &❤❡ ✐♥❢♦#♠❛&✐♦♥ ❝♦♥&❛✐♥❡❞ ✐♥ &❤❡♠ ❢♦#

&❤❡ !&#✉❝&✉#❛❧ ❝❤❛#❛❝&❡#✐③❛&✐♦♥ ♦❢ ❈✕❙✕❍ ❣❡❧✳ ❚❤✐! !&✉❞② ✇❛! ✐♥!♣✐#❡❞ ❜② &❤❡ ❡①♣❡#✐♠❡♥&❛❧

✇♦#❦ ❜② ❙❦✐❜!&❡❞ ❛♥❞ ❝♦✇♦#❦❡#!✱ ✇❤♦ ♥♦&✐❝❡❞✱ &❤❛&

29
❙✐ ❝❤❡♠✐❝❛❧ !❤✐❢& ❛♥✐!♦&#♦♣② ✭❈❙❆✮

❡♥❛❜❧❡❞ ❞✐!&✐♥❣✉✐!❤✐♥❣ ♦❢ ❞✐✛❡#❡♥& ◗

n
✱ ❡✈❡♥ ✐❢ &❤❡② ❤❛✈❡ ✈❡#② !✐♠✐❧❛# ✈❛❧✉❡! ♦❢ σiso✳

✶✺

❚❤❡ ♠❛✐♥ #❡!✉❧&! ❛#❡ !❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳ ■♥❞❡①✐♥❣ ❜② z✱ x✱ y &❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥&! ♦❢ δ &❡♥!♦#

✇✐&❤ !✉❜!❡=✉❡♥&❧② ❞❡❝#❡❛!✐♥❣ ❛❜!♦❧✉&❡ ✈❛❧✉❡! ♦❢ ❞❡✈✐❛&✐♦♥ ❢#♦♠ &❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ δiso ♦♥❡

❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❈❙❆ ❛! (δiso − δzz)✱ ❛♥❞ ❈❙❆ ❛!②♠♠❡&#② η ❛! (δxx − δyy)✴❈❙❆✳ ❆❧♠♦!& ❛❧❧

29
❙✐ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ ◗

1
♣♦!✐&✐♦♥! !❤♦✇✱ ❛! &❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡!✱ &❤❡ ♥❡❣❛&✐✈❡ ✈❛❧✉❡! ♦❢ ❈❙❆✳ ❆❧❧ &②♣❡!

✶✹

❏✳ ❏✳ ❚❤♦♠❛'✱ ❏✳ ❏✳ ❈❤❡♥✱ ❍✳ ▼✳ ❏❡♥♥✐♥❣'✱ ❈❤❡♠✳ ▼❛'❡(✳ ✷✵✵✸✱ ✶✺✱ ✸✽✶✸✲✸✽✶✼✳

✶✺

▼✳ ❘✳ ❍❛♥'❡♥✱ ❍✳ ❏✳ ❏❛❦♦❜'❡♥✱ ❏✳ ❙❦✐❜'9❡❞✱ ■♥♦(❣✳ ❈❤❡♠✳ ✷✵✵✸✱ ✹✷✱ ✷✸✻✽✲✷✸✼✼✳

✽



❋✐❣✉$❡ ✸✿ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ (❤✐❢* ❛♥✐(♦*-♦♣② ✭❈❙❆✮ ♦❢

29
❙✐ ♥✉❝❧❡✐ ♦❜*❛✐♥❡❞ ❢-♦♠ ●■:❆❲ ❝❛❧✲

❝✉❧❛*✐♦♥( ❢♦- *❤❡ ♠♦❞❡❧( ❈✕❙✕❍ ♣❧♦**❡❞ ✈!✳ ✭✶✮ *❤❡ ✐(♦*-♦♣✐❝ ❝❤❡♠✐❝❛❧ (❤✐❢* σiso✱ ✭✷✮ *❤❡

(❦❡✇♥❡(( ✭❛(②♠♠❡*-② ♠❡❛(✉-❡✮ ♦❢ *❤❡ ❞✐(*-✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ ❙✐✕❖ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣*❤( ✐♥ (✐❧✐❝❛ *❡*-❛❤❡❞-❛

γRSi−O
✱ ❛♥❞ ✭✸✮ *❤❡ (❦❡✇♥❡(( ♦❢ *❤❡ ❞✐(*-✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ ❙✐✕❖ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥*( γµSi−O ✳

♦❢ ◗

2
!✐'❡!✱ ❛! ✇❡❧❧ ❛! ◗

1
❖❍✱ ❤❛✈❡ ♣♦!✐'✐✈❡ ❈❙❆✳ ▼♦5❡♦✈❡5✱ ◗

2
❜❖❍ 5❡✈❡❛❧! !✐❣♥✐✜❝❛♥'❧②

!♠❛❧❧❡5 η ✭❜❡❧♦✇ ✵✳✻✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛5✐!♦♥ '♦ '❤❡ ♦'❤❡5 ◗

n
✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡5❡♥❝❡! ✐♥ ❈❙❆ ♦❢ ✈❛5✐♦✉!

◗

n
!✐'❡! ❛5❡ ✉!✉❛❧❧② ❞✐!❝✉!!❡❞ ✐♥ '❡5♠! ♦❢ ❞✐✛❡5❡♥' ♥✉♠❜❡5! ♦❢ !❤♦5' ❛♥❞ ❧♦♥❣ ❙✐✕❖ ❜♦♥❞!

✐♥ '❡'5❛❤❡❞5❛ ✭!❤♦5' ❜♦♥❞! ❛5❡ '❤❡!❡ ✇✐'❤ ✉♥!❛'✉5❛'❡❞ ❖ ❛'♦♠!✱ '❡5♠✐♥❛'✐♥❣ '❡'5❛❤❡❞5♦♥✱

❧♦♥❣ ♦♥❡! ❛5❡ ✇✐'❤ ❖ ❛'♦♠! ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦5♥❡5 ♦❢ '✇♦ '❡'5❛❤❡❞5❛✮✳ ❆! ❛ ♠❡❛!✉5❡ ♦❢

'❤❡ ❛!②♠♠❡'5② ✐♥ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣'❤! ❞✐!'5✐❜✉'✐♦♥✱ ■ ❛❞♦♣'❡❞ !❦❡✇♥❡!! ✭γ✱ !'❛♥❞❛5❞✐③❡❞ '❤✐5❞

♠♦♠❡♥'✮

✶✻

❛♥❞ ♣❧♦''❡❞ ❈❙❆ ✈(✳ γ✳ ◗2
✱ ◗

2
❜ ❛♥❞ ◗

1
❖❍ '❡'5❛❤❡❞5❛ ✭✇✐'❤ '✇♦ !❤♦5' ❛♥❞ '✇♦

❧♦♥❣ ❜♦♥❞!✮ ❡①❤✐❜✐' γ ✈❛❧✉❡! ❝❧♦!❡ '♦ ✵✱ ✇❤❡5❡❛! ◗

1
✭'❤5❡❡ !❤♦5' ❜♦♥❞! ❛♥❞ ♦♥❡ ❧♦♥❣✮ ❛♥❞

◗

2
❜❖❍ ✭♦♥❡ !❤♦5' ❛♥❞ '❤5❡❡ ❧♦♥❣ ❜♦♥❞!✮ ✉!✉❛❧❧② 5❡✈❡❛❧ γ ✈✐!✐❜❧② ❧❡!!❡5 ♦5 ❣5❡❛'❡5 '❤❛♥

✵✱ 5❡!♣❡❝'✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡5❡♥❝❡! ❜❡'✇❡❡♥ ✈❛5✐♦✉! '②♣❡! ♦❢ '❡'5❛❤❡❞5❛ ❛5❡ ❡✈❡♥ ♠♦5❡ ❡✈✐❞❡♥'

✇❤❡♥ ✐♥!'❡❛❞ ♦❢ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣'❤! ■ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜♦♥❞ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥'!✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛! '❤❡ ♣5♦❞✉❝' ♦❢

❜♦♥❞ ❧❡♥❣'❤ ❛♥❞ '❤❡ ❞✐✛❡5❡♥❝❡ ♦❢ ❛'♦♠✐❝ ▲K✇❞✐♥ ❝❤❛5❣❡! ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ❢♦5 ❙✐ ❛♥❞ ❖✳

✶✼

❚❤❡ ♦❜'❛✐♥❡❞ '❤❡♦5❡'✐❝❛❧ 5❡!✉❧'! !❤♦✇❡❞ '❤❛' '❤❡ ❛♥❛❧②!✐! ♦❢ δ '❡♥!♦5 ❝♦♠♣♦♥❡♥'! ❡♥❛✲

❜❧❡! !♣❡❝✐❛'✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡5❡♥' ◗

n
!✐'❡!✱ ❛! ✇❡❧❧ ❛! ❞❡'❡❝'✐♥❣ '❤❡ ♣5❡!❡♥❝❡ ♦❢ ❖✖❍ ❜♦♥❞✐♥❣!

✐♥ ❙✐❖4 '❡'5❛❤❡❞5❛✳ ❯♥❢♦5'✉♥❛'❡❧②✱ '❤❡ ♠❡❛!✉5❡♠❡♥' ♦❢ ❈❙❆ ❢♦5 '❤❡ ❛♠♦5♣❤♦✉! !♦❧✐❞! ✐!

♠✉❝❤ ❤❛5❞❡5 '❤❛♥ ❢♦5 ❝5②!'❛❧! ✭✇❤❡5❡ '❤❡ ♣5✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥'! ♦❢ δ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❢5♦♠

'❤❡ ♣5♦♣❡5 ♦5✐❡♥'❛'✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦❝5②!'❛❧ ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡'✐❝ ✜❡❧❞✮✱ ❛♥❞ !✉❝❤ ❞❛'❛✱ ✉♣ '♦ ♠② ❜❡!'

❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛5❡ ♥♦' ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦5 ❈✕❙✕❍ ❣❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡5✱ '❤❡ ♠❡❛!✉5❡♠❡♥' ♦❢ ❈❙❆ ❢♦5 ♥♦♥✲

❝5②!'❛❧❧✐♥❡ !❛♠♣❧❡! ✐! ♣5✐♥❝✐♣❛❧❧② ♣♦!!✐❜❧❡ ✇✐'❤ ❝❡5'❛✐♥ '✇♦ ❞✐♠❡♥!✐♦♥❛❧ ◆▼❘ '❡❝❤♥✐Q✉❡!✱

'❤✉! '❤❡5❡ ✐! ❛ ❝❤❛♥❝❡✱ '❤❛' !✉❝❤ ❡①♣❡5✐♠❡♥'! ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡5❢♦5♠❡❞ ❢♦5 ❤②❞5❛'❡❞ ❝❡♠❡♥'! ❛♥❞

♠② '❤❡♦5❡'✐❝❛❧ 5❡!✉❧'! ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ '❤❡ ✐♥'❡5♣5❡'❛'✐♦♥ ♦❢ !✉❝❤ ❞❛'❛✳

✷✳✷✳✷ *♦❧②♠♦$♣❤✐1♠ ❛♥❞ ❞♦♣✐♥❣ ✐♥ ❝$②16❛❧❧✐♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥61 ♦❢ ❤✐❣❤ ❛❧✉♠✐♥❛

❝❡♠❡♥61 ✕ ♣❡$✐♦❞✐❝ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛6✐♦♥1 ❬❍✸✱ ❍✹❪

❚❤❡ ♥❡①' '♦♣✐❝ ♦❢ ♠② !'✉❞✐❡! ♦♥ ♣❤②!✐❝! ❛♥❞ ❝❤❡♠✐!'5② ♦❢ ❝❡♠❡♥'!✱ ♣5♦♣♦!❡❞ ❜② '❤❡ ❡①♣❡✲

5✐♠❡♥'❛❧ ❣5♦✉♣ ♦❢ ♣5♦❢✳ ▼✐❣✉❡❧ ❆5❛♥❞❛ ✭▼❛❧❛❣❛ ❯♥✐✈❡5!✐'②✱ ❆▲❇❆ !②♥❝❤5♦'5♦♥✮✱ ✇❛! ❝5②✲

✶✻γ =
1
n

∑

n

i=1
(xi−xi)

3

( 1
n

∑

n

i=1
(xi−xi)2)

(3/2)
✱ ✭✐♥ $✐❧✐❝❛ (❡(*❛❤❡❞*❛ n = 4✮✳

✶✼

▲0✇❞✐♥ ❝❤❛*❣❡$ ❛*❡ ✐♥ (❤❡ *❛♥❣❡$✿ ✭✐✮ ✶✳✷✵✕✶✳✸✺✱ ❢♦* ❙✐ ❛(♦♠$✱ ✭✐✐✮ ✭✲✵✳✺✮✕✭✲✵✳✼✮✱ ❢♦* ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❖ ❛(♦♠$✱

✭✐✐✐✮ ✭✲✵✳✸✮✕✭✲✵✳✺✮✱ ❢♦* ❜*✐❞❣✐♥❣ ❖ ❛(♦♠$ ✭✐♥ ❙✐✕❖✕❙✐✴❍ ♣♦$✐(✐♦♥$✮✳

✾



 !❛❧❧✐♥❡ ❛❧✉♠✐♥❛!❡ ✱ ❜❡✐♥❣ ❡✐!❤❡- !❤❡ ♣-✐♠❛-② ❝♦♠♣♦♥❡♥! ♦❢ ❤✐❣❤ ❛❧✉♠✐♥❛ ❝❡♠❡♥! ♦- !❤❡

 ❡❝♦♥❞❛-② ♣❤❛ ❡ ✐♥ ♦-❞✐♥❛-② 4♦-!❧❛♥❞ ❝❡♠❡♥! ✳

■ ♣❡-❢♦-♠❡❞ !❤❡ ♣❡-✐♦❞✐❝ ❉❋❚✴4❇❊ ❝❛❧❝✉❧❛!✐♦♥ ✉ ✐♥❣ ❙■❊❙❚❆ ❝♦❞❡✱

✶✽

✇❤✐❝❤ ✉!✐❧✐③❡ 

❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ ❜❛ ✐  ❡! ❛♥❞ ♥♦-♠✲❝♦♥ ❡-✈✐♥❣ ♣ ❡✉❞♦♣♦!❡♥!✐❛❧ ✳
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 ❡! ❞❡♥♦!❡❞ ❜② !❤❡ ❙■❊❙❚❆ ❛✉!❤♦- ✱ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② !♦ ●❛✉  ✐❛♥  ❡! ✱ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲③❡!❛ ♣♦❧❛-✐③❡❞

♦♥❡✱ ❛♥❞ !❤❡ ✜♥❡♥❡  ♦❢ !❤❡ ❣-✐❞✱ ✉ ❡❞ ❢♦- !❤❡ ❡❧❡❝!-♦♥ ❞❡♥ ✐!② ❝❛❧❝✉❧❛!✐♦♥ ✱ ❝♦--❡ ♣♦♥❞❡❞

!♦ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❝✉!♦✛ ❡♥❡-❣② ♦❢ ✹✵✵ ❘②✳

❚❤❡ ✜- ! ✇♦-❦ ❬❍✸❪✱ ✇❤❡-❡ ■ ✇❛ !❤❡ ♠❛✐♥ ❛✉!❤♦- ♦❢ !❤❡ ❝♦♠♣✉!❛!✐♦♥❛❧ ♣❛-!✱ ✇❛ 

❞❡❞✐❝❛!❡❞ !♦  !-✉❝!✉-❛❧  !✉❞✐❡ ♦♥ ②❡✬❡❧✐♠✐!❡ ✭❨❊▲✮✱ !❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥! ♦❢ ❤②❞-❛!❡❞

 ✉❧❢♦❛❧✉♠✐♥❛!❡ ❝❡♠❡♥! ✳ ❚❤❡ ❧❛!!❡- ❣-♦✉♣ ♦❢ ❝❡♠❡♥! ❤❛ ❛!!-❛❝!❡❞ ♠✉❝❤ ❛!!❡♥!✐♦♥ ✐♥ -❡✲

❝❡♥! ②❡❛- ❛ !❤❡ ❛❧!❡-♥❛!✐✈❡ ❢♦- 4♦-!❧❛♥❞ ❝❡♠❡♥!✱ ❞✉❡ !♦  ✉❝❤ ❞❡ ✐-❛❜❧❡ ♣-♦♣❡-!✐❡ ❛ 

❧♦✇❡- ❡♥❡-❣② ❞❡♠❛♥❞ ❢♦- ♠❛♥✉❢❛❝!✉-✐♥❣✱ ❢❛ !❡-  ❡!!✐♥❣✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❝❤❡♠✐❝❛❧ -❡ ✐ !❛♥❝❡✳

✶✾

❨❊▲✱ ❜❡✐♥❣ ❜♦!❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥! ♦❢ ❝❡♠❡♥! ❛♥❞ ♦❝❝✉--✐♥❣ ♥❛!✉-❛❧❧② ❛ ♠✐♥❡-❛❧✱  !-✉❝!✉-❛❧❧②

❜❡❧♦♥❣ !♦ !❤❡  ♦❞❛❧✐!❡ ✭❙❖❉✮ ❢❛♠✐❧②✳ ❙❖❉ ✐ !❤❡ ❛❧✉♠✐♥♦ ✐❧✐❝❛!❡ ❝-② !❛❧❧✐③✐♥❣ ✐♥ ❛ -❡❣✉❧❛-

 ② !❡♠ ✭P43n✮✱ ✇✐!❤ !❤❡ ✉♥✐! ❝❡❧❧ ❝♦♠♣♦ ✐!✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ◆❛8❬❆❧6❙✐6❖24❪❈❧2✳ ❙❖❉  !-✉❝!✉-❡

❝♦♥ ✐ ! ♦❢ !-✉♥❝❛!❡❞ ❝✉❜♦❝!❛❤❡❞-❛ ✉♥✐! ✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙❖❉ ✉♥✐! ✱ ✇❤✐❝❤ ✈❡-!✐❝❡ ❛-❡ ❞❡!❡-♠✐♥❡❞

❜② !❤❡ ♣♦ ✐!✐♦♥ ♦❢ ❙✐ ❛♥❞ ❆❧ ❛!♦♠ ✱ !❤❡ ❧❛!!❡- ❜❡✐♥❣ ❝♦♦-❞✐♥❛!❡❞ !❡!-❛❤❡❞-❛❧❧② ❜② ❖ ❛!♦♠ ✳

❚❤❡ ❞✐❛♠❡!❡- ♦❢ !❤❡ ❡ ❝✉❜♦♦❝!❛❤❡❞-❛❧ ✉♥✐! ✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙❖❉ ❝❛❣❡ ✱ ✐ ❛❜♦✉! ✼ ➴✳ ❙❖❉ ❝❛❣❡ ❛-❡

❝❡♥!❡-❡❞ ✇✐!❤ ❈❧

−
❛♥✐♦♥ ✱ ✇❤❡-❡❛ ◆❛

+
❝❛!✐♦♥ ♦❝❝✉♣② ♣♦ ✐!✐♦♥ ♥❡❛- !❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❢❛❝❡ 

♦❢ !❤❡ ❡ ✉♥✐! ✳ ❙❖❉ !♦♣♦❧♦❣② -❡♠❛✐♥  !❛❜❧❡ ❢♦- ❛ ✇✐❞❡  ♣❡❝!-✉♠ ♦❢  !♦✐❝❤✐♦♠❡!-②✱ ❤❡♥❝❡

♠❛♥②  ♦❧✐❞ ❡①✐ !✱ ✇❤✐❝❤  !-✉❝!✉-❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦-♠❛❧❧② ❞❡-✐✈❡❞ ❢-♦♠ ❙❖❉ ❜② !❤❡  ✉❜ !✐!✉!✐♦♥

♦❢ ◆❛

+
❝❛!✐♦♥ ✭❜② ♦!❤❡- ♠❡!❛❧ ❝❛!✐♦♥ ✇✐!❤ ❧♦✇ ❝❤❛-❣❡✮✱ ❈❧

−
❛♥✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❜②✳ ♦!❤❡- ❤❛❧✐❞❡ ✱

❙

2−
✱ ❙❖

2−
4 ✮✱ ❚ ❛!♦♠ ✭❡✳ ❣✳ ❜② ❇✱ 4✱ ●❛✮✱ ♦- ❡✈❡♥ ❖ ❛!♦♠ ✭✇✐!❤ ◆ ♦- ❈❧✮✳

✷✵

❚❤❡-❡ ❛-❡

♠❛♥② ♠❡❝❤❛♥✐ ♠ ❛❜❧❡ !♦ ❝❤❛♥❣❡ !❤❡  ♣❛❝❡ ❣-♦✉♣ ♦❢ ❙❖❉ !②♣❡ ❝-② !❛❧ ✇✐!❤♦✉! ❜-❡❛❦✐♥❣

✐! !♦♣♦❧♦❣② ✭♣❛-!✐❛❧ -♦!❛!✐♦♥ ♦- ❞❡❢♦-♠❛!✐♦♥ ♦❢ ❚❖4 ✉♥✐! ✱ ❞✐ !-✐❜✉!✐♦♥ ♦❢ ✈❛-✐♦✉ ❡❧❡♠❡♥! 

❜❡!✇❡❡♥ ❚  ✐!❡ ✱ ♦❝❝❧✉ ✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇  ②♠♠❡!-② ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐!❤✐♥ ❙❖❉ ❝❛❣❡ ✮✱ ❝♦♥ ❡W✉❡♥!❧②

!❤❡ ❧❛!!✐❝❡  ②♠♠❡!-② ♠❛② ❞✐✛❡- ❢-♦♠ !❤❡ ✐❞❡❛❧ ❙❖❉  ②♠♠❡!-②✱ ❛❝!✉❛❧❧②✱ ✐! ❞♦❡ ♥♦! ❡✈❡♥

♥❡❝❡  ❛-✐❧② -❡♠❛✐♥ ✇✐!❤✐♥ !❤❡ ❝✉❜✐❝  ② !❡♠✳

❨❊▲ ✐ ❙❖❉ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛❧❧ ❚  ✐!❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❆❧ ❛!♦♠ ✱ !❤❡ ✉♥✐! ❝❡❧❧ ❝♦♠♣♦ ✐!✐♦♥

❜❡✐♥❣ ❈❛8❆❧12❖24✭❙❖4✮2✱ ❛♥❞ !❤❡ ❛  ✉♠❡❞  ♣❛❝❡ ❣-♦✉♣ ♦❢ ❨❊▲ ✐ ❝✉❜✐❝ I43m✳ ❍♦✇❡✈❡-✱

!❤❡ ❧❛!!❡-  ♣❛❝❡ ❣-♦✉♣ ❤❛ ❜❡❡♥ W✉❡ !✐♦♥❡❞ ❛♥❞  ❡✈❡-❛❧ ❛❧!❡-♥❛!✐✈❡ -❡✜♥❡♠❡♥! ♦❢ ❨❊▲

 !-✉❝!✉-❡ ✇❡-❡ ♣-♦♣♦ ❡❞✱ !❡!-❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ♦-!❤♦-❤♦♠❜✐❝✳ ❚❤❡ ♥❡✉!-♦♥ ❞✐✛-❛❝!✐♦♥ -❡ ✉❧! ✱ ♦❜✲

!❛✐♥❡❞ ✐♥ !❤❡ ❡①♣❡-✐♠❡♥!❛❧ ♣❛-! ♦❢ ❜-✐❡❢❡❞ ✇♦-❦ ❬❍✸❪  ❤♦✇❡❞ !❤❛! !❤❡  !❛❜❧❡ ❨❊▲  !-✉❝!✉-❡

❛! -♦♦♠ !❡♠♣❡-❛!✉-❡ ✐ !❤❡ ♦-!❤♦-❤♦♠❜✐❝ ♦♥❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ !♦ Pcc2  ♣❛❝❡ ❣-♦✉♣ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣

!❤❡ ✉♥✐! ❝❡❧❧ !✇✐❝❡ ❧❛-❣❡- !❤❛♥ ✐♥ !❤❡ ❝❛ ❡ ♦❢ ❝✉❜✐❝ ❝❡❧❧✳ ❆! !❤❡ ❡❧❡✈❛!❡❞ !❡♠♣❡-❛!✉-❡ ✭✹✼✵

◦
❈✮

!❤❡ ♣❤❛ ❡ !-❛♥ ✐!✐♦♥ !♦ ✭♣ ❡✉❞♦✮❝✉❜✐❝  !-✉❝!✉-❡ ♦❝❝✉- ✳ ■♥ ♦-❞❡- !♦  !✉❞② -❡❧❛!✐✈❡ ❡♥❡-❣❡✲

!✐❝  !❛❜✐❧✐!② ♦❢ ✈❛-✐♦✉ ❨❊▲ ♣♦❧②♠♦-♣❤ ■ ♣❡-❢♦-♠❡❞ ❉❋❚✴4❇❊ ❣❡♦♠❡!-② ♦♣!✐♠✐③❛!✐♦♥

❢♦-  ❡✈❡-❛❧ ♠♦❞❡❧ ✳ ❆ !❤❡  !❛-!✐♥❣ ♣♦✐♥! ■ ✉ ❡❞  ❡✈❡-❛❧ ❡①♣❡-✐♠❡♥!❛❧  !-✉❝!✉-❡ !❛❦❡♥

❢-♦♠ ❧✐!❡-❛!✉-❡✿ ✭✐✮ ❝✉❜✐❝ I43m✱ ✭✐✐✮ ♦-!❤♦-❤♦♠❜✐❝ Pcc2 ✭♦❜!❛✐♥❡❞ ✐♥ !❤❡ ❡①♣❡-✐♠❡♥!❛❧ ♣❛-!

♦❢ ❞✐ ❝✉  ❡❞ ✇♦-❦ ❬❍✸❪✮✱ ✭✐✐✐✮ !❡!-❛❣♦♥❛❧ P4c2✱✷✶ ❛ ✇❡❧❧ ❛ ✭✐✈✮ !❤❡  !-✉❝!✉-❡ ♦❜!❛✐♥❡❞

❜② ❞✐ !♦-!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❜❛ ✐❝ -❡❣✉❧❛-  !-✉❝!✉-❡ ✭❡✳❣✳ ❜② -♦!❛!✐♥❣ ❙❖

2−
4 ❛♥✐♦♥✮✳ ▼♦-❡♦✈❡-✱ ❢♦-

!❤❡ ♦♣!✐♠✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ■ ❝♦♠♣✉!❡❞ ❡♥❡-❣✐❡ ♦❢ !❤❡ ✉♥✐! ❝❡❧❧ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥!-❛❝!❡❞ ❛-♦✉♥❞

✶✽

❏✳ ▼✳ ❙♦❧❡' ❡! ❛❧✳✱ ❏✳ &❤②)✳✿ ❈♦♥❞❡♥)✳ ▼❛!!❡0 ✷✵✵✷✱ ✶✹✱ ✷✼✹✺✲✷✼✼✾✳

✶✾

▼✳ ❈✳ ●✳ ❏✉❡♥❣❡'✱ ❋✳ ❲✐♥♥❡❢❡❧❞✱ ❏✳ ▲✳ :'♦✈✐<✱ ❏✳ ❍✳ ■❞❡❦❡'✱ ❈❡♠✳ ❈♦♥❝0✳ ❘❡)✳ ✷✵✶✶✱ ✹✶✱ ✶✷✸✷✲✶✷✹✸✳

✷✵

❲✳ ❉❡♣♠❡✐❡'✱ ❘❡✈✳ ▼✐♥❡0❛❧✳ ●❡♦❝❤❡♠✳ ✷✵✵✺✱ ✺✼✱ ✷✵✸✲✷✹✵✳

✷✶

❙F'✉❝F✉'❡ I43m ❨❊▲✿ ❍✳ ❙❛❛❧❢❡❧❞✱ ❲✳ ❉❡♣♠❡✐❡'✱ ❑0✐)!✳ ❚❡❝❤✳ ✶✾✼✷✱ ✼✱ ✷✷✾❀ P4c2✿ ❩✳ :❡✐①✐♥❣ ❡! ❛❧✳✱

&0♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦❢ ✾!❤ ■♥!❡0♥❛!✐♦♥❛❧ ❈♦♥❣0❡)) ♦♥ !❤❡ ❈❤❡♠✐)!0② ♦❢ ❈❡♠❡♥! ✶✾✾✷✱ ✶✱ ✷✵✶✲✷✵✽✳

✶✵



❋✐❣✉$❡ ✹✿ ❉❋❚✴$❇❊ '❡)✉❧,) ❢♦' ②❡✬❡❧✐♠✐,❡ ✭❨❊▲✮✿ ✭✶✮ ❡❧❡❝,'♦♥ ❡♥❡'❣② ♣❧♦,,❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝,✐♦♥

♦❢ ✉♥✐, ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦' ❞✐✛❡'❡♥, ❨❊▲ ♣♦❧②♠♦'♣❤)✱ ✭✷✮ ,❤❡ ♦♣,✐♠✐③❡❞ ❝✉❜✐❝ ),'✉❝,✉'❡ ✭I43m✮✱
✭✸✮ ,❡,'❛❣♦♥❛❧ ✭I4✮✱ ❛♥❞ ✭✹✮ ,❤❡ ♠♦), ),❛❜❧❡ ♦',❤♦'❤♦♠❜✐❝ ✭Pcc2✮ ♣♦❧②♠♦'♣❤✱ ✇✐,❤ ,❤❡ ✉♥✐,
❝❡❧❧ ,✇✐❝❡ ❧❛'❣❡' ,❤❛♥ ,❤❡ ❝✉❜✐❝ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥,) ❝♦❧♦'✐♥❣✿ ❙✕②❡❧❧♦✇✱ ❈❛✕❞❛'❦ ❜❧✉❡✱ ❆❧✕❧✐❣❤,

❜❧✉❡✱ ❖✕'❡❞✳

 ❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥❡'❣② * '✉❝ ✉'❡ ❛♥❞ ✜  ❡❞  ❤❡*❡ ❞❛ ❛  ♦ ▼✉'♥❛❣❤❛♥ ❢♦'♠✉❧❛ ❢♦' ❡♥❡'❣②✕

✈♦❧✉♠❡ ❝✉'✈❡✳

✷✷

❚❤❡ ♦♣ ✐♠✐③❡❞ * '✉❝ ✉'❡* ❛♥❞ ❡♥❡'❣②✕✈♦❧✉♠❡ ❝✉'✈❡* ❛'❡ *❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳ ❚❤❡ ♦' ❤♦'✲

❤♦♠❜✐❝ Pcc2 * '✉❝ ✉'❡ ❛♣♣❡❛'❡❞  ♦ ❜❡  ❤❡ ♠♦* * ❛❜❧❡ ❨❊▲ ♣♦❧②♠♦'♣❤ ✐♥ ❛❣'❡❡♠❡♥ 

✇✐ ❤ ❡①♣❡'✐♠❡♥ ❛❧ ❞❛ ❛✳ ❚❡ '❛❣♦♥❛❧ P4c2 * '✉❝ ✉'❡ ❝♦♥✈❡'❣❡❞  ♦  ❤❡ ❛❢♦'❡♠❡♥ ✐♦♥❡❞ Pcc2
♦♥❡✳ ■ *❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ❡❞✱  ❤❛ ♦' ❤♦'❤♦♠❜✐❝ Pcc2 ✉♥✐ ❝❡❧❧ ❤❛* ♣❛'❛♠❡ ❡'* ❝❧♦*❡  ♦  ❤❡*❡

'❡♣♦' ❡❞ ❢♦'  ❡ '❛❣♦♥❛❧ ♦♥❡ ✭a ≈ b✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ ❛♣♣❛'❡♥ ❧② ❡''♦♥❡♦✉* '❡✜♥❡♠❡♥ 

♦❢ ❨❊▲ * '✉❝ ✉'❡ ❛* P4c2✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ✉*✐♥❣ ❞✐* ♦' ❡❞ ❣❡♦♠❡ '✐❡* ♦❢  ❤❡ ❝✉❜✐❝ ❝❡❧❧ ❛*  ❤❡

* ❛' ✐♥❣ ♣♦✐♥ *✱ ■ ❢♦✉♥❞  ✇♦ ♥❡✇ * '✉❝ ✉'❡* ❤❛✈✐♥❣ ✐♥ ❡'♠❡❞✐❛ ❡ ❡♥❡'❣✐❡* ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ✈❛✲

❧✉❡* ❢♦' ♦' ❤♦'❤♦♠❜✐❝ ❛♥❞ ❝✉❜✐❝ ♣♦❧②♠♦'♣❤*✱ ♥❛♠❡❧②  ❡ '❛❣♦♥❛❧ I4 ❛♥❞ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ Cm✳

❚❤❡  ❡ '❛❣♦♥❛❧ ✉♥✐ ❝❡❧❧ ❤❛* ♣❛'❛♠❡ ❡'* *✐♠✐❧❛'  ♦ ❝✉❜✐❝ ❝❡❧❧ ✭c ≈ b = a✮✱ ✇❤✐❝❤ *✉❣❣❡* ✱

 ❤❛  ❤❡ ❝✉❜✐❝ ❨❊▲ ♣♦❧②♠♦'♣❤ ♦❜*❡'✈❡❞ ❛ ❤✐❣❤  ❡♠♣❡'❛ ✉'❡ ♠❛② ❜❡ ✐♥❞❡❡❞ ♣*❡✉❞♦❝✉❜✐❝

* '✉❝ ✉'❡ ✇✐ ❤ ❧♦✇❡' *②♠♠❡ '②✳ ❆* *❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹ ❡♥❡'❣②✕✈♦❧✉♠❡ ❝✉'✈❡ ♦❢  ❤❡ ♠♦* * ❛❜❧❡

Pcc2 * '✉❝ ✉'❡ ❝'♦**❡*  ❤❡ ❝✉'✈❡* ♦❢ I43m ❛♥❞ I4 ♣♦❧②♠♦'♣❤*✱ *✉❣❣❡* ✐♥❣  ❤❛  ❤❡ ♣❤❛*❡

 '❛♥*✐ ✐♦♥  ♦  ❤❡ ❧❛  ❡' *♣❡❝✐❡* ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♥❝'❡❛*✐♥❣ ♦' ❞❡❝'❡❛*✐♥❣  ❤❡ ♣'❡**✉'❡✳

✷✷

❋✳ ❉✳ ▼✉%♥❛❣❤❛♥✱  !♦❝✳ ◆❛'❧✳ ❆❝✳ ❙❝✐✳ ✶✾✹✹ ✸✵✱ ✷✹✹✲✷✹✼✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡6✉❛7✐♦♥ ♦❢ 87❛7❡ ✇❡%❡ ✉8❡❞✿

E(V ) = E(V0)−
B0V0
B′

0
−1

+ B0V
B′

0

(

(V0/V )
B

′

0

B′

0
−1

+ 1

)

✳

✶✶



❋✐❣✉$❡ ✺✿ ❚❤❡ ♦♣%✐♠✐③❡❞ ❛% ❉❋❚✴.❇❊ ❧❡✈❡❧ 3%4✉❝%✉4❡3 ♦❢ ❑❆❚✿ ✭✶✮ 3%♦✐❝❤✐♦♠❡%4✐❝ ♦♥❡

✭❈❛3❆❧2✭❖❍✮12✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❞♦♣❡❞ ♦♥❡ ❋❡ ✭❈❛3❆❧1.7❋❡0.3✭❖❍✮12✮✱ ✇✐%❤♦✉% ❡①%❡4♥❛❧ ♣4❡33✉4❡

❛♥❞ ✉♥❞❡4 ❤②❞4♦3%❛%✐❝ ♣4❡33✉4❡ ♦❢ ✸ ●.❆✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥%3 ❝♦❧♦4✐♥❣✿ ❈❛✕❞❛4❦ ❜❧✉❡✱ ❆❧✕❧✐❣❤%

❜❧✉❡✱ ❖✕4❡❞✱ ❍✕✇❤✐%❡✱ ❋❡✕❜4♦✇♥ ✭❈❛✕❖ ❜♦♥❞3 ♥♦% ❞❡♣✐❝%❡❞ ❢♦4 %❤❡ ❜❡%%❡4 ❝❧❛4✐%② ♦❢ ✜❣✉4❡✮✳

❚❤❡ ♣4♦❥❡❝%✐♦♥ ✐3 ✐♥ %❤❡ ❬✵✶✵❪ ❞✐4❡❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣4✐♠✐%✐✈❡ ❝❡❧❧ ♦❢ %❤❡ ❜♦❞②✲❝❡♥%❡4❡❞ ❝✉❜✐❝ ❧❛%%✐❝❡✳

 !❡❞✐❝&❡❞ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥❛❧❧② ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ Cm ♣♦❧②♠♦!♣❤ ❤❛0 ♥♦& ❜❡❡♥ ♦❜0❡!✈❡❞ ❡①♣❡!✐♠❡♥✲

&❛❧❧② ②❡&✿ ❤♦✇❡✈❡!✱ &❤❡ ❝♦✉!0❡ ♦❢ ✐&0 ❡♥❡!❣②✕✈♦❧✉♠❡ ❝✉!✈❡ 0❤♦✇0 &❤❛& &❤✐0 ♣❤❛0❡ ❝❛♥♥♦&

❜❡ ♦❜&❛✐♥❡❞ 0✐♠♣❧② ❜② ❡①♣❛♥0✐♦♥ ♦! ❝♦♠♣!❡00✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♠♦0& 0&❛❜❧❡ ♦!&❤♦!❤♦♠❜✐❝ ♣❤❛0❡✳

❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝✉❜✐❝ 0②♠♠❡&!② ✐♥ ❨❊▲ ✐0 ♣♦00✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ &❤❡ &❤!❡❡❢♦❧❞ 0②♠♠❡&!② ❛①✐0 ♦❢ ❙❖

2−
4

&❡&!❛❤❡❞!❛ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐&❤ &❤❡ 0✐①❢♦❧❞ ❛①✐0 ♦❢ ❙❖❉ ❝❛❣❡0✳ ❙✉❝❤ ❛!!❛♥❣❡♠❡♥&0 ❧❡❛❞✱ ❤♦✇❡✈❡!✱

&♦ ✉♥❢❛✈♦!❛❜❧❡ ❡❧❡❝&!♦0&❛&✐❝ ✐♥&❡!❛❝&✐♦♥0 ✐♥ ❛♥ ✐♦♥✐❝ ❧❛&&✐❝❡ ✭❙❖

2−
4 &❡&!❛❤❡❞!❛ ✇♦✉❧❞ 0❤❛!❡

❢❛❝❡0 ✇✐&❤ ❈❛❖6 ♦❝&❛❤❡❞!❛✮✱ &❤❡!❡❢♦!❡✱ ❧❛&&✐❝❡0 ✇✐&❤ ❧♦✇❡! 0②♠♠❡&!②✱ ✇✐&❤ 0✉❧❢❛&❡ ❛♥✐♦♥0

!♦&❛&❡❞ ✇✐&❤ !❡0♣❡❝& &♦ ❛❧✉♠✐♥❛&❡ 0❦❡❧❡&♦♥ ❛♥❞ &❤❡ ❧❛&&❡! ❜❡✐♥❣ ❡①♣❛♥❞❡❞✱ ❛!❡ ❡♥❡!❣❡&✐❝❛❧❧②

♠♦!❡ ❢❛✈♦!❛❜❧❡✳

❚❤❡ 0❡❝♦♥❞ ✇♦!❦ ♦♥ ❝!②0&❛❧❧✐♥❡ ❛❧✉♠✐♥❛&❡0 ✐♥ ❝❡♠❡♥&✱ ✇❤❡!❡ ■ ✇❛0 &❤❡ ♠❛✐♥ ❛✉&❤♦!

♦❢ &❤❡ &❤❡♦!❡&✐❝❛❧ ♣❛!&✱ ❞❡❛❧& ✇✐&❤ &❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝♦♠♣!❡00✐❜✐❧✐&② ♦❢ ❦❛&♦✐&❡ ✭❑❆❚✮ ✉♣♦♥

&❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ✇✐&❤ ❋❡

3+
✐♦♥0✳ ❑❆❚✱ ❈❛3❆❧2✭❙✐❖4✮(3−x)✭❖❍✮4x✱ 1.5 ≤ x ≤ 3✱ ✐0 &❤❡ ♠✐♥❡!❛❧ ♦❢

&❤❡ ❣❛!♥❡& ❣!♦✉♣✱ ❝!②0&❛❧❧✐③✐♥❣ ✐♥ &❤❡ ❝✉❜✐❝ 0②0&❡♠ ✭Ia3d✮✳✷✸ ❑❆❚ ✐0 &❤❡ 0❡❝♦♥❞❛!② ♣❤❛0❡

♦❢ &❤❡ ❤②❞!❛&❡❞  ♦!&❧❛♥❞ ❝❡♠❡♥&0✱ ✇❤❡!❡❛0 ✐&0 0✐❧✐❝♦♥✲❢!❡❡✱ ♣✉!❡❧② ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❢♦!♠ ✭❈3❆❍6

✐♥ ❝❡♠❡♥& ♥♦&❛&✐♦♥✮ ✐0 &❤❡ ♠❛✐♥ ♣!♦❞✉❝& ♦❢ ❤②❞!❛&✐♦♥ ♦❢ ❝❛❧❝✐✉♠ ❛❧✉♠✐♥❛&❡ ❝❡♠❡♥&0✳

✷✹

❇✉❧❦ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ ❜♦&❤ 0✐❧✐❝♦♥✲❢!❡❡ ❑❆❚ ✭❈3❆❍6✮✱ ❛♥❞ ❋❡
3+

❞♦♣❡❞ ♦♥❡ ✭❈❛3❆❧1.7❋❡0.3

✭❖❍✮12✮ ✇❡!❡ ♠❡❛0✉!❡❞ ✐♥ &❤❡ ❡①♣❡!✐♠❡♥&❛❧ ♣❛!& ♦❢ 0✉♠♠❛!✐③❡❞ ✇♦!❦ ❬❍✹❪ ✿ ❋❡

3+
✐♦♥

✐0 ❛♥ ✐♠♣✉!✐&② ❢!❡P✉❡♥&❧② 0✉❜0&✐&✉&✐♥❣ ❆❧

3+
✐♥ ✈❛!✐♦✉0 ❛❧✉♠✐♥❛&❡0 ❛♥❞ ❛❧✉♠✐♥♦0✐❧✐❝❛&❡0✳

❚❤❡ 0&❛!&✐♥❣ ♣♦✐♥& ❢♦! &❤❡ ❉❋❚✴ ❇❊ ❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥0✱ ❜❛0❡❞ ♦♥ ❝!②0&❛❧❧♦❣!❛♣❤✐❝ ❞❛&❛✱ ✇❛0

&❤❡ ♣!✐♠✐&✐✈❡ ✉♥✐& ❝❡❧❧ ♦❢ ❑❆❚ ✇✐&❤ ❈❛12❆❧8✭❖❍✮48 ❝♦♠♣♦0✐&✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ &✇✐❝❡ 0♠❛❧✲

✷✸

●✳ ❆✳ ▲❛❣❡'✱ ❲✳ ●✳ ▼❛'+❤❛❧❧✱ ❩✳ ▲✐✉✱ ❘✳ ❚✳ ❉♦✇❡+✱ ❆♠✳ ▼✐♥❡'❛❧✳ ✷✵✵✺✱ ✾✵✱ ✻✸✾✲✻✹✹✳

✷✹

❊✳ ▲✬❍>♣✐@❛❧✱ ❇✳ ▲♦@❤❡♥❜❛❝❤✱ ●✳ ▲❡ ❙❛♦✉@✱ ❉✳ ❑✉❧✐❦✱ ❑✳ ❙❝'✐✈❡♥❡'✱ ❈❡♠✳ ❈♦♥❝'✳ ❘❡0✳ ✷✵✶✺✱ ✼✺✱ ✾✶✲✶✵✸❀

❲✳ ❊✳ ▲❡❡ ❡3 ❛❧✳✱ ■♥3✳ ▼❛3❡'✳ ❘❡✈✳ ✷✵✵✶✱ ✹✻✱ ✶✹✺✲✶✻✻✳

✶✷



❧❡" #❤❛♥ #❤❡ ❜♦❞②✲❝❡♥#❡"❡❞ ❝✉❜✐❝ ❝❡❧❧✳ ❚♦ ❞❡1❝"✐❜❡❞ ❞♦♣❡❞ ❑❆❚✱ ♦♥❡ ♦❢ ❆❧ ❛#♦♠1 ✇❛1

"❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❋❡ ♦♥❡✱ ❣✐✈✐♥❣ ❋❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ♦♥❧② ♠✐♥✉#❡❧② 1♠❛❧❧❡" #❤❛♥ #❤❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥#❛❧ ♦♥❡✳ ❋✐"1#

■ ♦♣#✐♠✐③❡❞ 1#♦✐❝❤✐♦♠❡#"✐❝ ❛♥❞ ❋❡ ❑❆❚✱ #❤❡♥ ■ "✉♥ ❛ 1❡"✐❡1 ♦❢ ❝♦♥1#❛♥# ✈♦❧✉♠❡ ♦♣#✐♠✐③❛#✐♦♥1

❢♦" #❤❡ ❝❡❧❧1 1#"❡11❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛"♦✉♥❞ #❤❡ ❡?✉✐❧✐❜"✐✉♠ ✈♦❧✉♠❡1✳

❋♦" #❤❡ ❧❛##❡" ❞❛#❛ ■ ✜# ❡♥❡"❣②✕✈♦❧✉♠❡ ❝✉"✈❡1 ✉1✐♥❣ #❤❡ #❤✐"❞"✲♦"❞❡" ▼✉"♥❛❣❤❛♥ ❢♦"✲

♠✉❧❛ ❛♥❞ ♦❜#❛✐♥❡❞ ❜✉❧❦ ♠♦❞✉❧✐ ❇✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ ■ ♦♣#✐♠✐③❡❞ ❜♦#❤ ✈❛"✐❛♥#1 ♦❢ ❑❆❚ ✉♥❞❡"

❤②❞"♦1#❛#✐❝ ♣"❡11✉"❡ ♦❢ ✸●G❛✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉#❡❞ ✈❛❧✉❡1 ♦❢ ❇ ❛"❡ ❛❜♦✉# ✷✵✪ ❧♦✇❡" #❤❛♥ ❡①♣❡✲

"✐♠❡♥#❛❧ ♦♥❡1 ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛1❝"✐❜❡❞ #♦ ✉♥❞❡"❡1#✐♠❛#✐♥❣ #❤❡ ❜♦♥❞ 1#"❡♥❣#❤ ❜② ❣"❛❞✐❡♥#

❡①❝❤❛♥❣❡✕❝♦""❡❧❛#✐♦♥ ❢✉♥❝#✐♦♥❛❧✮✱ ❤♦✇❡✈❡"✱ #❤❡ ❧♦✇❡"✐♥❣ ♦❢ ❇ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❋❡ ❞♦♣❡❞ ❑❆❚ ✐1 ?✉✲

❛❧✐#❛#✐✈❡❧② "❡♣"♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣"❡11✐♦♥ ♦❢ ❜♦#❤ ❑❆❚ ✈❛"✐❛♥#1 ✐1 ❛11♦❝✐❛#❡❞ ✇✐#❤ ❜♦♥❞ ❝♦♥✲

#"❛❝#✐♦♥1✱ ✇✐#❤♦✉# #❤❡ "❡❧❛#✐✈❡ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥#1 ♦❢ ❝♦♦"❞✐♥❛#✐♦♥ ♣♦❧②❤❡❞"❛✱ ❛1 1❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②1✐1 ♦❢ ❜♦♥❞✐♥❣ ♣❛##❡"♥ ✐♥ ❡?✉✐❧✐❜"✐✉♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣"❡11❡❞ 1#"✉❝#✉"❡1 ♦❢ 1#✉❞✐❡❞ ❑❆❚

♠♦❞❡❧1 "❡✈❡❛❧❡❞✱ #❤❛# #❤❡ "❡♣❧❛❝❡♠❡♥# ♦❢ ❆❧✭❖❍✮6
3−

♦❝#❛❤❡❞"♦♥ ❜② ❋❡✭❖❍✮6
3−

♦♥❡ ✐♥✲

❝"❡❛1❡❞ #❤❡ ♥❡#✇♦"❦ ♦❢ ❤②❞"♦❣❡♥ ❜♦♥❞1 ✭#❤❡ 1❤♦"#❡♥✐♥❣ ♦❢ ♠❡❛♥ ❤②❞"♦❣❡♥ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣#❤1

❜② ✵✳✸ ➴ ❛♥❞ ✐♥❝"❡❛1❡ ✐♥ #❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡" ♦❢ #❤❡1❡ ❜♦♥❞1 ♣❡" ❍ ❛#♦♠ ♦✈❡" ♦♥❡✮✱ ❛# #❤❡

❡①♣❡♥1❡ ♦❢ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ♦❢ ❈❛✕❖ ❜♦♥❞1 ✭#❤❡ ♠❡❛♥ ❧❡♥❣#❤ ♦❢ #❤❡ ❧❛##❡" ❜♦♥❞1 ✐♥❝"❡❛1❡1 ❜② ✵✳✵✷

➴ ❛♥❞ #❤❡ ♠❡❛♥ ❈❛✕❖ ❝♦♦"❞✐♥❛#✐♦♥ ♥✉♠❜❡" ❞"♦♣♣❡❞ ❜❡❧♦✇ ✽✮✳ ❚❤❡ ❧❛##❡" ❡✛❡❝# ♦✈❡"✇❤❡❧✲

♠❡❞✱ ❤❡♥❝❡ #❤❡ ✐♥❝"❡❛1❡❞ ❝♦♠♣"❡11✐❜✐❧✐#② ♦❢ ❈❛✕❖ ♣♦❧②❤❡❞"❛ ❧♦✇❡"❡❞ #❤❡ ♦✈❡"❛❧❧ ❇ ✈❛❧✉❡

✐♥ ❋❡ ❞♦♣❡❞ ❑❆❚✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ 1❤♦"#❡♥✐♥❣ ♦❢ ❈❛✕❖ ❜♦♥❞1 ✐♥ #❤❡ 1#♦✐❝❤✐♦♠❡#"✐❝ ❛♥❞ ❞♦♣❡❞

❑❆❚ ✉♥❞❡" #❤❡ ♣"❡11✉"❡ ♦❢ ✸ ●G❛ ❛♠♦✉♥#1 #♦ ✵✳✵✷✺ ❛♥❞ ✵✳✵✹✵ ➴✱ "❡1♣❡❝#✐✈❡❧②✱ #❤❡ "❡♠❛✲

✐♥✐♥❣ ❜♦♥❞1 ❝♦♥#"❛❝# ✉♥❞❡" ♣"❡11✉"❡ ✉♥✐❢♦"♠❧②✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②1✐1 ♦❢ ❍✐"1❤❢❡❧❞ ❝❤❛"❣❡1 1❤♦✇❡❞

#❤❛# #❤❡ ❝❤❛"❣❡ ✢♦✇ ✐♥ ♣"❡11✉"✐③❡❞ ❑❆❚ ❧❛##✐❝❡1 ♦❝❝✉""❡❞ ♠❛✐♥❧② ❜❡#✇❡❡♥ ❈❛ ❛♥❞ ❖ ❛#♦♠1✳

✷✳✷✳✸ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉+❛+✐♦♥❛❧ ❞❡+❡1♠✐♥❛+✐♦♥ ♦❢ 3+1✉❝+✉1❛❧✱ ♦♣+✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡+✐❝

♣1♦♣❡1+✐❡3 ♦❢ ✉❧+1❛♠❛1✐♥❡ ♣✐❣♠❡♥+3 ✇✐+❤ ♣❡1✐♦❞✐❝ ❛♥❞ ❝❧✉3+❡1 ♠♦❞❡❧✐♥❣

❬❍✺✱ ❍✽❪

❯❧#"❛♠❛"✐♥❡1 ✭❯▼✮ ❛"❡ ♦♥❡ ♦❢ #❤❡ ♠♦1# ❝♦♠♠♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♣✐❣♠❡♥#1✱ ❦♥♦✇♥ 1✐♥❝❡ ❛♥❝✐❡♥#

#✐♠❡1 ❛1 ♠✐♥❡"❛❧ ❧❛③✉"✐#❡ ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝#✉"❡❞ 1✐♥❝❡ #❤❡ ✶✾#❤ ❝❡♥#✉"②✳

✷✺

❯▼ ❛"❡ ❙❖❉ #②♣❡

❛❧✉♠✐♥♦1✐❧✐❝❛#❡1 ✭1❡❡ ✷✳✷✳✷✮ ❚❤❡✐" ✐♥#❡♥1❡ ❜❧✉❡ ❝♦❧♦" 1#❡♠1 ❢"♦♠ ❙

•−

3 "❛❞✐❝❛❧ ❛♥✐♦♥1 "❡♣❧❛❝✐♥❣

❈❧

−
❛♥✐♦♥1 ✇✐#❤✐♥ ❙❖❉ 1#"✉❝#✉"❡✳ ❆♣❛"# ❢"♦♠ #❤❡ ❛❢♦"❡♠❡♥#✐♦♥❡❞ ❜❧✉❡ ❙

•−

3 ❝❤"♦♠♦♣❤♦"❡✱

❙❖❉ ❝❛❣❡1 ❝❛♥ ❜❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ②❡❧❧♦✇ ❙

•−

2 ❝❤"♦♠♦♣❤♦"❡✱ ❛1 ✇❡❧❧ ❛1 ❝"✉❞❡❧② ❝❤❛"❛❝#❡"✐③❡❞

"❡❞ ❝❤"♦♠♦♣❤♦"❡✱ ✉1✉❛❧❧② ❛1❝"✐❜❡❞ #♦ #❡#"❛1✉❧❢✉" ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦" ❛♥✐♦♥✳ ❚❤❡"❡ ❛"❡ ❛❧1♦ ❦♥♦✇♥

1②♥#❤❡#✐❝ ❛♥❛❧♦❣✉❡1 ♦❢ ❯▼✱ ✇❤❡"❡ ❛❢♦"❡♠❡♥#✐♦♥❡❞ ❝♦❧♦"❡❞ ♣♦❧②1✉❧❢✉" 1♣❡❝✐❡1 ❛"❡ ♦❝❝❧✉❞❡❞

✐♥ #❤❡ ❝❛❣❡1 ♦❢ ❛❧✉♠✐♥♦1✐❧✐❝❛#❡1 ♦#❤❡" #❤❛♥ ❙❖❉✳

✷✻

❉❡1♣✐#❡ ❛ ❧❛"❣❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ❡①♣❡"✐♠❡♥✲

#❛❧ ✇♦"❦1 ♦♥ ❯▼✱ ❛1 ✇❡❧❧ ❛1 #❤❡♦"❡#✐❝❛❧ 1#✉❞✐❡1 ♦♥ ❙

•−

3 "❛❞✐❝❛❧1 ✭❡✐#❤❡" #❤❡ ✐1♦❧❛#❡❞ ♦♥❡1

♦" ✇✐#❤✐♥ 1♠❛❧❧ ❝❧✉1#❡" ♠♦❞❡❧1 ✇✐#❤ ❛ ❢❡✇ ❝❛#✐♦♥1✮✱

✷✼

#❤❡ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥❛❧ ♣❡"✐♦❞✐❝ "❡1✉❧#1✱

1♦♠❡✇❤❛# 1✉"♣"✐1✐♥❣❧②✱ ❤❛✈❡ ♥♦# ❜❡❡♥ "❡♣♦"#❡❞ ✉♥#✐❧ ♥♦✇✳ ❲✐#❤ ♠② 1#✉❞✐❡1 ■ ❛✐♠❡❞ #♦ ✜❧❧

#❤✐1 ❣❛♣✱ #❤❡ ❣♦❛❧ ■ ❛❝❝♦♠♣❧✐1❤❡❞ 1✉❝❝❡11❢✉❧❧②✱ ❛♥❞ #❤❡ ❡✛❡❝# ♦❢ ♠② ❡✛♦"#1 ❛"❡ #✇♦ ✉♥❛11✐✲

1#❡❞ ♣❛♣❡"1✳ ❚❤❡ ✜"1# ♣❛♣❡" ✭❬❍✺❪✮ ❝♦♥#❛✐♥1 #❤❡ ❛♥❛❧②1✐1 ♦❢ 1#"✉❝#✉"❛❧ ❛♥❞ 1♣❡❝#"♦1❝♦♣✐❝

♣"♦♣❡"#✐❡1 ♦❢ ❜❧✉❡ ❯▼✱ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐#❤ ♣❡"✐♦❞✐❝ ❛♥❞ ❧❛"❣❡ ❝❧✉1#❡" ♠♦❞❡❧1✱ ❛♥❞ #❤❡ ❝♦♥❢"♦♥✲

#❛#✐♦♥ ♦❢ 1✉❝❤ "❡1✉❧#1 ✇✐#❤ #❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥#❛❧ ❞❛#❛✳ ■♥ #❤✐1 ✇♦"❦✱ ■ ♣"❡1❡♥#❡❞ ❛❧1♦

♣"❡❧✐♠✐♥❛"② "❡1✉❧#1 ❢♦" #❤❡ ②❡❧❧♦✇ ❙

•−

2 ❝❤"♦♠♦♣❤♦"❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❡"✐♠❡♥#❛❧ ❝❤❛"❛❝#❡"✐③❛#✐♦♥

✇❛1 #❤❡ 1✉❜❥❡❝# ♦❢ ❝♦♥#"♦✈❡"1②✳ ■♥ #❤❡ 1❡❝♦♥❞ ✇♦"❦ ✭❬❍✽❪✮ ■ ♠❛♥❛❣❡❞ #♦ ❝❧❛"✐❢② #❤❡ ✐❞❡♥#✐#②

♦❢ ❝❤"♦♠♦♣❤♦"❡ ♦❝❝✉""✐♥❣ ✐♥ #❤❡ 1②♥#❤❡#✐❝ "❡❞ ❯▼✱ ✉♣ #♦ ❞❛#❡ ✈❛"✐♦✉1❧② ✐❞❡♥#✐✜❡❞ ❛1 ♦♥❡

♦❢ #❤❡ ✐1♦♠❡"1 ♦❢ ❡✐#❤❡" "❛❞✐❝❛❧ ❙

•−

4 ❛♥✐♦♥ ♦" ♥❡✉#"❛❧ ❙4 ♠♦❧❡❝✉❧❡✳

✷✺

❉✳ ❘❡✐♥❡♥✱ ●✳✲●✳ ▲✐♥❞♥❡+✱ ❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳ ❘❡✈✳ ✶✾✾✾✱ ✷✽✱ ✼✺✲✽✹✳

✷✻

❙✳ ❑♦✇❛❧❛❦✱ ❆✳ ❏❛♥❦♦✇9❦❛✱ ❙✳ ❩❡✐❞❧❡+✱ ❆✳ ❇✳ ❲✐➛❝❦♦✇9❦✐ ❏✳ ❙♦❧✐❞ ❙0❛0❡ ❈❤❡♠✳ ✷✵✵✼✱ ✶✶✽✱ ✶✶✶✾✲✶✶✷✹✳

✷✼

▼✳ ❲✳ ❲♦♥❣✱ ❚♦♣✳ ❈✉66✳ ❈❤❡♠✳ ✷✵✵✸✱ ✷✸✶✱ ✶✲✷✾❀ ❘✳ ❙E❡✉❞❡❧✱ ❚♦♣✳ ❈✉66✳ ❈❤❡♠✳ ✷✵✵✸✱ ✷✸✶✱ ✶✷✼✲✶✺✷❀

❘✳ ❙E❡✉❞❡❧✱ ❚✳ ❈❤✐✈❡+9✱ ❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳ ❘❡✈✳ ✷✵✶✾✱ ✹✽✱ ✸✷✼✾✲✸✸✶✾✳

✶✸



❋♦" ❣❡♦♠❡&"② ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ❛♥❞ Γ ♣❤♦♥♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥2 ❛& &❤❡ ❉❋❚ ❧❡✈❡❧✱ ■ ❡♠♣❧♦②✲

❡❞ ◗❯❆◆❚❯▼ ❊❙@❘❊❙❙❖ ❝♦❞❡✱

7
✇✐&❤ ❣"❛❞✐❡♥& @❇❊ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧✱

9
✉❧&"❛2♦❢& ❱❛♥❞❡"❜✐❧&

♣2❡✉❞♦♣♦&❡♥&✐❛❧2

✷✽

❛♥❞ ♣❧❛♥❡✲✇❛✈❡ ❝✉&♦✛ ❡♥❡"❣② ♦❢ ✹✵ ❘②✳ ❋♦" ❇"✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ 2❛♠♣❧✐♥❣✱

■ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥✐❢♦"♠ ✷×✷×✷ ❦ ✲♣♦✐♥&2 ♠❡2❤ ✐♥ ❬❍✺❪ 2&✉❞②✱ ❢♦" ❬❍✽❪ ♣❛♣❡"✱ ■ ❢♦✉♥❞ Γ ♣♦✐♥&

❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥2 ❜❡✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤✳

■♥ ♦"❞❡" &♦ ❞❡&❡"♠✐♥❡ 2♣❡❝&"♦2❝♦♣✐❝ ♣"♦♣❡"&✐❡2 ♦❢ ✐♥&❡"❡2&✱ ■ ❝✉& ❧❛"❣❡ ❝❧✉2&❡" ♠♦❞❡❧2

❢"♦♠ &❤❡ ♦♣&✐♠✐③❡❞ ♣❡"✐♦❞✐❝ 2&"✉❝&✉"❡2 ❛♥❞✱ ❢♦" &❤✐2 ❝❛&❡❣♦"② ♠♦❞❡❧2✱ ■ ♣❡"❢♦"♠❡❞ ❛❧❧✲

❡❧❡❝&"♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥2 ✇✐&❤ ❖❘❈❆ ♣❛❝❦❛❣❡

✷✾

❢♦" ♠♦❧❡❝✉❧❛" ❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥2✱ ✉2✐♥❣ ❛&♦♠✲❝❡♥&❡"❡❞

●❛✉22✐❛♥ ❜❛2✐2 2❡&2✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥&❛❣❡2 ♦❢ 2✉❝❤ ❜❛2✐2 2❡&2 ❛"❡✿ ✭✐✮ &❤❡ ❡①♣❧✐❝✐& &"❡❛&♠❡♥& ♦❢

❝♦"❡ ❡❧❡❝&"♦♥2✱ ♦✇✐♥❣ &♦ "❛&❤❡" ❣♦♦❞ "❡♣"❡2❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ ♦2❝✐❧❧❛&✐♥❣ "❛❞✐❛❧ ♣❛"& ♦❢ ♦"❜✐&❛❧2

✐♥ &❤❡ ✈✐❝✐♥✐&② ♦❢ ♥✉❝❧❡✐ ❜② ❛ 2♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ❜❛2✐2 ❢✉♥❝&✐♦♥2✱

✸✵

❛♥❞ ✭✐✐✮ "❡❧❛&✐✈❡❧② ❧♦✇

❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ❝♦2& ♦❢ &✇♦ ❡❧❡❝&"♦♥ ✐♥&❡❣"❛❧2✱ ♥♦&❛❜❧② &❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦♥❡2✳ ❚❤❡ ❧❛&&❡" ❡♥❛✲

❜❧❡2 ❡✛❡❝&✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ ♠♦"❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞✱ ✇✐&❤ "❡2♣❡❝& &♦ ✭2❡♠✐✮❧♦❝❛❧ ❉❋❚ ✈❛"✐❛♥&2✱

❡❧❡❝&"♦♥✐❝ 2&"✉❝&✉"❡ ♠❡&❤♦❞2✱ 2✉❝❤ ❛2 ❤②❜"✐❞ ❉❋❚ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧2 ✭❝♦♥&❛✐♥✐♥❣ &❤❡ ❛❞♠✐①&✉"❡

♦❢ ❍❛"&"❡❡✲❋♦❝❦ ❡①❝❤❛♥❣❡✮ ♦" ✈❛"✐♦✉2 ❝♦""❡❧❛&❡❞ ♠❡&❤♦❞2 ✉&✐❧✐③✐♥❣ ✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦✲

♥❛❧ ❛♣♣"♦❛❝❤ ✭"❡❢❡""❡❞ &♦ ❛2 ✏X✉❛♥&✉♠ ❝❤❡♠✐2&"② ♠❡&❤♦❞2✑✮ ✐♥ ●❛✉22✐❛♥ ❢✉♥❝&✐♦♥2 ❡♠✲

♣❧♦②✐♥❣ ❝♦❞❡2✳ ■♥ ♠② ❝❧✉2&❡" ❉❋❚ 2&✉❞✐❡2✱ ■ ✉2❡❞ &"✐♣❧❡✲③❡&❛ X✉❛❧✐&② ●❛✉22✐❛♥ ❜❛2✐2 2❡&2

✇✐&❤ ♣♦❧❛"✐③❛&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥2 ❢♦" &❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ 2❤❡❧❧2 ❛♥❞ ❛❞❞✐&✐♦♥❛❧❧② ❞✐✛✉2✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥2 ♦♥

❙ ❛&♦♠2 ✇✐&❤✐♥ ❛♥✐♦♥✐❝ "❛❞✐❝❛❧2✳ ■ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❤②❜"✐❞ ❇✸▲❨@ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧

✸✶

❢♦" &❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥2

♦❢ ❣ &❡♥2♦" ✐♥ &❤❡ ❡❧❡❝&"♦♥ ♣❛"❛♠❛❣♥❡&✐❝ "❡2♦♥❛♥❝❡ ✭❊@❘✮ 2♣❡❝&"♦2❝♦♣②✳ ❚❤❡ ✈❡"&✐❝❛❧

❡❧❡❝&"♦♥✐❝ ❡①❝✐&❛&✐♦♥ ❡♥❡"❣✐❡2 ✇❡"❡ ❝♦♠♣✉&❡❞ ❛& &✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ❉❋❚ ✭❚❉❉❋❚✮ ❧❡✈❡❧

✇✐&❤ ❛2②♠♣&♦&✐❝❛❧❧② ❝♦""❡❝&❡❞ ❤②❜"✐❞ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧2✿ ❈❆▼✕❇✸▲❨@

✸✷

✐♥ ❬❍✺❪ 2&✉❞② ❛♥❞ ▲❈✕

❇▲❨@

✸✸

✐♥ ❬❍✽❪✳ ■& ✐2 ✇♦"&❤✇❤✐❧❡ &♦ ♥♦&❡ &❤❛& ♦♥❧② &❤❡ ❧❛&&❡" ❝❧❛22 ♦❢ ❢✉♥❝&✐♦♥❛❧2 ❞❡❧✐✈❡"

❡①❝✐&❛&✐♦♥ ❡♥❡"❣✐❡2 ❝♦♠♣❛"❛❜❧❡ &♦ ❯❱✲❱✐2 ❡①♣❡"✐♠❡♥&2 ❢♦" ❝❧✉2&❡" ♠♦❞❡❧2✱ ♦&❤❡" ❢✉♥❝&✐♦✲

♥❛❧2 ✭❣"❛❞✐❡♥& ♦" 2✐♠♣❧❡ ❤②❜"✐❞✮ ♣"❡❞✐❝&❡❞ ♣❧❡♥&② ♦❢ ❛♣♣❛"❡♥&❧② ✉♥♣❤②2✐❝❛❧ ❡①❝✐&❛&✐♦♥2 ✐♥

&❤❡ ♦♣&✐❝❛❧ "❡❣✐♦♥✱ 2&❡♠♠✐♥❣ ❢"♦♠ &❤❡ ❝❤❛"❣❡ &"❛♥2❢❡" ❜❡&✇❡❡♥ ❙ ❛&♦♠2 ❛♥❞ &❤❡ ❧❛&&✐❝❡

❖ ❛&♦♠2✳ ❆❞❞✐&✐♦♥❛❧❧② ✐♥ ❬❍✽❪ ✇♦"❦ ■ ♣❡"❢♦"♠❡❞ ❡❧❡❝&"♦♥✐❝ 2&"✉❝&✉"❡ ❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥2 ❢♦" ❙

•−

4

❛♥❞ ❙4 2♣❡❝✐❡2 ✉2✐♥❣ ❝♦""❡❧❛&❡❞ ♠❡&❤♦❞2 ♦❢ X✉❛♥&✉♠ ❝❤❡♠✐2&"②✱ ♥❛♠❡❧② ❈❈❙❉✭❚✮ ✭&❤❡

✈❛"✐❛♥& ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❧✉2&❡" ❛♣♣"♦❛❝❤✮ ❛♥❞ ❈❆❙❙❈❋✰◆❊❱@❚✷ ✭&❤❡ ✈❛"✐❛♥& ♦❢ ❝♦♠♣❧❡&❡ ❛❝✲

&✐✈❡ 2♣❛❝❡ 2❡❧❢✲❝♦♥2✐2&❡♥& ✜❡❧❞ ♠❡&❤♦❞ ✇✐&❤ 2❡❝♦♥❞✲♦"❞❡" ♣❡"&✉"❜❛&✐♦♥ ❝♦""❡❝&✐♦♥2✮✱ ✉2✐♥❣

X✉❛❞"✉♣❧❡✲③❡&❛ ❜❛2✐2 2❡&2✱ ❛✉❣♠❡♥&❡❞ ✇✐&❤ ❞✐✛✉2✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥2 ❢♦" ❙

•−

4 ❛♥✐♦♥✳

■♥ ♠② 2&✉❞✐❡2 ♦♥ ❜❧✉❡ ❯▼ ✭❬❍✺❪✮ ■ ♣❡"❢♦"♠❡❞ ❉❋❚✴@❇❊ ❣❡♦♠❡&"② ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥

❢♦" &✇❡❧✈❡ ♣❡"✐♦❞✐❝ ♠♦❞❡❧2 ✐♥ &♦&❛❧✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ &♦ &❤"❡❡ &②♣❡2 ♦❢ ✉♥✐& ❝❡❧❧ 2&♦✐❝❤✐♦♠❡&"②✿

✭✐✮ ◆❛8✭❙
•−

3 ✮❈❧✲2♦❞✱ ✭✐✐✮ ◆❛7✭❙
•−

3 ✮✲2♦❞✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ◆❛8✭❙
•−

3 ✮2✲2♦❞✱ ✇❤❡"❡ 2♦❞ ❂ ✭❙✐6❆❧6❖24✮
6−
✱

❛♥❞ ♦❢ &❤❡ ❞✐✛❡"❡♥& ✐♥✐&✐❛❧ ♦"✐❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ ❙

•−

3 "❛❞✐❝❛❧ ✇✐&❤✐♥ ❙❖❉ ❝❛❣❡✳ ❚❤❡2❡ ♠♦❞❡❧2 ❝♦♥✈❡"✲

❣❡❞ ❡✈❡♥&✉❛❧❧② &♦ &❡♥ ✐♥❡X✉✐✈❛❧❡♥& ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ ❡♥❡"❣② ✭❢♦" ❛ ❣✐✈❡♥ ✉♥✐& ❝❡❧❧ ❝♦♠♣♦2✐&✐♦♥

&❤❡ ❡♥❡"❣② ❞✐✛❡"❡♥❝❡2 ❞✐❞ ♥♦& ❡①❝❡❡❞ ❛ ❢❡✇ ❦❏✴♠♦❧ ♣❡" ✉♥✐& ❝❡❧❧✮✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ 2✐① &❤❡ ♠♦2&

2&❛❜❧❡ ♦♥❡2 ✭✐✳❡ &✇♦ ♠♦❞❡❧2 ♣❡" ❡❛❝❤ ❝♦♥2✐❞❡"❡❞ 2&♦✐❝❤✐♦♠❡&"②✮ ■ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❣"❡❛&❡" ❞❡✲

&❛✐❧ ❛♥❞ ✉2❡❞ ❢♦" 2✉❜2❡X✉❡♥& ❝❧✉2&❡" ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❊①❡♠♣❧❛"② ♠♦❞❡❧2 ❛"❡ ♣"❡2❡♥&❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳

❙✕❙ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣&❤2 ❛♠♦✉♥& &♦ ❛❜♦✉& ✷✳✵ ➴✱ ❛♥❞ &❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❙✕❙✕❙ ❛♥❣❧❡2 ❛"❡ ✐♥ &❤❡ "❛♥✲

❣❡ ♦❢ ✶✵✽

◦
✕✶✶✹

◦
✱ &❤✉2 ❜❡✐♥❣ ♦♥❧② ♠✐♥✉&❡❧② ❧♦✇❡" &❤❛♥ &❤❡ ❝♦""❡2♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡2 ♣"❡❞✐❝✲

✷✽

❉✳ ❱❛♥❞❡'❜✐❧+✱  ❤②#✳ ❘❡✈✳ ❇ ✶✾✾✵✱ ✹✶✱ ✼✽✾✷✲✼✽✾✺✳

✷✾

❋✳ ◆❡❡+❡✱ ❲✐❧❡② ■♥0❡1❞✐#❝✐♣✳ ❘❡✈✳✿ ❈♦♠♣✉0✳ ▼♦❧✳ ❙❝✐✳ ✷✵✶✽✱ ✽✱ ❡✶✸✷✼✳

✸✵

❆/ ❧❡❛+/ ❢♦4 /❤❡ ❧✐❣❤/ ❛/♦♠+✱ ❢♦4 /❤❡ ❤❡❛✈✐❡4 ♦♥❡+ ✭❩❃✹✵✮ ♦♥❡ ♥❡❡❞ /♦ ❡✐/❤❡4 ❛♣♣❧② ❡✛❡❝/✐✈❡ ❝♦4❡

♣♦/❡♥/✐❛❧+✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ 4❡❧❛/✐✈✐+/✐❝ ❡✛❡❝/+ ❢♦4 ❝♦4❡ ❡❧❡❝/4♦♥+ ♦4 ❡①♣❧✐❝✐/❧② ✉+❡ 4❡❧❛/✐✈✐+/✐❝ ✈❛4✐❛♥/+ ♦❢ H✉❛♥/✉♠

♠❡❝❤❛♥✐❝+✳

✸✶

❆✳ ❉✳ ❇❡❝❦❡✱ ❏✳ ❈❤❡♠✳  ❤②#✳ ✶✾✾✸ ✾✽✱ ✶✸✼✷✲✶✸✼✼❀ ❈✳ ▲❡❡✱ ❲✳ ❨❛♥❣✱ ❘✳●✳ S❛44✱  ❤②#✳ ❘❡✈✳ ❇ ✶✾✽✽✱

✸✼✱ ✼✽✺✲✼✽✾✳

✸✷

❚✳ ❨❛♥❛✐✱ ❉✳ S✳ ❚❡✇✱ ◆✳ ❈✳ ❍❛♥❞②✱ ❈❤❡♠✳  ❤②#✳ ▲❡00✳ ✷✵✵✹✱ ✸✾✸✱ ✺✶✲✺✼✳

✸✸

❨✳ ❚❛✇❛❞❛✱ ❚✳ ❚+✉♥❡❞❛✱ ❙✳ ❨❛♥❛❣✐+❛✇❛✱ ❚✳ ❨❛♥❛✐✱ ❑✳ ❍✐4❛♦✱ ❏✳ ❈❤❡♠✳  ❤②#✳ ✷✵✵✹✱ ✶✷✵✱ ✽✹✷✺✲✽✹✸✸✳

✶✹



❋✐❣✉$❡ ✻✿ ❚❤❡ #$%✉❝$✉%❡# ♦❢ ❜❧✉❡ ✉❧$%❛♠❛%✐♥❡#✿ ✭✶✮ $❤❡ ❣❡♥❡%❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ $❤❡ ❝✉❜✐❝ #♦❞❛❧✐$❡✲

$②♣❡ ❧❛$$✐❝❡ ✇✐$❤ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♦♥✿ ❢♦% ❝❧❛%✐$② ◆❛

+
✐♦♥# ♦♠✐$$❡❞ ❛♥❞ ❙

•−

3 ✐♦♥# #❤♦✇♥ ♦♥❧②

❢♦% #✐♥❣❧❡ ❝❡❧❧✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐$❤ $❤❡ ❉❋❚✴A❇❊ ♦♣$✐♠✐③❡❞ ♠♦❞❡❧#✿ ✭✷✮ $❤❡ ♠♦#$ #$❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧

♦❢ ◆❛8✭❙
•−

3 ✮❈❧✲#♦❞ #$♦✐❝❤✐♦♠❡$%②✱ ✭✸✮ $❤❡ ♠♦#$ #$❛❜❧❡ ◆❛8✭❙
•−

3 ✮2✲#♦❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡%❡ #♦❞ ❂

✭❙✐6❆❧6❖24✮
6−
✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥$# ❝♦❧♦%✐♥❣✿ ❙✕②❡❧❧♦✇✱ ◆❛✕♣✉%♣❧❡✱ ❙✐✕❞❛%❦ ❜❧✉❡✱ ❆❧✕❧✐❣❤$ ❜❧✉❡✱

❖✕%❡❞✱ ❍✕✇❤✐$❡✱ ❈❧✕❣%❡❡♥✳

 ❡❞ ❛ ❉❋❚✴(❇❊ ❧❡✈❡❧ ❢♦/  ❤❡ ✐2♦❧❛ ❡❞ ❙

•−

3 /❛❞✐❝❛❧ ✭✷✳✵✶ ➴ ❛♥❞ ✶✶✻✳✸

◦
✮✱ ❛♥❞ @✉✐ ❡ ❝❧♦2❡

 ♦  ❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣❡/✐♠❡♥ ❛❧ ❞❛ ❛ ♦❜ ❛✐♥❡❞ ❢/♦♠  ❤❡ ❳✲/❛② ❛❜2♦/♣ ✐♦♥ 2♣❡❝ /♦2❝♦♣②

✭✷✳✵✺ ➴ ❛♥❞ ✶✶✵

◦
✮✳

✸✹

❙

•−

3 ✐♦♥2 ✐♥ ❡/❛❝ ✇✐ ❤ ◆❛

+
♦♥❡2 ♠❛✐♥❧② ✈✐❛  ❤❡  ❡/♠✐♥❛❧ ❙ ❛ ♦♠2✱

✇✐ ❤ ◆❛✕❙ ❞✐2 ❛♥❝❡2 ❜❡✐♥❣ ❛❜♦✉ ✷✳✽ ➴✱  ❤❡ ❞✐2 ❛♥❝❡2 ❜❡ ✇❡❡♥  ❡/♠✐♥❛❧ ❙ ❛ ♦♠2 ❛♥❞  ❤❡

❧❛  ✐❝❡ ❖ ❛ ♦♠2 ❛/❡ ♥♦ 2❤♦/ ❡/  ❤❛♥ ✸✳✶ ➴✳ ❚❤❡ ♥❡❛/❡2 ❞✐2 ❛♥❝❡2 ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥ 

❙

•−

3 ✐♦♥2 ✭✐✳❡✳  ❤❡✐/ ♣❡/✐♦❞✐❝ ✐♠❛❣❡2 ♦/  ✇♦ /❛❞✐❝❛❧2 ✐♥ ❛ 2✐♥❣❧❡ ✉♥✐ ❝❡❧❧✮ ❛/❡ ❛❧✇❛②2 ❣/❡❛ ❡/

 ❤❛♥ ✻ ➴✳ ■ 2❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ❡❞  ❤❛  ❤❡ ❣❡♦♠❡ /✐❡2 ♦❢ ❙

•−

3 /❛❞✐❝❛❧2 ✐♥ ❯▼ ❤❛✈❡ ♥♦ ❜❡❡♥

/❡2♦❧✈❡❞ ❝/②2 ❛❧❧♦❣/❛♣❤✐❝❛❧❧②✿  ❤❡2❡ ❛♥✐♦♥2 ❝❛♥ ❛❞♦♣ ✈❛/✐♦✉2 ♦/✐❡♥ ❛ ✐♦♥2 ✇✐ ❤✐♥ ❙❖❉ ❝❛✲

❣❡2 ❛♥❞✴♦/ ❜❡ ♣❛/ ✐❛❧❧② /❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♦ ❤❡/ ❛♥✐♦♥2 ✭❡✳❣✳ ❈❧

−
✱ ❙❖

2−
4 ✱ ❙

2−
✮✱ ❤❡♥❝❡  ❤❡② ❞♦ ♥♦ 

❣✐✈❡ ❝❧❡❛/ ❞✐✛/❛❝ ✐♦♥ ♣❛  ❡/♥2✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②2✐2 ♦❢ Γ ♣♦✐♥ ♣❤♦♥♦♥2 2❤♦✇❡❞  ❤❛ ❙

•−

3 ✈✐❜/❛ ✐♦♥2 ✐♥ ❯▼ ❛/❡ ❢❛✐/❧② ✇❡❧❧ 2❡♣❛✲

/❛ ❡❞ ❢/♦♠  ❤❡ ❧❛  ✐❝❡ ♦2❝✐❧❧❛ ✐♦♥2 ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ❡/♣/❡ ❡❞ ❛2  ❤/❡❡ ♥♦/♠❛❧ ♠♦❞❡2 ♦❢ ♥♦♥❧✐✲

♥❡❛/  ❤/❡❡✲❛ ♦♠✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❍❛/♠♦♥✐❝ ❉❋❚✴(❇❊ ❢/❡@✉❡♥❝✐❡2 ❛/❡ ✐♥ ✈❡/② ❣♦♦❞ ❛❣/❡❡♠❡♥ 

✇✐ ❤ ❡①♣❡/✐♠❡♥ ❛❧ ❘❛♠❛♥ ✈❛❧✉❡2✱

✸✺

❜❡✐♥❣ ✷✽✵✱ ✺✹✵ ❛♥❞ ✺✽✵ ❝♠

−1
❢♦/ ❜❡♥❞✐♥❣✱ 2②♠♠❡ /✐❝

❛♥❞ ❛♥ ✐2②♠♠❡ /✐❝ 2 /❡ ❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡2✱ /❡2♣❡❝ ✐✈❡❧② ✭❛❧❧ ❘❛♠❛♥ ❛❝ ✐✈❡ ❢♦/ C2v 2②♠♠❡ /②✮✳

25

❚❤❡ ✈✐❜/❛ ✐♦♥2 ♦❢ ❙

•−

3 ✐♦♥2 ✐♥ ❯▼ ❡①❤✐❜✐ ❢/❡@✉❡♥❝✐❡2 ❛❜♦✉ ✷✵✲✹✵ ❝♠

−1
❤✐❣❤❡/  ❤❛♥  ❤❡

❝♦//❡2♣♦♥❞✐♥❣ ♦2❝✐❧❧❛ ✐♦♥2 ♣/❡❞✐❝ ❡❞ ❢♦/ ❣❛2✲♣❤❛2❡ /❛❞✐❝❛❧✱ ✇❤✐❝❤ 2 ❡♠2 ❢/♦♠  ❤❡ 2♠❛❧❧ 2❤♦/✲

 ❡♥✐♥❣ ♦❢ ❙✕❙ ❜♦♥❞2 ✐♥ ❯▼✳ ■♥ 2♦♠❡ ♠♦❞❡❧2✱  ❤❡/❡ ❛/❡ ❛❧2♦ ❛❞❞✐ ✐♦♥❛❧ ❧❛  ✐❝❡ ✈✐❜/❛ ✐♦♥❛❧

♠♦❞❡2 ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❞✐2♣❧❛❝❡♠❡♥ ♦❢ ❙ ❛ ♦♠2✳

❚❤❡ ✐♥ ❡/♣/❡ ❛ ✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝ /♦♥ ♣❛/❛♠❛❣♥❡ ✐❝ /❡2♦♥❛♥❝❡ ✭❊(❘✮ ❛♥❞ ✉❧ /❛✈✐♦❧❡ ✕✈✐2✐❜❧❡

❛❜2♦/♣ ✐♦♥ 2♣❡❝ /♦2❝♦♣② ✭❯❱✲❱✐2✮ ✇❛2 ❜❛2❡❞ ✉♣♦♥ ❛❧❧✲❡❧❡❝ /♦♥ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛ ✐♦♥2 ✐♥ ❧♦❝❛❧✐✲

③❡❞ ❜❛2✐2 2❡ 2 ❢♦/ ❝❧✉2 ❡/ ♠♦❞❡❧2✳ ❘♦✉ ✐♥❡❧② ■ ♣❡/❢♦/♠❡❞ 2✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛ ✐♦♥2 ❢♦/ ❝❧✉2 ❡/ ♠♦✲

❞❡❧2 /❡♣/❡2❡♥ ✐♥❣ ❛ 2✐♥❣❧❡ ❙❖❉ ❝❛❣❡ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❢♦/♠✉❧❛2 ❬✭❙

•−

3 ✮◆❛(6−8)✭❍2❖✮(15−20)❪
(5−7)+

✳

✸✹

▼✳ ❚✳ ❲❡❧❧❡&✱ ❏✳ ❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳✱ ❉❛❧-♦♥ ❚0❛♥1✳ ✷✵✵✵✱ ✹✷✷✼✲✹✷✹✵✳

✸✺

❚❤❡ ❞✐&❡❝1 ❝♦♠♣❛&✐6♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉1❡❞ ❤❛&♠♦♥✐❝ ❢&❡:✉❡♥❝✐❡6 ✇✐1❤ ❡①♣❡&✐♠❡♥1❛❧ ❛♥❤❛&♠♦♥✐❝ ♦♥❡6 ✐6 61&✐❝✲

1❧② 6♣❡❛❦✐♥❣ ✐♥❝♦&&❡❝1✱ ❤♦✇❡✈❡&✱ ❛♥❤❛&♠♦♥✐❝ ❡✛❡❝16 ❛&❡ ♦❢1❡♥ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦& 61&♦♥❣ ❝♦✈❛❧❡♥1 ❜♦♥❞6✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱

❛6 ❣&❛❞✐❡♥1 ❢✉♥❝1✐♦♥❛❧6 6❧✐❣❤1❧② ✉♥❞❡&❡61✐♠❛1❡ ❜♦♥❞ 61&❡♥❣1❤ ❛♥❞ ❝♦♥6❡:✉❡♥1❧② ❤❛&♠♦♥✐❝ ❢&❡:✉❡♥❝✐❡6✱ 1❤❡

❧❛11❡& ❡&&♦& ♠❛② ✇♦&❦ ❡✛❡❝1✐✈❡❧② ❛6 ❛♥ ❛♥❤❛&♠♦♥✐❝ ❝♦&&❡❝1✐♦♥✳ ❋♦& ❙

•−

3 ❛♥❤❛&♠♦♥✐❝✐1② ✐6 6♠❛❧❧ ✐♥❞❡❡❞✿ ❏✳

❆✳ ❚♦66❡❧❧✱ ●❡♦❝❤✐♠✳ ❈♦1♠♦❝❤✐♠✳ ❆❝-❛ ✷✵✶✷✱ ✾✺✱ ✼✾✲✾✷✳

✶✺



❋✐❣✉$❡ ✼✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛(✐*♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝.(♦♥✐❝ ♣(♦♣❡(.✐❡* ♦❢ ❙

•−

3 (❛❞✐❝❛❧* ✐♥ ✈❛(✐♦✉* ♠♦❞❡❧*✿

✭✶✮ ♠♦❧❡❝✉❧❛( ♦(❜✐.❛❧* ❢♦( .❤❡ ✐*♦❧❛.❡❞ ✐♦♥✱ *✐♥❣❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛( ♦(❜✐.❛❧ ✭❙❖▼❖✮ ❛♥❞

.❤❡ ♥❡①. ❤✐❣❤❡*. ❞♦✉❜❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛( ♦(❜✐.❛❧ ✭❙❖▼❖✲✶✮✱ ✐((❡❞✉❝✐❜❧❡ (❡♣(❡*❡♥.❛.✐♦♥*

❣✐✈❡♥ ❢♦( C2v *②♠♠❡.(②✱ ✭✷✮ ❞❡♥*✐.② ♦❢ *.❛.❡*✱ .♦.❛❧ ❛♥❞ ♣(♦❥❡❝.❡❞ ♦♥ ❛.♦♠✐❝ *.❛.❡*✱ ❢♦(

♣❡(✐♦❞✐❝ ✭◆❛8❙
•−

3 ❈❧✲*♦❞✮ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✉❧.(❛♠❛(✐♥❡✱ ✇✐.❤ ❞❡♣✐❝.❡❞ ❝♦♥.(✐❜✉.✐♦♥* ❢(♦♠ *✐♥❣❧② ♦❝✲

❝✉♣✐❡❞ ❛♥❞ .❤❡ ❤✐❣❤❡*. ❞♦✉❜❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❝(②*.❛❧ ♦(❜✐.❛❧*✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐.❤ .❤❡ ❝♦♥.♦✉(* ♦❢ *D✉❛(❡❞ Γ
♣♦✐♥. ♦(❜✐.❛❧*✱ ✭✸✮ ❙❖▼❖ ❛♥❞ ❙❖▼❖✲✶ ❢♦( ❝❧✉*.❡( ♠♦❞❡❧✱ ❝✉. ❢(♦♠ .❤❡ ❛❢♦(❡♠❡♥.✐♦♥❡❞ ♣❡✲

(✐♦❞✐❝ ♦♥❡ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥.* ❝♦❧♦(✐♥❣✿ ❙✕②❡❧❧♦✇✱ ◆❛✕♣✉(♣❧❡✱ ❙✐✕❞❛(❦ ❜❧✉❡✱ ❆❧✕❧✐❣❤. ❜❧✉❡✱ ❖✕(❡❞✱

❍✕✇❤✐.❡✱ ❈❧✕❣(❡❡♥✳

❆♣❛#$ ❢#♦♠ $❤❡ *✐♥❣❧❡ #❛❞✐❝❛❧✱ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥$❛✐♥❡❞ ◆❛

+
❝❛$✐♦♥* ❛♥❞ $❤❡ ❧❛$$✐❝❡ ❖ ❛$♦♠*

♦❢ ❙❖❉ ❝❛❣❡✱ *❛$✉#❛$❡❞ ✇✐$❤ ❍ ❛$♦♠* ♣✉$ ❛❧♦♥❣ $❤❡ ❞✐#❡❝$✐♦♥* ♦❢ ❖✕❙✐✴❆❧ ❜♦♥❞* ✇✐$❤✐♥

♣❡#✐♦❞✐❝ ❯▼✳ ❚❡*$ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥* ♣❡#❢♦#♠❡❞ ❢♦# $❤❡ ❝❧✉*$❡# ❝♦♥*✐*$✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ✇❤♦❧❡ ❙❖❉ ❝❛✲

❣❡ ✭❬✭❙

•−

3 ✮◆❛8❙✐12❆❧12❍24❖60❪
5−
✱ ✇✐$❤ ❍ ❛$♦♠* *❛$✉#❛$✐♥❣ $❡#♠✐♥❛❧ ❖ ❛$♦♠*✮ *❤♦✇❡❞✱$❤❛$

❢✉#$❤❡# ✐♥❝#❡❛*❡ ✐♥ $❤❡ *✐③❡ ♦❢ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐❞ ♥♦$ ❛✛❡❝$ $❤❡ #❡*✉❧$*✳

❚❤❡ ♣❛#❛♠❛❣♥❡$✐❝ ♣#♦♣❡#$✐❡* ♦❢ ❙

•−

3 ❛#❡ ❞❡$❡#♠✐♥❡❞ ❜② *✐♥❣❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛# ♦#✲

❜✐$❛❧ ✭❙❖▼❖✮✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ $♦ ✹b1 ✐##❡❞✉❝✐❜❧❡ #❡♣#❡*❡♥$❛$✐♦♥ ❢♦# C2v *②♠♠❡$#② ♦❢ ❛♥✐♦♥✱

✇❤❡#❡❛* $❤❡ ♦♣$✐❝❛❧ ♣#♦♣❡#$✐❡* ❞❡♣❡♥❞ ❛❞❞✐$✐♦♥❛❧❧② ♦♥ $❤❡ ♦#❜✐$❛❧ ❧②✐♥❣ ❜❡❧♦✇ ❙❖▼❖

✭❙❖▼❖✲✶✮✱ $#❛♥*❢♦#♠✐♥❣ ❛❝❝♦#❞✐♥❣ $♦ ✷a2 #❡♣#❡*❡♥$❛$✐♦♥✿ $❤❡ ❡❧❡❝$#♦♥✐❝ ❡①❝✐$❛$✐♦♥ ❛❜♦✉$

✻✵✵ ♥♠✱ #❡*♣♦♥*✐❜❧❡ ❢♦# $❤❡ ✐♥$❡♥*✐✈❡ ❜❧✉❡ ❝♦❧♦# ♦❢ ❞✐*❝✉**❡❞ ❝❤#♦♠♦♣❤♦#❡ ❤❛* ♣#❡❞♦♠✐✲

♥❛♥$❧② 4b1 → 2a2 ❝❤❛#❛❝$❡#✱ ❜♦$❤ ♦#❜✐$❛❧* ❛#❡ *❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝$#♦♥✐❝ *$#✉❝$✉#❡ ♦❢
✐*♦❧❛$❡❞ ❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❙❖❉ ❧❛$$✐❝❡ ❙

•−

3 ❛♥✐♦♥* ✐* *✐♠✐❧❛#✿ $❤❡ ❛❢♦#❡♠❡♥$✐♦♥❡❞ ❙

•−

3 ❢#♦♥$✐❡#

♦#❜✐$❛❧* ❛#❡ #❛$❤❡# ✇❡❧❧ *❡♣❛#❛$❡❞ ❢#♦♠ $❤❡ ❙❖❉ ❧❛$$✐❝❡ *$❛$❡* ❜♦$❤ *♣❛$✐❛❧❧② ❛♥❞ ✐♥ ❡♥❡#❣②

*❝❛❧❡✱ ❤❡♥❝❡ $❤❡ ✐♥$❡#❛❝$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡♠ ✐* *♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♦♣$✐❝❛❧ $#❛♥*✐$✐♦♥* ♦❢ ❧❛#❣❡

✐♥$❡♥*✐$②✱ ❛* ♣#❡❞✐❝$❡❞ ❛$ ❉❋❚✴❈❆▼✲❇✸▲❨W ❧❡✈❡❧ ❢♦# ❝❧✉*$❡# ♠♦❞❡❧*✱ ❛#❡ $❤❡ $#❛♥*✐$✐♦♥*

✇✐$❤ ♣#❡❞♦♠✐♥❛♥$❧② 4b1 → 2a2 ❝❤❛#❛❝$❡# ✇✐$❤✐♥ $❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❙
•−

3 #❛❞✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉$❡❞

✇❛✈❡❧❡♥❣$❤* ✭✺✽✵✲✻✹✺ ♥♠✮ ❛#❡ ✐♥ ✜♥❡ ❛❣#❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ ❡①♣❡#✐♠❡♥$❛❧ ♦♥❡* ✭✺✾✺✲✻✷✵ ♥♠✮✳

25,27

❚❤❡ ♦♥❧② ❡①❝❡♣$✐♦♥ ✐* $❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐$❤ $❤❡ #❛❞✐❝❛❧ $❤❡ ♠♦*$ ❞✐*$♦#$❡❞ ❢#♦♠ $❤❡ ✐❞❡❛❧ C2v

*②♠♠❡$#② ✭❙✕❙ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣$❤ ❜❡✐♥❣ ✶✳✾✽✼ ❛♥❞ ✷✳✵✶✾ ➴✮✱ ✇✐$❤ ❙❖▼❖ ❧♦♦❦✐♥❣ ✉♥❧✐❦❡ 4b1

✶✻



❋✐❣✉$❡ ✽✿ ❚❤❡ ❡#$✐♠❛$✐♦♥ ♦❢ +♦$❛$✐♦♥ ❡♥❡+✲

❣② ✭∆❊✮ ♦❢ ❙•−

3 +❛❞✐❝❛❧ ❛❧♦♥❣ $❤❡ Y ✲❛①✐# ✐♥

$❤❡ ♠♦#$ #$❛❜❧❡ ❯▼ ♠♦❞❡❧# ♦❢ #$♦✐❝❤✐♦♠❡✲

$+②✿ ✭✶✮ ◆❛8✭❙
•−

3 ✮❈❧✲#♦❞✱ ✭✷✮ ◆❛7✭❙
•−

3 ✮✲#♦❞

❛♥❞ ✭✸✮ ◆❛8✭❙
•−

3 ✮2✲#♦❞✳❆❞❞✐$✐♦♥❛❧❧② ✭✹✮ $❤❡

❡♥❡+❣② ♦❢ ❙

•−

2 +♦$❛$✐♦♥ ❛❧♦♥❣ $❤❡ ❛+❜✐$+❛+②

❛①✐# ♣❡+♣❡♥❞✐❝✉❧❛+ $♦ ❙✕❙ ❜♦♥❞ ✐♥ ◆❛7✭❙
•−

2 ✮✲

#♦❞ ♠♦❞❡❧ ♣+❡#❡♥$❡❞✳ ❚❤❡ ❡♥❡+❣✐❡# ♦❢ ♦♣$✐✲

♠✐③❡❞ #$+✉❝$✉+❡# ❛+❡ $❛❦❡♥ ❛# ③❡+♦ ❧❡✈❡❧ ❢♦+

❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉$❡ ✾✿ ❚❤❡ #♣✐♥ ❞❡♥#✐$② ❢♦+ ✏❛♥$✐❢❡+✲

+♦♠❛❣♥❡$✐❝✑ #♦❧✉$✐♦♥ ✐♥ ◆❛7❙
•−

3 ✲#♦❞ ♠♦❞❡❧✱

$❤❡ #✉♣❡+❝❡❧❧ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② ❞♦✉❜❧✐♥❣ $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧

❝❡❧❧ ✐♥ $❤❡ ❞✐+❡❝$✐♦♥ ❝♦++❡#♣♦♥❞✐♥❣ $♦ $❤❡

#❤♦+$❡#$ ❞✐#$❛♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ ❙ ❛$♦♠# ❜❡❧♦♥❣✐♥❣

$♦ ♣❡+✐♦❞✐❝ ✐♠❛❣❡# ♦❢ ❙

•−

3 +❛❞✐❝❛❧ ✭✻✳✹✵✺ ➴✮✳

♦!❜✐$❛❧ ♦❢ $❤❡ *②♠♠❡$!✐❝❛❧ ❛♥✐♦♥ ✭$❤❡ ❞✐*❝✉**❡❞ ♦!❜✐$❛❧ ❤❛* ❜♦♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥$✐❜♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥$ ❛❧♦♥❣ $❤❡ *❤♦!$❡! ❛♥❞ ❧♦♥❣❡! ❜♦♥❞✱ !❡*♣❡❝$✐✈❡❧②✮✱ ❛♥❞ ❙❖▼❖✲✶→❙❖▼❖ $!❛♥*✐$✐♦♥

*❤✐❢$❡❞ $♦✇❛!❞ $❤❡ *❤♦!$❡! ✇❛✈❡❧❡♥❣$❤* ✭✺✸✼ ♥♠✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝❡!$❛✐♥ ❡①♣❡!✐♠❡♥$❛❧ *$✉❞✐❡* ♦♥

❜❧✉❡ ❯▼ !❡♣♦!$❡❞ $❤❡ ♣!❡*❡♥❝❡ ♦❢ *❛$❡❧❧✐$❡ ❜❛♥❞* ❛!♦✉♥❞ ✺✹✵ ♥♠✱

✸✻

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ $❡♥$❛$✐✲

✈❡❧② ❛*❝!✐❜❡❞ $♦ *$!♦♥❣❧② ❞✐*$♦!$❡❞ ❢!♦♠ C2v *②♠♠❡$!② ❙

•−

3 ✐♦♥* ✉♣♦♥ $❤❡ ❞✐*❝✉**❡❞ ❉❋❚

!❡*✉❧$*✳

❚❤❡ ♣!✐♥❝✐♣❛❧ g $❡♥*♦! ❝♦♠♣♦♥❡♥$*✱ ❤❡♥❝❡ ✐$* $!❛❝❡ giso✱ ❝♦♠♣✉$❡❞ ❛$ ❉❋❚✴❇✸▲❨M

❧❡✈❡❧

✸✼

❛!❡ ♥❡❛!❧② ✐❞❡♥$✐❝❛❧ ❢♦! $❤❡ ✐*♦❧❛$❡❞ ❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ !❛❞✐❝❛❧*✿gxx = 2.002, gyy =
2.038, gzz = 2.059, (±.005)✱ $❤❡ ❛①✐* ♦!✐❡♥$❛$✐♦♥ ✐* *❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳ ❉❋❚✴❇✸▲❨M giso
✭✷✳✵✸✷±0.001✮ ❛❣!❡❡ ✇❡❧❧ ✇✐$❤ $❤❡ ❡①♣❡!✐♠❡♥$❛❧ ✈❛❧✉❡* ✭$②♣✐❝❛❧ !❡♣♦!$❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ giso ✐*

✷✳✵✷✾✮✳

27
❊M❘ ♠❡❛*✉!❡♠❡♥$* ❢♦! ❯▼ $②♣✐❝❛❧❧② !❡✈❡❛❧❡❞ ✐*♦$!♦♣✐❝ *✐❣♥❛❧ ❛$ !♦♦♠ $❡♠♣❡✲

!❛$✉!❡✱ !❡*♦❧✈❛❜❧❡ ✐♥$♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥$* ♦♥❧② ❛$ ❛ ❧♦✇❡! $❡♠♣❡!❛$✉!❡✱ ✇✐$❤ *♦♠❡ ♣❛!❛♠❛❣♥❡$✐❝

*✐$❡* !❡$❛✐♥✐♥❣ ✐*♦$!♦♣✐❝ *✐❣♥❛❧ ❡✈❡♥ $❤❡♥✳

✸✽

❚❤❡ ❛✈❡!❛❣✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ❊M❘ *✐❣♥❛❧ ✇❛* ❡①♣❧❛✲

✐♥❡❞ ❡✐$❤❡! ❛* $❤❡ !❡*✉❧$ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦!✐♥❣ *♣✐♥ ❝❡♥$❡!*

38
♦! ❛*

$❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ ❙

•−

3 ♠♦❜✐❧✐$② ✇✐$❤✐♥ ❙❖❉ ❝❛❣❡*✳

36
■ ✈❡!✐✜❡❞ ❜♦$❤ ❡①♣❧❛♥❛$✐♦♥* ❛$ $❤❡ ❝♦♠♣✉✲

$❛$✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❋✐!*$✱ ❢♦! $❤❡ ♣❡!✐♦❞✐❝ ♠♦❞❡❧* ✇✐$❤ $✇♦ *♣✐♥ ❝❡♥$❡!* ♣❡! ❝❡❧❧ ✭◆❛8✭❙
•−

3 ✮2✲*♦❞

❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡❞ ❝❡❧❧ ♦❢ ◆❛7✭❙
•−

3 ✮✲*♦❞✮ ■ ❝❛❧❝✉❧❛$❡❞ $❤❡ ❡♥❡!❣② ♦❢ *$❛$❡* ✇✐$❤ ♣❛!❛❧❧❡❧ *♣✐♥*

✭✏❢❡!!♦♠❛❣♥❡$✐❝✑ $!✐♣❧❡$✮ ❛♥❞ ❛♥$✐♣❛!❛❧❧❡❧ *♣✐♥* ✭✏❛♥$✐❢❡!!♦♠❛❣♥❡$✐❝✑ *✐♥❣❧❡$ ✇✐$❤ ❜!♦❦❡♥

*♣✐♥ *②♠♠❡$!②✮✱ *❡❡ ❛❧*♦ ❋✐❣✳ ✾✳ ❚❤❡ ❡♥❡!❣✐❡* ♦❢ ❜♦$❤ *$❛$❡* ✇❡!❡ ✐❞❡♥$✐❝❛❧ ✭✉♣ $♦ ✶✵

−3

❦❏✴♠♦❧ ❛❝❝✉!❛❝②✮✱ ✇❤✐❝❤ *❤♦✇* $❤❛$ $❤❡!❡ ✐* ♥♦ ✐♥$❡!❛❝$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥$ *♣✐♥ ❝❡♥✲

$❡!* ✐♥ ❯▼✳ ❙❡❝♦♥❞✱ $♦ !♦✉❣❤❧② ❡*$✐♠❛$❡ $❤❡ ♠♦❜✐❧✐$② ♦❢ ❙

•−

3 ❛♥✐♦♥* ✐♥ ❙❖❉ ❝❛❣❡*✱ ❢♦! $❤!❡❡

*❡❧❡❝$❡❞ ❯▼ ♠♦❞❡❧* ■ ❝❤❡❝❦❡❞ $❤❡ ❞✐✛❡!❡♥❝❡ ✐♥ ❧❛$$✐❝❡ ❡♥❡!❣② ✉♣♦♥ $❤❡ !♦$❛$✐♦♥ ♦❢ !❛❞✐❝❛❧

❛❧♦♥❣ $❤❡ Y ✲❛①✐* ♦❢ g $❡♥*♦! ✭❝♦!!❡*♣♦♥❞✐♥❣ $♦ C2 ❛①✐* ✐♥ ✐❞❡❛❧ C2v *②♠♠❡$!②✮ ✇✐$❤♦✉$

$❤❡ !❡❧❛①❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ !❡*$ ♦❢ $❤❡ ❧❛$$✐❝❡✳ ❇❡❝❛✉*❡ gxx ❛♥❞ gzz ❞❡✈✐❛$❡ $❤❡ ♠♦*$ ❢!♦♠

✸✻

❑✳ ❘❛✉❧✐♥ ❡! ❛❧✳✱ %❤②(✳ ❈❤❡♠✳ ❈❤❡♠✳ %❤②(✳ ✷✵✶✶✱ ✶✸✱ ✾✷✺✸✲✾✷✺✾✳

✸✼

❚❤❡ ✈❛❧✉❡2 ♦❜5❛✐♥❡❞ ❛5 ❉❋❚✴:❇❊ ❧❡✈❡❧ ❛=❡ ✈❡=② 2✐♠✐❧❛=✳

✸✽

❉✳ ❆=✐❡❧✐✱ ❉✳ ❊✳ ❲✳ ❱❛✉❣❤❛♥✱ ❉✳ ●♦❧❞❢❛=❜✱ ❏✳ ❆♠✳ ❈❤❡♠✳ ❙♦❝✳ ✷✵✵✹✱ ✶✷✻✱ ✺✼✼✻✲✺✼✽✽✳

✶✼



 ❤❡ ♠❡❛♥ giso ✈❛❧✉❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛,,✉♠❡  ❤❛ -♦ ❛ ✐♦♥ ❛❧♦♥❣  ❤❡ Y ✲❛①✐, ✐,  ❤❡ ♠♦, ✐♠♣♦-✲

 ❛♥ ❢♦- ,✐❣♥❛❧ ❛✈❡-❛❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡, ✐♠❛ ❡❞ -♦ ❛ ✐♦♥ ❡♥❡-❣② ❜❛--✐❡-,✱ ♣-❡,❡♥ ❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✽✱ ,❤♦✇,

<✉✐ ❡ ❧❛-❣❡ ❞✐,♣❡-,✐♦♥ ✭❜❡ ✇❡❡♥ ✺✲✶✺ ❦❏✴♠♦❧✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡,  ❤❛  ❤❡ ♠♦❜✐❧✐ ② ♦❢ ❙

•−

3 ✇✐ ❤✐♥

❙❖❉ ❝❛❣❡, ,❤♦✉❧❞ ❛❧,♦ ✈❛-②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥  ❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦-❞✐♥❛ ✐♦♥ ♦- -❛❞✐❝❛❧ ❜② ◆❛

+
❝❛ ✐♦♥,✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ -❡,✉❧ , ,❤♦✇❡❞  ❤❛  ❤❡ ❢❛❝ ♦- ❛✛❡❝ ✐♥❣ ❞✐✛❡-❡♥ ❛✈❡-❛❣✐♥❣ ♦❢ ❊J❘ ,✐❣♥❛❧ ❛-❡

❞✐✛❡-❡♥❝❡, ✐♥  ❤❡ ❞②♥❛♠✐❝, ♦❢ ❙

•−

3 -❛❞✐❝❛❧,✱ ♥♦  ❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ♥❡❛-❡, 

,♣✐♥ ,✐ ❡,✳

■♥  ❤❡ ❧❛, ♣❛- ♦❢  ❤✐, , ✉❞② ■ ❢♦❝✉,❡❞ ♦♥ ♣❡-✐♦❞✐❝ ❛♥❞ ❝❧✉, ❡- ❯▼ ♠♦❞❡❧, ❝♦♥ ❛✲

✐♥✐♥❣ ②❡❧❧♦✇ ❙

•−

2 ❝❤-♦♠♦♣❤♦-❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❜,♦-❜,  ❤❡ ❧✐❣❤ ❛ ✹✵✵ ♥♠ ✇❛✈❡❧❡♥❣ ❤ ❛♥❞ ❢-❡<✉✲

❡♥ ❧② ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡,  -✐,✉❧❢✉- -❛❞✐❝❛❧, ✐♥ ❯▼✳
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❚❤✐, ,♣❡❝✐❡, ✇❛, ❢♦✉♥❞  ♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ♠♦-❡

♣-♦❜❧❡♠❛ ✐❝ ❢♦- ❉❋❚ ❞✉❡  ♦ ✐ , ♠✉❧ ✐-❡❢❡-❡♥❝❡ ❝❤❛-❛❝ ❡-✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦ ❜❡ -❡♣-♦❞✉❝❡❞

✇❡❧❧ ✇✐ ❤✐♥ ❛ ,✐♥❣❧❡ ❞❡ ❡-♠✐♥❛♥ ❑♦❤♥✕❙❤❛♠ ❛♣♣-♦①✐♠❛ ✐♦♥✳ ❆♥ ♦♣❡♥ ,❤❡❧❧ ✐♥  ❤❡ ✐,♦✲

❧❛ ❡❞ ❙

•−

2 ✐♦♥ ✐, ❞♦✉❜❧② ❞❡❣❡♥❡-❛ ❡❞ π⋆(3px, 3py)
3

♦-❜✐ ❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ,♣❧✐ , ✉♣♦♥  ❤❡ ❡♠❜❡❞✲

❞✐♥❣ ✐♥ ❯▼ ❧❛  ✐❝❡✳ ❚❤❡ ,✐③❡ ♦❢  ❤✐, ,♣❧✐  ✐♥❣✱ ❞❡ ❡-♠✐♥✐♥❣ ❜♦ ❤ ✈✐,✐❜❧❡ ❧✐❣❤ ❛❜,♦-♣ ✐♦♥

❛♥❞ g  ❡♥,♦- ❝♦♠♣♦♥❡♥ ,✱ , -♦♥❣❧② ✈❛-✐❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❜♦ ❤ ❛❞♦♣ ❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭❞✐✛❡-❡♥ 

❧♦❝❛❧ ❝♦♦-❞✐♥❛ ✐♦♥ ❜② ◆❛

+
✐♦♥,✮ ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❡①❝❤❛♥❣❡✕❝♦--❡❧❛ ✐♦♥ ❢✉♥❝ ✐♦♥❛❧✱ ♠❛❦✐♥❣

❉❋❚ <✉❛♥ ✐ ❛ ✐✈❡ ♣-❡❞✐❝ ✐♦♥, ❞✉❜✐♦✉,✳ ◆❡✈❡- ❤❡❧❡,,✱  ❤❡ ✐♠♣♦- ❛♥ <✉❛❧✐ ❛ ✐✈❡ -❡,✉❧ ✐,

♦❜,❡-✈❛ ✐♦♥✱  ❤❛ ♦♣ ✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡ ✐❝ ♣-♦♣❡- ✐❡, ♦❢ ❙

•−

2 -❛❞✐❝❛❧ ❛-❡ ♠✉❝❤ ♠♦-❡ ,❡♥✲

,✐ ✐✈❡  ♦  ❤❡ ❡♥✈✐-♦♥♠❡♥  ❤❛♥ ✐ ✇❛, ✐♥  ❤❡ ❝❛,❡ ♦❢ ❙

•−

3 ✐♦♥✳ ■ ❝❛♥♥♦ ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✱

 ❤❛ ❙

•−

2 ♠❛② ❝♦♥ -✐❜✉ ❡  ♦ ♠♦-❡  ❤❛♥ ♦♥❡ ❊J❘ ,✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦,,✐❜❧② ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢

 ❤❡ ,♦✉-❝❡, ♦❢ ❞✐✣❝✉❧ ✐❡, ✇✐ ❤ ❡①♣❡-✐♠❡♥ ❛❧ ✐❞❡♥ ✐✜❝❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤✐, -❛❞✐❝❛❧✳
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❚❤❡ ❡, ✐♠❛ ❡❞

-♦ ❛ ✐♦♥ ❡♥❡-❣② ♦❢ ❙

•−

2 ✐♦♥ ✇✐ ❤✐♥ ◆❛7❙
•−

2 ✲,♦❞ ♠♦❞❡❧ ✐, ❝❧♦,❡  ♦ ③❡-♦✱ ,❤♦✇✐♥❣  ❤❛ ❡✈❡♥ ✐♥

♥♦  ♦♦ ❤✐❣❤  ❡♠♣❡-❛ ✉-❡, ❊J❘ ,✐❣♥❛❧ ♦❢  ❤✐, -❛❞✐❝❛❧ ,❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛✈❡-❛❣❡❞✳

❚❤❡ ,❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥❛❧ , ✉❞② ♦❢ ♠✐♥❡ ♦♥ ❯▼ ✭❬❍✺❪✮ ✐♥ ❡♥❞❡❞  ♦ ,♦❧✈❡  ❤❡ ♣✉③③❧❡

♦❢  ❤❡ ✐❞❡♥ ✐ ② ♦❢ -❡❞ ❝❤-♦♠♦♣❤♦-❡ ❛❜,♦-❜✐♥❣ ❧✐❣❤ ❛ ❛❜♦✉ ✺✷✵ ♥♠ ✇❛✈❡❧❡♥❣ ❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐,

-❡,♣♦♥,✐❜❧❡ ❢♦-  ❤❡ ❝♦❧♦-❛ ✐♦♥ ♦❢ ,♦ ❝❛❧❧❡❞ -❡❞ ❯▼ ✭❛❝ ✉❛❧❧②✱  ❤❡✐- ❝♦❧♦-, ❛-❡ ✈❛-✐♦✉, ,❤❛✲

❞❡, ♦❢ ♣✐♥❦ ❛♥❞ ✈✐♦❧❡ ✱ ❞✉❡  ♦  ❤❡ ♣-❡,❡♥❝❡ ♦❢ -❡,✐❞✉❛❧ ❜❧✉❡ ❙

•−

3 ✮✳ ❯♣♦♥  ❤❡ ❢-❛❣♠❡♥ ❛-②

❞❛ ❛ ❢-♦♠ -❡,♦♥❛♥❝❡ ❘❛♠❛♥ ,♣❡❝ -♦,❝♦♣② ❛♥❞ , ❡-✐❝❛❧ -❡, -✐❝ ✐♦♥, ✐♠♣♦,❡❞ ❜② ❙❖❉ ❧❛  ✐❝❡

✭❙n ♠♦❧❡❝✉❧❡, ✇✐ ❤ n ≥ 5 ✇♦✉❧❞ ♥♦ ✜ ✐♥ ♦ ❙❖❉ ❝❛❣❡✮  ❤✐, -❡❞ ❝❤-♦♠♦♣❤♦-❡ ✇❛, ✐❞❡♥ ✐✜❡❞

❡✐ ❤❡- ❛, ❛ ♥❡✉ -❛❧ ❙4 ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦- ❙

•−

4 -❛❞✐❝❛❧ ✐♦♥✳

27
❈❡- ❛✐♥ ❡①♣❡-✐♠❡♥ ❛❧ ❞❛ ❛✱ ❛, ✇❡❧❧ ❛,

❛❞✈❛♥❝❡❞ <✉❛♥ ✉♠ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛ ✐♦♥,

✸✾

❢♦- ❣❛,✲♣❤❛,❡  ❡ -❛,✉❧❢✉- ♣♦✐♥ ❡❞ ❛  ❤❡ ♣❧❛♥❛-

✐,♦♠❡- ♦❢ ♥❡✉ -❛❧ ❙4 ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐ ❤ C2v ,②♠♠❡ -② ❛, -❡❞ ❝❤-♦♠♦♣❤♦-❡✱ ❤♦✇❡✈❡-✱  ❤❡ ❛,,✐❣♥✲

♠❡♥ ♦❢ ❙

•−

4 -❛❞✐❝❛❧ ❛,  ❤❡ ❞✐,❝✉,,❡❞ ❝❤-♦♠♦♣❤♦-❡ ✐♥ ❯▼ -❡♠❛✐♥, ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❡①♣❡-✐♠❡♥ ❛❧

✇♦-❦,✳ ❚❤❡ ♣✉-♣♦,❡ ♦❢ ♠② -❡,❡❛-❝❤ ✇❛,  ♦ ,❡  ❧❡  ❤✐, ✐,,✉❡ ❜② ♣❡-❢♦-♠✐♥❣ ❡❧❡❝ -♦♥✐❝ , -✉❝✲

 ✉-❡ ❝❛❧❝✉❧❛ ✐♦♥, ❢♦-  ❤❡ -❡❛❧✐, ✐❝ ♠♦❞❡❧, ♦❢ ❯▼✱ ❝♦♥,✐, ✐♥❣ ♦❢ ❙4✴❙
•−

4 ,♣❡❝✐❡, ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥

❙❖❉ ❧❛  ✐❝❡✳

❚❤❡ ✐,♦♠❡-, ♦❢ ❙4 ❛♥❞ ❙

•−

4 ✱ ❝♦♥,✐❞❡-❡❞ ❜② ♠❡✱ ❛-❡ ❣❛ ❤❡-❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳ ❚❤❡ ✉♥✐ ❝❡❧❧ ❝♦♠✲

♣♦,✐ ✐♦♥, ♦❢ ♣❡-✐♦❞✐❝ ♠♦❞❡❧, ♦❢ -❡❞ ❯▼ ✇❡-❡ ❛, ❢♦❧❧♦✇,✿ ✭✐✮ ◆❛8❙4✭❙
2−

✮✲,♦❞ ❛♥❞ ◆❛8❙4✭❈❧

−
✮✲

,♦❞✱ ❢♦- ❙❖❉ ❧❛  ✐❝❡, ✇✐ ❤  ❤❡ ♥❡✉ -❛❧ ❙4 ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ◆❛8✭❙
•−

4 ✮✭❈❧

−
✮✲,♦❞

❛♥❞ ◆❛7❙
•−

4 ✲,♦❞✱ ❢♦- ❧❛  ✐❝❡, ✇✐ ❤ -❛❞✐❝❛❧ ❛♥✐♦♥✱ ✭,♦❞ ❂ ✭❙✐6❆❧6❖24✮
6−

✮✳ ❖✈❡-❛❧❧✱ ■ ♦♣ ✐♠✐✲

③❡❞ ❛ ❉❋❚✴J❇❊ ❧❡✈❡❧ ✸✺ ✈❛-✐♦✉, ✐♥✐ ✐❛❧ ♣❡-✐♦❞✐❝ , -✉❝ ✉-❡,✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✶✽  ❤❡ ♠♦, , ❛❜❧❡

✭❢♦- ❛ ❣✐✈❡♥ , ♦✐❝❤✐♦♠❡ -② ❛♥❞  ❡ -❛,✉❧❢✉- ,♣❡❝✐❡,✮ ■ ✉,❡❞ ❢♦- ❢✉- ❤❡- , ✉❞✐❡,✳

❚❤❡ ♠♦, , ❛❜❧❡ ✐,♦♠❡- ❢♦- ❜♦ ❤ ♥❡✉ -❛❧ ❛♥❞ ❝❤❛-❣❡❞ ,♣❡❝✐❡, ✐♥ ❛ ❣❛, ♣❤❛,❡ ✇❛, cis✕

C2v ♦♥❡✱  ❤❡ ,❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇❛, trans✕C2h✱ ❜♦ ❤ ✇✐ ❤ ♣❧❛♥❛- , -✉❝ ✉-❡✳ ❚❤❡ ❣❛,✲♣❤❛,❡ ❡♥❡-❣②

❞✐✛❡-❡♥❝❡ ✐, <✉✐ ❡ ❧❛-❣❡ ✐♥  ❤❡ ❝❛,❡ ♦❢ ♥❡✉ -❛❧  ❡ -❛,✉❧❢✉- ✭trans ,♣❡❝✐❡, ❛❜♦✉ ✹✵ ❦❏✴♠♦❧

❧❡,, , ❛❜❧❡  ❤❛♥ cis ♦♥❡✮✱ ✇❤❡-❡❛, ❢♦- ❝❤❛-❣❡❞ -❛❞✐❝❛❧  ❤❡,❡ ❜♦ ❤ ✐,♦♠❡-, ✇❡-❡ ♣-❛❝ ✐❝❛❧❧②

❞❡❣❡♥❡-❛ ❡❞ ✭❉❋❚ ❡♥❡-❣② ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ❛❜♦✉ ✶ ❦❏✴♠♦❧✮✳ C2v ✐,♦♠❡- -❡♠❛✐♥,  ❤❡ ♠♦, , ❛❜❧❡

✸✾

▼✳ ❲✳ ❲♦♥❣✱ ❘✳ ❙)❡✉❞❡❧✱ ❈❤❡♠✳ %❤②'✳ ▲❡))✳ ✷✵✵✸✱ ✸✼✾✱ ✶✻✷✲✶✻✾❀ ❏✳ ❋❛❜✐❛♥✱ ◆✳ ❑♦♠✐❤❛✱ ❘✳ ▲✐♥❣✉❡>>✐✱

?✳ ❘♦@♠✉@✱ ❏✳ ▼♦❧✳ ❙)2✉❝)✳ ❚❍❊❖❈❍❊▼✱ ✷✵✵✻✱ ✽✵✶✱ ✻✸✲✻✾✳

✶✽



❋✐❣✉$❡ ✶✵✿ ❙4✴❙
•−

4 ✐#♦♠❡'# ❝♦♥#✐❞❡'❡❞ ✐♥ ♠② ✇♦'❦✳ D2h✐#♦♠❡' ✇❛# ❢♦✉♥❞ 2♦ ❜❡ ❛ 2'❛♥#✐2✐♦♥

#2❛2❡ ❜❡2✇❡❡♥ 2✇♦ ♣#❡✉❞♦'♦2❛2❡❞ C2v ♦♥❡#✳ Gauche #2'✉❝2✉'❡ ✭♦❢ 2❤❡ ✐❞❡❛❧ C2 #②♠♠❡2'②✮

✇❛# ❢♦✉♥❞ ✉♥#2❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ❣❛# ♣❤❛#❡ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ 2❤❡ ✐♥✐2✐❛❧ 2♦'#✐♦♥ ✐2 ❝♦♥✈❡'❣❡❞ 2♦ ❡✐2❤❡'

C2v ♦' C2h ♣❧❛♥❛' ✐#♦♠❡'#✮✳ ❇'❛♥❝❤❡❞ D3h ❛♥❞ C3v #♣❡❝✐❡# ❛'❡ ♣'❡❞✐❝2❡❞ #2❛❜❧❡ ❢♦' 2❤❡

♥❡✉2'❛❧ ❙4 ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ❙

•−

4 ✐♦♥✱ '❡#♣❡❝2✐✈❡❧②✳

♦♥❡ ❢♦$ ♥❡✉&$❛❧ ❛♥❞ ❝❤❛$❣❡❞ &❡&$❛-✉❧❢✉$ -♣❡❝✐❡- ❡♥❝❛♣-✉❧❛&❡❞ ✐♥ ❙❖❉ ❝❛❣❡-✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ C2h

✐-♦♠❡$ ✇❛- -&$♦♥❣❧② ❞❡-&❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐♥ &❤❡ ❝❛-❡ ♦❢ ♥❡✉&$❛❧ ❙4✱ ✇❤❡$❡❛- ✐♥ &❤❡ ❝❛-❡

♦❢ ❙

•−

4 ✐♦♥- ♥♦♥❡ ♦❢ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ C2h -&$✉❝&✉$❡- ✇❡$❡ ♣$❡-❡$✈❡❞ ✐♥ &❤❡ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ♣$♦❝❡--✱

✉♥❞❡$❣♦✐♥❣ ❞✐-&♦$&✐♦♥ &♦ ❡✐&❤❡$ C2v ♦$ ♥♦♥♣❧❛♥❛$ gauche -&$✉❝&✉$❡✱ &❤❡ ❧❛&&❡$ ✉♥-&❛❜❧❡ ✐♥

❛ ❣❛- ♣❤❛-❡✳ ❆❧-♦ ✐♥ ♦♥❡ ❝❛-❡ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♥❡✉&$❛❧ ❙4 &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ trans ✐-♦♠❡$ ❝♦♥✈❡$❣❡❞

&♦ ❛ gauche ♦♥❡✳

❋♦$ &❤❡ ♣$❡❞✐❝&✐♦♥ ♦❢ -♣❡❝&$♦-❝♦♣✐❝ ✭❯❱✲❱✐- ❛♥❞ ❊C❘✮ ♣$♦♣❡$&✐❡- ■ ✉-❡❞ ❝❧✉-&❡$ ♠♦❞❡❧-

❝♦♥-✐-&✐♥❣ ♦❢ &❤❡ ✇❤♦❧❡ ❙❖❉ ❝❛❣❡ ✇✐&❤ ❢♦$♠✉❧❛- ❬❙4◆❛(7−8)❙✐12❆❧12❖60❍24❪
(4−6)−

✱ ✇❤❡$❡

&❤❡ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞- ♦❢ ❖ ❛&♦♠- ✇❡$❡ -❛&✉$❛&❡❞ ✇✐&❤ ❍ ❛&♦♠-✳ ❚❤❡ ♠♦-& ✐♥&❡♥-✐✈❡ ❡❧❡❝&$♦♥✐❝

❡①❝✐&❛&✐♦♥- ✐♥ ❙4 ❛♥❞ ❙

•−

4 -♣❡❝✐❡- ❝♦$$❡-♣♦♥❞- &♦ ❡❧❡❝&$♦♥ &$❛♥-✐&✐♦♥ ❢$♦♠ &❤❡ ❤✐❣❤❡-& ❞♦✉❜❧②

♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛$ ♦$❜✐&❛❧ &♦ &❤❡ ❧♦✇❡-&✲✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛$ ♦$❜✐&❛❧ ✭❍❖▼❖→▲❯▼❖✮

♦$ -✐♥❣❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛$ ♦$❜✐&❛❧ ✭❙❖▼❖✲✶→❙❖▼❖✮✱ $❡-♣❡❝&✐✈❡❧②✱ -❡❡ ❛❧-♦ ❋✐❣✳ ✶✶✳

❙✐♠✐❧❛$❧② &♦ &❤❡ ❙

•−

3 ✐♦♥ ❝❛-❡✱ &❤❡ $❡❧❡✈❛♥& ❢$♦♥&✐❡$ ♦$❜✐&❛❧- ✐♥ ♣❡$✐♦❞✐❝ ❛♥❞ ❝❧✉-&❡$ ♠♦❞❡❧-

❛$❡ ♠❛✐♥❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛& &❡&$❛-✉❧❢✉$ ♠♦✐❡&② ❛♥❞ &❤❡② ❧♦♦❦ ❛❧✐❦❡ &❤❡ ❝♦$$❡-♣♦♥❞✐♥❣ ♦$❜✐&❛❧-

❢♦$ &❤❡ ✐-♦❧❛&❡❞ ❙4✴❙
•−

4 -♣❡❝✐❡-✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②-✐- ♦❢ ✇❛✈❡❢✉♥❝&✐♦♥ ❝❤❛$❛❝&❡$ ❛& ❉❋❚ ❛♥❞ ❛❞✈❛♥✲

❝❡❞ Q✉❛♥&✉♠ ❝❤❡♠✐-&$② ✭❈❈❙❉✭❚✮✱ ❈❆❙❙❈❋✰◆❊❱C❚✷✮ ❧❡✈❡❧- -❤♦✇❡❞ ♠✐❧❞ -✐♥❣❧❡&✕&$✐♣❧❡&

✐♥-&❛❜✐❧✐&② ❢♦$ ❙4 ✐-♦♠❡$- ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ cis✕C2v ♦♥❡✮✱ ❤♦✇❡✈❡$✱ &❤✐- ❡✛❡❝& ✐- ♥♦& -❡$✐♦✉- ❡♥♦✲

✉❣❤ &♦ -♣♦✐❧ ❉❋❚ $❡-✉❧&-✱ ✇❤✐❝❤ ❛❣$❡❡- ✇✐&❤ -✐♠✐❧❛$ $❡♣♦$&- ❢$♦♠ &❤❡ ♣$❡✈✐♦✉- &❤❡♦$❡&✐❝❛❧

$❡-❡❛$❝❤✳

39
❋♦$ &❤❡ ♥❡✉&$❛❧ ❙4 ♠♦❧❡❝✉❧❡ &❤❡ ❡①❝✐&❛&✐♦♥ ❡♥❡$❣✐❡- ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ ❢$❡❡ -♣❡❝✐❡-

❛$❡ ✈❡$② -✐♠✐❧❛$✱ ✇❤❡$❡❛- ✐♥ &❤❡ ❝❛-❡ ♦❢ ❙

•−

4 ❛♥✐♦♥✱ &❤❡ &$❛♣♣✐♥❣ ✐♥ ❙❖❉ ❧❛&&✐❝❡ -❤✐❢&- ❡①❝✐✲

&❛&✐♦♥ ❡♥❡$❣✐❡- ❢❛✐$❧② -&$♦♥❣ ✭❜② ≈ ✵✳✺ ❡❱✮ ✐♥ ❝♦♠♣❛$✐-♦♥ &♦ &❤❡ ❝♦$$❡-♣♦♥❞✐♥❣ ❣❛-✲♣❤❛-❡

✈❛❧✉❡-✳ ❚❤❡ ❧❛&&❡$ ♥♦&✐❝❡ ❝♦♥✜$♠- &❤❡ ♥❡❝❡--✐&② ♦❢ ♣$♦♣❡$ &$❡❛&♠❡♥& ♦❢ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥& ✐♥

&❤❡ ❞❡-❝$✐♣&✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛$❣❡❞ ♣♦❧②-✉❧✜❞❡-✳

✹✵

❚❤❡ ♦♥❧② ❙4 -♣❡❝✐❡- -&$♦♥❣❧② ❛❜-♦$❜✐♥❣ ❧✐❣❤&

❛$♦✉♥❞ ✺✵✵ ♥♠ ✐- C2v ✐-♦♠❡$✱ ❛♠♦♥❣ $❛❞✐❝❛❧- ❤✐❣❤ ❡♥❡$❣② Cs ❛♥❞ C3v ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ &❤❡

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ &❤❡♦$②✮ ❛❜-♦$❜ ✐♥ &❤✐- $❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦-& -&❛❜❧❡ C2v ✐-♦♠❡$ ♦❢ ❙

•−

4 ❡①❤✐❜✐&-

&❤❡ -&$♦♥❣❡-& ❛❜-♦$♣&✐♦♥ &❤❡ ✐♥ ♥❡❛$✲✐♥❢$❛$❡❞ $❛♥❣❡✳

▼♦$❡♦✈❡$✱ ❢♦$ &❤❡ ✐-♦❧❛&❡❞ ❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❝❧✉-&❡$ ♠♦❞❡❧- ❙

•−

4 $❛❞✐❝❛❧-✱ ■ ❝♦♠♣✉&❡❞

g &❡♥-♦$ ♣$✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥&-✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ giso ❢♦$ cis✕C2v ✐-♦♠❡$ ✐- -❧✐❣❤&❧② ❤✐❣❤❡$

&❤❛♥ &❤❡ ❝♦$$❡-♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❡$✐♠❡♥&❛❧ ✈❛❧✉❡ $❡♣♦$&❡❞ ❢♦$ ❙

•−

3 $❛❞✐❝❛❧ ✐♥ ❜❧✉❡ ❯▼✱ ❤♦✇❡✈❡$✱

✹✵
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❋✐❣✉$❡ ✶✶✿ ❚❤❡ ❢$♦♥'✐❡$ ♦$❜✐'❛❧, ❢♦$ ,②,'❡♠, ❝♦♥'❛✐♥✐♥❣ cis✕C2v ❙4 ♠♦❧❡❝✉❧❡✿ ✭✶✮ '❤❡ ❤✐✲

❣❤❡,' ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛$ ♦$❜✐'❛❧ ✭❍❖▼❖✮ 4b1 ❛♥❞ '❤❡ ❧♦✇❡,' ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛$ ♦$❜✐'❛❧
✭▲❯▼❖✮ 4a2 ✐♥ '❤❡ ✐,♦❧❛'❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✭✷✮ '❤❡ ❝♦$$❡,♣♦♥❞✐♥❣ ❝$②,'❛❧ ♦$❜✐'❛❧, ✐♥ ♣❡$✐♦❞✐❝
◆❛7❙4❈❧✲,♦❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✭✸✮ '❤❡ ❝♦$$❡,♣♦♥❞✐♥❣ ♦$❜✐'❛❧, ✐♥ ❝❧✉,'❡$ ♠♦❞❡❧,✱ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦$ '❤❡

♣$❡❞✐❝'✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝'$♦♥✐❝ ❡①❝✐'❛'✐♦♥ ❡♥❡$❣✐❡,✳ ■♥ C2v ❙
•−

4 $❛❞✐❝❛❧ 4b1 ♦$❜✐'❛❧ ✐, ,✐♥❣❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞✳
❚❤❡ ❡①❝✐'❛'✐♦♥, ♦❢ 4b1 → 4a2 '②♣❡ ❛$❡ '❤❡ ♠♦,' ✐♥'❡♥,✐✈❡ ✐♥ '❤❡,❡ ,②,'❡♠,✳

 ❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ g ❝♦♠♣♦♥❡♥ . ❛/❡ ✈❡/② ❞✐✛❡/❡♥ ❢♦/ ❜♦ ❤ /❛❞✐❝❛❧.✳ ❆❧.♦✱  ❤❡ ♣/✐♥❝✐♣❛❧ g  ❡♥.♦/

❝♦♠♣♦♥❡♥ . ❢♦/  ❤❡ /❡♠❛✐♥✐♥❣ ❙

•−

4 ✐♦♥. ✈❛/② . /♦♥❣❧②✱ ✇❤✐❝❤ .❤♦✇.  ❤❡ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ♦❢ ❊;❘

.♣❡❝ /♦.❝♦♣② ✐♥  ❤❡ ✐❞❡♥ ✐✜❝❛ ✐♦♥ ♦❢ ❙

•−

4 ✐.♦♠❡/.✳

❆♠♦♥❣  ❤❡ . ✉❞✐❡❞ ❯▼ ♣❡/✐♦❞✐❝ ♠♦❞❡❧. ✇✐ ❤ ♦❝❝❧✉❞❡❞  ❡ /❛.✉❧❢✉/ .♣❡❝✐❡. ■ ❢♦✉♥❞  ❤❡

❜❡. ❛❣/❡❡♠❡♥ ♦❢ Γ ♣♦✐♥ ❤❛/♠♦♥✐❝ ♣❤♦♥♦♥. ✇✐ ❤ ❡①♣❡/✐♠❡♥ ❛❧ /❡.♦♥❛♥❝❡ ❘❛♠❛♥ ❞❛ ❛ ❢♦/

C2v ✐.♦♠❡/ ♦❢ ❙4 ♠♦❧❡❝✉❧❡✳ ❘❡❞ ❝❤/♦♠♦♣❤♦/❡ ✐♥ ❯▼ .❤♦✇. ✈✐❜/❛ ✐♦♥❛❧ ❜❛♥❞. ❛ ✻✼✺✱ ✻✺✺✱

✹✶✵✱ ❛♥❞ ✸✺✺ ❝♠

−1
✳

✹✶

❯♣♦♥ ❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥❛❧ /❡.✉❧ .✱  ❤❡.❡ ♠♦❞❡. ❝❛♥ ❜❡ /❡.♣❡❝ ✐✈❡❧② ❛.❝/✐❜❡❞

 ♦✿ ✭✐✮ .②♠♠❡ /✐❝ . /❡ ❝❤✐♥❣ ♦❢  ❡/♠✐♥❛❧ ❙✕❙ ❜♦♥❞. ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✐ . ❛♥ ✐.②♠♠❡ /✐❝ ❝♦✉♥ ❡/♣❛/ ✱

✭✐✐✐✮ ❛♥ ✐.②♠♠❡ /✐❝ ❜❡♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ✭✐✈✮ ♠✐❞❞❧❡ ❙✕❙ ❜♦♥❞ . /❡ ❝❤✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐♥ cis✕C2v ❙4✱

.❡❡ ❋✐❣✳ ✶✷✳ ■ ✐. ✇♦/ ❤✇❤✐❧❡  ♦ ♥♦ ❡✱  ❤❛  ❤❡ ❧❛.  ✇♦ ♠♦❞❡. ❡①❤✐❜✐ ❛❝❝✐❞❡♥ ❛❧ ❞❡❣❡♥❡/❛❝②

✐♥ ❛ ❣❛. ♣❤❛.❡✱ .❤✐❢ ❡❞ ✉♣♦♥  ❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥ ✐♥ ❙❖❉ ❧❛  ✐❝❡✳ ❚❤❡ /❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐.♦♠❡/. ♦❢

❙4✴❙
•−

4 ✉.✉❛❧❧② ❧❛❝❦ ✈✐❜/❛ ✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡. ❛  ❤❡ ❤✐❣❤✲❢/❡U✉❡♥❝② /❛♥❣❡ ✭❛❜♦✉ ✻✺✵ ❝♠

−1
✮ ❛♥❞✴♦/

✐♥  ❤❡ ✸✵✵✲✹✵✵ ❝♠

−1
/❛♥❣❡✳

■♥ ❞✐.❝✉..❡❞ /❡.❡❛/❝❤✱ ■ .❤♦✇❡❞  ❤❛  ❤❡ ♦♥❧② ♣❧❛✉.✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛ ❡ ❢♦/ /❡❞ ❝❤/♦♠♦♣❤♦/❡

✐♥ ❯▼ ✐. cis✕C2v ✐.♦♠❡/ ♦❢  ❤❡ ♥❡✉ /❛❧ ❙4 ♠♦❧❡❝✉❧❡✱  ❤✉.  ❤❡ ❛..✐❣♥♠❡♥ ♦❢  ❤✐. ❝❤/♦♠♦✲

♣❤♦/❡  ♦ ❙

•−

4 /❛❞✐❝❛❧✱ . ✐❧❧ ❢♦✉♥❞ ✐♥ /❡❝❡♥ ❧✐ ❡/❛ ✉/❡✱ ✐. ✐♥❝♦//❡❝ ✳ ❚❤❡ ❤②♣♦ ❤❡ ✐❝❛❧ ♣/❡.❡♥❝❡

♦❢ cis✕C2v ❙

•−

4 ✐♦♥ ✐♥ ❯▼ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡ ❡❝ ❡❞ ❜②  ❤❡ . /♦♥❣ ❛❜.♦/♣ ✐♦♥ ✐♥  ❤❡ ♥❡❛/✲✐♥❢/❛/❡❞

/❛♥❣❡ ❛♥❞  ❤❡ ❞❡ ❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②.✐. ♦❢  ❤❡ ❊;❘ .✐❣♥❛❧✳ ■ ❤❛✈❡ .❤♦✇♥  ❤❛  ❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢

 ❤❡ ❡♥✈✐/♦♥♠❡♥ ❝❛♥ ❛✛❡❝  ❤❡ .♣❡❝ /♦.❝♦♣✐❝ ♣/♦♣❡/ ✐❡. ♦❢ ❝♦♥✜♥❡❞ ♣♦❧②.✉❧✜❞❡.✳ ❆❧ ❤♦✲

✉❣❤  ❤❡ ❞✐.❝✉..❡❞ /❡.❡❛/❝❤ ✇❛. ❢♦❝✉.❡❞ ♦♥ ❯▼✱ .♦♠❡ ♦❢  ❤❡ ♦❜ ❛✐♥❡❞ /❡.✉❧ .✱ ♣❛/ ✐❝✉❧❛/❧②

❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐ ❤ ❝❤❛/❣❡❞ ❙

•−

4 /❛❞✐❝❛❧✱ ❝❛♥ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ . ✉❞✐❡. ♦♥ ♦ ❤❡/ .②. ❡♠.✱ ✇❤❡/❡ .✉❝❤

♣♦❧②.✉❧✜❞❡. ❛/❡ ♣/❡.❡♥ ✱ ❡✳❣✳ ♠❡ ❛❧✕.✉❧❢✉/ ❜❛  ❡/✐❡.✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✷✿ ❋♦✉# ❤✐❣❤❡() ✈✐❜#❛)✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡( ❢♦# C2v ✐(♦♠❡# ♦❢ ❙4 ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✐♥ ❛ ❣❛( ♣❤❛(❡

✭✉♣♣❡# ♣❛♥❡❧✮ ❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❙❖❉ ❝❛❣❡ ✭❧♦✇❡# ♦♥❡✮✱ ❛( ♣#❡❞✐❝)❡❞ ❛) ❉❋❚✴=❇❊ ❧❡✈❡❧ ✐♥

❤❛#♠♦♥✐❝ ❛♣♣#♦①✐♠❛)✐♦♥✿ ✭✶✮ (②♠♠❡)#✐❝ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛♥)✐(②♠♠❡)#✐❝ ()#❡)❝❤✐♥❣ ♦❢ )❡#♠✐♥❛❧ ❙✕❙

❜♦♥❞(✱ ✭✸✮ ❛♥)✐(②♠♠❡)#✐❝ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❜❡♥❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ✭✹✮ ()#❡)❝❤✐♥❣ ♦❢ ♠✐❞❞❧❡ ❙✕❙ ❜♦♥❞✳

✷✳✷✳✹ ❚❤❡ -.$✉❝.✉$❛❧ ❝❤❛$❛❝.❡$✐③❛.✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❜$❛.✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②-✐- ♦❢ ❈❛2❙✐❖4 ♣♦✲

❧②♠♦$♣❤- ✇✐.❤ ♣❡$✐♦❞✐❝ ❉❋❚ ❛♥❞ ▼▼ ♠❡.❤♦❞- ❬❍✻❪

❉✐❝❛❧❝✐✉♠ ♦()❤♦+✐❧✐❝❛)❡✱ ❈❛2❙✐❖4 ✭❈✷❙✮✱ ❛❧+♦ ❦♥♦✇♥ ❛+ ❜❡❧✐)❡✱ ❝♦♥+)✐)✉)❡+ ❛♣♣(♦①✐♠❛)❡❧②
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✐♠♣❧❡♠❡♥&❡❞ ✐♥ ●❯▲+

5
♣❛❝❦❛❣❡ ♣♦❧❛1✐③❛❜❧❡ ✐♥&❡1❛&♦♠✐❝ ♣♦&❡♥&✐❛❧4✳

6
■♥✐&✐❛❧ ❣❡♦♠❡&1✐❡4 ✇❡✲
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♥♦&✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐✛❡1❡♥❝❡4 ❛1❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦1 &❤❡ ♠❡❛♥ ❈❛✕❖ ❞✐4&❛♥❝❡4 ✭∼ ✵✳✶ ➴✮✱ ❛4 ✇❡❧❧ ❛4 ❢♦1 ❈❛✕❖
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✷✳✷✳✻ ❙✉♠♠❛'②

▼② "❝✐❡♥'✐✜❝ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥' ✐" '❤❡ ❝②❝❧❡ ♦❢ ♣❛♣❡1" ❞❡✈♦'❡❞ '♦ '❤❡ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ ❞❡'❡1♠✐♥❛'✐♦♥

♦❢ "'1✉❝'✉1❛❧✱ ❡❧❡❝'1♦♥✐❝✱ ❛♥❞ "♣❡❝'1♦"❝♦♣✐❝ ♣1♦♣❡1'✐❡" ♦❢ '❤❡ ✈❛1✐♦✉" ♠❛'❡1✐❛❧" ♦❢ ♣1❛❝'✐❝❛❧

✐♠♣♦1'❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❡♠✐"'1② ✐" ❜❛"❡❞ ♦♥ ❙✐✕❖ ❛♥❞✴♦1 ❆❧✕❖ ❝♦♥♥❡❝'✐✈✐'✐❡"✿ "✐❧✐❝❛'❡ ❬❍✶✱

❍✷✱ ❍✻❪ ❛♥❞ ❛❧✉♠✐♥❛'❡ ❝❡♠❡♥'" ❬❍✸✱ ❍✹❪✱ ✉❧'1❛♠❛1✐♥❡ ♣✐❣♠❡♥'" ❬❍✺✱ ❍✽❪✱ ❛♥❞ ❝❛'❛❧②'✐❝

③❡♦❧✐'❡" ❬❍✼❪✳ ❖✇✐♥❣ '♦ ✈❛1✐♦✉" ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ ❛♣♣1♦❛❝❤❡"✱ ✭♠❛✐♥❧② '❤❡ ❞❡♥"✐'② ❢✉♥❝'✐♦♥❛❧

'❤❡♦1② ❧❡✈❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥"✱ ❜✉' ❛❧"♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛1 ♠❡❝❤❛♥✐❝" ❛♥❞ '❤❡ ❝♦11❡❧❛'❡❞ ♠❡'❤♦❞" ♦❢

C✉❛♥'✉♠ ❝❤❡♠✐"'1②✮✱ ■ ♦❜'❛✐♥❡❞ ♠❛♥② ♥❡✇ 1❡"✉❧'"✱ ❜❡✐♥❣ '❤❡ ✐♠♣♦1'❛♥' ❝♦♥'1✐❜✉'✐♦♥ '♦ '❤❡

"'❛'❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ '❤❡"❡ ♠❛'❡1✐❛❧"✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❛1✐✜❡❞ "❡✈❡1❛❧ ❞✐"❝✉""❡❞ ❛♥❞ ✐♥"✉✣❝✐❡♥'❧②

1❡✜♥❡❞ ❜② ❡①♣❡1✐♠❡♥' ✐""✉❡" ❢1♦♠ '❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣❤②"✐❝" ❛♥❞ ❝❤❡♠✐"'1② ♦❢ ❛❧✉♠✐♥♦"✐❧✐❝❛'❡"✱ ✐♥

"♦♠❡ ❝❛"❡"✱ ■ ❛❧"♦ ♣1♦♣♦"❡❞ ♥❡✇ ❡①♣❡1✐♠❡♥'❛❧ "'✉❞✐❡" ❛♥❞ '❤❡✐1 ✐♥'❡1♣1❡'❛'✐♦♥✳

• ❯♣♦♥ '❤❡ ✜1"' ✐♥ ❧✐'❡1❛'✉1❡ "✐♠✉❧❛'✐♦♥" ♦❢ 29❙✐ ◆▼❘ "♣❡❝'1❛ ❢♦1 '❤❡ ♣❡1✐♦❞✐❝ ♠♦❞❡❧"

♦❢ ❈✕❙✕❍ ❣❡❧ ■ "❤♦✇❡❞ '❤❛' '❤✐" ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥' ♦❢ ❤②❞1❛'❡❞ N♦1'❧❛♥❞ ❝❡♠❡♥'"

"'1✉❝'✉1❛❧❧② 1❡"❡♠❜❧❡" 1❛'❤❡1 ✶✹➴ '♦❜❡1♠♦1✐'❡ '❤❛♥ ❥❡♥♥✐'❡ ❬❍✶❪✳

• ■ ❞❡♠♦♥"'1❛'❡❞ '❤❛' '❤❡ ❛♥❛❧②"✐" ♦❢ ♣1✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥'" ♦❢ 29❙✐ ❝❤❡♠✐❝❛❧ "❤✐❢' '❡♥"♦1

✐♥ ❈✕❙✕❍ ❡♥❛❜❧❡" ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉" ✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ♦❢ "✐❧✐❝❛ '❡'1❛❤❡❞1❛ ♦❢ ✈❛1✐♦✉" ❝♦♥❞❡♥✲

"❛'✐♦♥ ❞❡❣1❡❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ '❤❡② ❡①❤✐❜✐' ❧✐''❧❡ ❞✐✛❡1❡♥❝❡ ✐♥ '❤❡ ✐"♦'1♦♣✐❝ ❝❤❡♠✐❝❛❧ "❤✐❢'✱

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉'✐❧✐③❡❞ ✐♥ '❤❡ ❢✉'✉1❡ ❡①♣❡1✐♠❡♥'❛❧ "'✉❞✐❡" ♦♥ ❝❡♠❡♥'"✳❬❍✷❪✳

• ■ ❝♦♥✜1♠❡❞ '❤❡ ✐♥"'❛❜✐❧✐'② ♦❢ ❝✉❜✐❝ ②❡✬❡❧✐♠✐'❡ "'1✉❝'✉1❡ ✇✐'❤ 1❡"♣❡❝' '♦ ♦1'❤♦1❤♦♠✲

❜✐❝ ♦1 '❡'1❛❣♦♥❛❧ ❞✐"'♦1'✐♦♥ ❛♥❞ ♣1♦♣♦"❡❞ ❛❞❞✐'✐♦♥❛❧ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ♣♦❧②♠♦1♣❤ ♦❢ '❤✐"

♠✐♥❡1❛❧✱ ♥♦' ♦❜"❡1✈❡❞ ❡①♣❡1✐♠❡♥'❛❧❧② ②❡' ❬❍✸❪✳

• ■ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ '❤❡ ❞❡❝1❡❛"❡ ✐♥ ❜✉❧❦ ♠♦❞✉❧✉" ♦❢ ❋❡ ❞♦♣❡❞ ❦❛♦✐'❡ ❛" '❤❡ 1❡"✉❧' ♦❢ ✐♥❝1❡✲

❛"❡❞ ❝♦♠♣1❡""✐❜✐❧✐'② ♦❢ ❈❛✕❖ ♣♦❧②❤❡❞1❛✱ ♦✈❡1✇❤❡❧♠✐♥❣ '❤❡ "'1❡♥❣'❤❡♥✐♥❣ ♦❢ ❤②❞1♦❣❡♥

❜♦♥❞ ♥❡'✇♦1❦ ❬❍✹❪✳

• ■♥ '❤❡ ✜1"' ♣❡1✐♦❞✐❝ ❛♥❞ ❧❛1❣❡ ❝❧✉"'❡1 "'✉❞✐❡" ♦♥ ❜❧✉❡ ✉❧'1❛♠❛1✐♥❡" ■ "❤♦✇❡❞ '❤❛' ❙
•−

3

1❛❞✐❝❛❧" ♦❝❝❧✉❞❡❞ ✐♥ '❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥' "♦❞❛❧✐'❡ ❝❛❣❡" ❛1❡ ♥♦' ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧❡❞✱ '❤❡✐1 ❡❧❡❝✲

'1♦♥✐❝ ❛♥❞ "'1✉❝'✉1❛❧ ♣1♦♣❡1'✐❡" ❛1❡ ♦♥❧② "❧✐❣❤'❧② ❛✛❡❝'❡❞ ❜② '❤❡ ✐♥'❡1❛❝'✐♦♥ ✇✐'❤ '❤❡

❧❛''✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡1✱ ❞✐✛❡1❡♥' ❧♦❝❛❧ ❡♥✈✐1♦♥♠❡♥'" ♦❢ ❙

•−

3 1❛❞✐❝❛❧" ❝❛♥ ❛✛❡❝' '❤❡ ❞②♥❛♠✐❝"

♦❢ '❤❡"❡ ✐♦♥" ✐♥ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥'✱ 1❡"✉❧'✐♥❣ ✐♥ ♦❜"❡1✈❡❞ ❊N❘ ❜❛♥❞" ✇✐'❤ ❞✐✛❡1❡♥' "✐❣♥❛❧

❛✈❡1❛❣✐♥❣ ❬❍✺❪✳

• ❖✇✐♥❣ '♦ ♣❡1✐♦❞✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❈❛2❙✐❖4 ■ ❞❡♠♦♥"'1❛'❡❞ '❤❛' '❤❡ ❧❡"" ❡♥❡1❣❡'✐❝❛❧❧②

"'❛❜❧❡ ❛♥❞ "✐♠✉❧'❛♥❡♦✉"❧② ♠♦1❡ 1❡❛❝'✐✈❡ ✇✐'❤ ✇❛'❡1 ♣♦❧②♠♦1♣❤" ❡①❤✐❜✐' ❧❛1❣❡ ❞❡♣❛1✲

'✉1❡ ❢1♦♠ '❤❡ ♦❝'❛❤❡❞1❛❧ ❈❛✕❖ ❝♦♦1❞✐♥❛'✐♦♥ ❛♥❞ '❤❡ "♦❢'❡♥✐♥❣ ♦❢ ❛❝♦✉"'✐❝ ♣❤♦♥♦♥

♠♦❞❡"✱ ❝♦11❡"♣♦♥❞✐♥❣ '♦ '❤❡ 1❡❧❛'✐✈❡ ❞✐"♣❧❛❝❡♠❡♥'" ♦❢ ❈❛

2+
❛♥❞ ❙✐❖

2−
4 ✐♦♥" ❬❍✻❪✳

• ■♥ '❤❡ ✜1"' ♣❡1✐♦❞✐❝ ❉❋❚ "'✉❞✐❡" ♦♥ ♠❛③③✐'❡ '②♣❡ ③❡♦❧✐'❡"✱ ■ ❛""✐❣♥❡❞ '✇♦ ♦❜"❡1✈❡❞

❡①♣❡1✐♠❡♥'❛❧❧② ✉♣♦♥ ❈❖ ❛❞"♦1♣'✐♦♥ ✐♥❢1❛1❡❞ ❜❛♥❞" ♦❢ ❖❍ ❣1♦✉♣" '♦ ❇1[♥"'❡❞ ❛❝✐❞✐❝

"✐'❡" ❧♦❝❛'❡❞ ✐♥ ❝❛✈✐'✐❡" ♦❢ ❞✐✛❡1❡♥' "✐③❡" ❬❍✼❪✳

• ❖✇✐♥❣ '♦ '❤❡ ✜1"' ♣❡1✐♦❞✐❝ ❛♥❞ ❝❧✉"'❡1 ❉❋❚ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ 1❡❞ ✉❧'1❛♠❛1✐♥❡" ■ ❝♦♥✜1♠❡❞

'❤❡ ❛""✐❣♥♠❡♥' ♦❢ '❤❡ 1❡❞ ❝❤1♦♠♦♣❤♦1❡ ✐♥ ✉❧'1❛♠❛1✐♥❡" '♦ '❤❡ ♣❧❛♥❛1 ✐"♦♠❡1 ♦❢ ❙4

♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦❢ C2v "②♠♠❡'1②✱ ■ "❤♦✇❡❞ ❙4 ❛♥❞ ❙
•−

4 ✐♥ ❝♦♥❞❡♥"❡❞ ♣❤❛"❡✱ ❛" ✇❡❧❧ ❛"

♣1❡❞✐❝'❡❞ '❤❡ ❝❤❛1❛❝'❡1✐"'✐❝ ❢❡❛'✉1❡" ♦❢ ❯❱✲❱✐"✲◆■❘ ❛♥❞ ❊N❘ "♣❡❝'1❛ ♦❢ ❙

•−

4 ✐♦♥"✱

'❤❡ ❧❛''❡1 1❡"✉❧'" "❤♦✉❧❞ ❢❛❝✐❧✐'❛'❡ '❤❡ ❡①♣❡1✐♠❡♥'❛❧ ❞❡'❡❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡"❡ 1❛❞✐❝❛❧" ❬❍✽❪✳

✷✼



✸ !"❡$❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ $✐❣♥✐✜❝❛♥& $❝✐❡♥&✐✜❝ ❛❝&✐✈✐&✐❡$ "❡❛❧✐③❡❞ ✐♥

♠♦"❡ &❤❛♥ ♦♥❡ $❝✐❡♥&✐✜❝ ✐♥$&✐&✉&✐♦♥

■♥ "❤❡ ②❡❛'( ✷✵✶✵✕✷✵✶✸✱ ■ ❤♦❧❞ ❛ ♣♦("❞♦❝"♦'❛❧ ♣♦(✐"✐♦♥ ❛" ❉♦♥♦#$✐❛ ■♥$❡)♥❛$✐♦♥❛❧

+❤②#✐❝# ❈❡♥$❡)✱ ✇❤❡'❡✱ ✇✐"❤✐♥ "❤❡ ❣'♦✉♣ ♦❢ ♣'♦❢✳ ❆♥❞';( ❆②✉❡❧❛✱ ■ ❝♦♥❞✉❝"❡❞ ❝♦♠♣✉✲

"❛"✐♦♥❛❧ ("✉❞✐❡( ♦♥ ("'✉❝"✉'❛❧ ❛♥❞ (♣❡❝"'♦(❝♦♣✐❝ ♣'♦♣❡'"✐❡( ♦❢ ❝❡♠❡♥"(✳ ❚❤✐( ❝♦❧❧❛❜♦'❛"✐♦♥

❧❛("( "♦ "❤❡ ♣'❡(❡♥" ❞❛②✱ ❛♥❞ ■ ❤❛✈❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✜✈❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛♣❡'( ✐♥"♦ "❤❡ ❝✉''❡♥" (❝✐❡♥"✐✜❝

❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥"✳

■♥ ♠② ❝✉''❡♥" ✇♦'❦♣❧❛❝❡✱ ■♥#$✐$✉$❡ ♦❢ +❤②#✐❝# +❆❙ ■ (✉♣♣♦'" ✇✐"❤ ❛"♦♠✐("✐❝

(✐♠✉❧❛"✐♦♥( "❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥"❛❧ ("✉❞✐❡(✱ ♣❡'❢♦'♠❡❞ ✐♥ "❤❡ ❙▲ ✶✳✷ ❣'♦✉♣✱ ♦♥ ♠❡"❛❧ ❝♦♠♣❧❡✲
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