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W pracy stosowany jest uk
ad jednostek SI. 

Wielko� ci wektorowe s�  oznaczane przez pogrubienie, jak np. namagnesowanie M, 

natomiast warto� ci skalarne s�  oznaczane czcionk�  pochy
� , jak np. energia 

odmagnesowania Ed. Tensor odmagnesowania oznaczany jest inn�  czcionk� : N, cho�  

jego elementy, N�� , s�  oznaczane tak jak skalary. Analogiczny standard jest przyj� ty w 

podr� czniku Blundella [1]. 

Dla u
atwienia podano poni� ej list�  cz� sto stosowanych terminów i ich znaczenie. 

· Komórka 

Obszar modelowania jest podzielony w procesie dyskretyzacji na mniejsze 

cz�� ci, zwane komórkami, patrz ust. 2.2. W tym kontek�cie mo� na mówi�  o 

siatce dyskretyzacji. Siatka dyskretyzacji jest regularna, gdy wszystkie komórki 

maj�  ten sam kszta
t i rozmiar. 

· D
ugo��  modelowania 

Obszar modelowania ma okre� lone wymiary. Rozwa� aj� c periodyczne warunki 

brzegowe w jednym wymiarze, d
ugo��  tego obszaru (w kierunku 

periodyczno� ci warunków brzegowych) ma du� e znaczenie i b� dzie w tej pracy 

okre� lana jako d
ugo��  modelowania, patrz ust. 2.4.1. 

· Obraz 

Periodyczne warunki brzegowe, zgodnie z definicj�  Borna, polegaj�  na 

okre� leniu obszaru modelowania i rozwa� aniu niesko� czonej liczby powtórze�  

tego obszaru (ust. 2.4). Ka� de takie powtórzenie b� dzie okre� lane jako obraz.  



 

Stosowane skróty i oznaczenia.  

A Sta
a wymiany (ang. 

exchange constant, continuum 

exchange constant, exchange 

stiffness coefficient) 

d D
ugo��  modelowania 

E Energia 

Ed Energia odmagnesowania 

(ang. demagnetization energy) 

FD Programy oparte na metodzie 

ró� nic sko� czonych 

(ang. finite difference). Patrz 

ust. 2.2 

Hd Pole odmagnesowania  

Heff Pole efektywne 

Hext Pole zewn� trzne  

Hn Pole nukleacji, w 

rozwa� anych tu przypadkach 

równowa� ne koercji 

K Sta
a anizotropii 

kB Sta
a Bolzmanna 

M Namagnesowanie  

m Moment magnetyczny  

Ms Namagnesowanie nasycenia  

n Ca
kowita liczba komórek 

N, 

N��  

Tensor odmagnesowania, 

elementy tego tensora 

(��  = xx, xy, .., zz) 

NPBC Tensor odmagnesowania dla 

przypadku PBC 

nx,ny, 

nz, 

Liczba komórek, 

odpowiednio wzd
u�  osi x, y, 

z 

PBC Periodyczne warunki 

brzegowe (ang. periodic 

boundary conditions) 

r Wektor po
o� enia 

T Temperatura 

V Obj� to��  zajmowana przez 

dane cia
o  

Vel Obj� to��  komórki 

� ex D
ugo��  wymiany (ang. 

exchange length). Konkretnie: 

d
ugo��  wymiany Néela.  

� 0 Przenikalno��  magnetyczna 

pró� ni  
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1 Wst � p 

Obserwowane ostatnio zainteresowanie strukturami o obni� onej wymiarowo� ci ma 

dwojakie przyczyny. Z jednej strony widoczna jest ci� g
a presja przemys
u 

komputerowego intensywnie poszukuj� cego nowych technologii [2], z drugiej strony 

mamy rozwój technik wzrostu kryszta
ów, który nast� pi
 w ostatnich latach. Wiele z 

obecnie popularnych metod hodowli kryszta
ów opiera si�  na zasadzie samoorganizacji 

(ang. self-assembly) [3] i pozwala na otrzymywanie struktur kwazijedno- i kwazizero- 

wymiarowych. W� ród tych metod s�  i takie, które nie wymagaj�  wielkich nak
adów, jak 

na przyk
ad CVD (ang. chemical vapor deposition), czy osadzanie elektrolityczne przy 

wykorzystaniu matryc porowatych. Struktury kwazijednowymiarowe wytwarzane przy 

pomocy takich technik maj�  z regu
y kszta
ty drutów, rur i kabli – o przekrojach 

ko
owych. Z racji ich ma
ych rozmiarów poprzecznych (� rednice rz� du nanometrów) 

nazywamy je odpowiednio nanodrutami, nanorurkami i nanokablami. Zw
aszcza te 

ostatnie, zbudowane na bazie rurki wype
nionej innym materia
em, oferuj�  interesuj� ce 

nowe mo� liwo�ci. Mo� na bowiem w ten sposób wytwarza�  heterostruktury 

ferromagnetyk-pó
przewodnik, ciekawe z powodu ich potencjalnych zastosowa�  [4]. 

Wiele z uk
adów otrzymanych w wyniku samoorganizacji ma budow�  macierzow� , 

gdzie w jednym procesie jest wytwarzanych wiele (np. miliony) 

kwazijednowymiarowych struktur rozmieszczonych w regularny sposób, mo� e to by�  

na przyk
ad grupa równoleg
ych nanodrutów u
o� onych w siatk�  heksagonaln� . Takie 

uk
ady zrobione z ferromagnetyka mog�  by�  stosowane jako pami� ci nieulotne, nie 

wymagaj� ce zasilania do podtrzymania zapisanej w nich informacji – MRAM (ang. 

magnetic random access memory). Ze wzgl� du na nieuniknione w procesie 

samoorganizacji b
� dy strukturalne, rozwa� ane s�  równie�  mo� liwo� ci funkcjonowania 
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urz� dze�  „bezpiecznych” opartych na takich próbkach, urz� dze� , które by
yby odporne 

na istnienie tych b
� dów [5].  

W
a� ciwo�ci magnetyczne kwazijednowymiarowych obiektów s�  cz� sto przedmiotem 

do� wiadcze� . St� d, w literaturze mo� na znale��  szereg publikacji dotycz� cych 

nanodrutów  ferromagnetycznych [6-13], pojawiaj�  si�  te�  publikacje na temat 

nanorurek [14-21] (praca [20] jest ciekawa, bo prezentowane s�  pomiary nie tylko dla 

ca
ej matrycy, ale i dla dwóch wyodr� bnionych nanodrutów) i nanokabli [17, 22]. 

 

Formalizmem opisuj� cym zjawiska magnetyczne zachodz� ce w nanoskali w 

materia
ach ferromagnetycznych jest sformu
owany przez Browna 

mikromagnetyzm [23] (niektórzy autorzy preferuj�  nazw�  „nanomagnetyzm” jako 

bardziej pasuj� c�  do opisywanych skali d
ugo�ci [24, 25]). Niestety równania 

mikromagnetyzmu, przedstawione przeze mnie bardziej szczegó
owo w ust. 2.1, s�  

skomplikowane. W rezultacie przypadki, które mo� emy opisa�  analitycznie s�  nieliczne 

i dotycz�  raczej prostych kszta
tów próbki, jak np. problem histerezy niesko� czonego 

nanodrutu (patrz ust. 4.1.1). W tej sytuacji modelowanie numeryczne jest cz� sto 

jedynym dost� pnym narz� dziem rachunkowym, którego wyniki mo� na konfrontowa�  z 

wynikami do� wiadczalnymi. Modelowanie pozwala nie tylko t
umaczy�  wyniki 

eksperymentu, ale i je przewidywa�  – co jest bardzo istotne przy projektowaniu nowych 

urz� dze�  bazuj� cych na efektach magnetycznych w mikroskali (jak np. komputerowe 

dyski twarde). Od czasu pionierskich prac Browna i LaBonte [26, 27] nast� pi
 znacz� cy 

rozwój mikromagnetyzmu numerycznego i jest to obecnie cz� sto stosowane podej�cie*. 

Dysponujemy szeregiem sprawdzonych przez wielokrotne u� ytkowanie programów, z 

jednej strony pozwalaj� cych na elastyczne definiowanie rozwa� anych struktur (np. 

                                                

* Prawie po
owa publikacji z zakresu mikromagnetyzmu odwo
uje si�  do modelowania (na podstawie 

danych z bazy OVID’2007). 
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j� zyk Tcl i pliki konfiguracyjne w programie OOMMF [28]), a z drugiej strony, 

zauwa� alna jest tendencja do tworzenia programów „interdyscyplinarnych”, 

opisuj� cych nie tylko zjawiska magnetyczne, ale i powi� zane z nimi zagadnienia, jak na 

przyk
ad przep
yw pr� du elektrycznego (program „nmag” [29]). W rezultacie, obok 

opisanych w poprzednim akapicie prac do�wiadczalnych, mo� na znale��  prace 

przedstawiaj� ce modelowanie magnetycznych struktur kwazijednowymiarowych: 

nanodrutów [30-33] i nanorurek [34-36]. Mimo zauwa� alnego rozwoju 

mikromagnetyzmu numerycznego nadal jednak jeste� my ograniczeni przez mo� liwo� ci 

dost� pnych komputerów. Analiza numeryczna wymaga podzia
u próbki na komórki, 

przez wprowadzenie siatki dyskretyzacji (ust. 2.2). Wspó
czesne komputery klasy PC 

nie s�  w stanie prowadzi�  oblicze�  w rozs� dnym czasie je� li liczba komórek przekracza 

znacznie 105 – ograniczeniem jest g
ównie brak odpowiedniej mocy obliczeniowej. Z 

drugiej strony, rozmiary komórek powinny by�  odpowiednio ma
e (ust. 2.2), cho�  nie 

wszyscy autorzy stosuj�  si�  do tego kryterium [30, 35]. Problem nie jest pal� cy, gdy np. 

modelowane s�  nanorurki o ma
ym stosunku* d
ugo�� :� rednica [36], albo gdy mo� na z 

góry za
o� y�  okre� lony kszta
t rozk
adu namagnesowania w nanorurce [34]. 

 

W ogólnym jednak przypadku, gdy dost� pny rozmiar modelowanego obszaru jest du� o 

mniejszy od próbki obserwowanej w do�wiadczeniu (np. d
ugiej nanorurki), mamy do 

wyboru dwie mo� liwo�ci zilustrowane na Rys. 1-1. 

                                                

* Mowa tu o zewn� trznej � rednicy nanorurki. Ma
y stosunek d
ugo�� :� rednica, to wielko��  rz� du jeden. 
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Rys. 1-1 Przypadek realnej struktury, zaznaczonej na zielono (a), której rzeczywiste rozmiary s�  du� o 

wi� ksze od dost� pnego obszaru modelowania, zaznaczonego na niebiesko. W takim wypadku, w 

modelowaniu czasami korzysta si�  z otwartych warunków brzegowych, czyli z rozwa� ania tylko 

fragmentu próbki (b). Jest to równoznaczne z niejako sztucznym wprowadzeniem brzegu B. Z kolei 

periodyczne warunki brzegowe ignoruj�  istnienie jakiegokolwiek brzegu (c). Rysunek schematyczny. 

 

Pierwsza z tych mo� liwo�ci, to tak zwane otwarte warunki brzegowe (ang. open 

boundary condtitions, free boundary conditions). Polegaj�  one na uwzgl� dnieniu 

jedynie wybranego fragmentu realnej próbki (obszar niebieski, Rys. 1-1 a) i 

modelowaniu go tak jakby by
 on otoczony pró� ni�  (Rys. 1-1 b). Druga mo� liwo�� , to 

periodyczne warunki brzegowe, wprowadzone po raz pierwszy przez Borna [37, 38] 

(zwane warunkami Borna-von Karmana, Rys. 1-1 c). Wida� , � e ka� de z tych rozwi� za�  

jest przybli� eniem, ka� de z nich ignoruje istnienie brzegu „A” realnej próbki. Zamiast 

tego, otwarte warunki brzegowe wprowadzaj�  istnienie sztucznego brzegu „B”, 

natomiast periodyczne warunki brzegowe ignoruj�  istnienie jakiegokolwiek brzegu. 

Ka� de z tych rozwi� za�  zaniedbuje kszta
t próbki, co jak si�  oka� e pó� niej mo� e mie�  

istotne znaczenie. Ka� de z tych rozwi� za�  jest wi� c w pewnym sensie z
e. Kwesti� , 

kiedy w mikromagnetyzmie stosowa�  otwarte, a kiedy periodyczne warunki brzegowe, 
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omówi�  dok
adniej w ust. 2.4. Tam te�  porównam dok
adniej stosowanie periodycznych 

warunków brzegowych w mikromagnetyzmie i w innych dzia
ach fizyki cia
a sta
ego. 

Na razie chcia
bym jedynie zwróci�  uwag�  na istotn�  rol�  periodycznych warunków 

brzegowych przy badaniu niskowymiarowych struktur*, w tym próbek 

kwazijednowymiarowych. Wydaje si�  bowiem niew
a� ciwe, by przy modelowaniu zbyt 

du� ych struktur† stosowa�  zawsze otwarte warunki brzegowe. Periodyczne warunki 

brzegowe s�  dla nich dobrym, alternatywnym rozwi� zaniem, gdy�  dzi� ki nim mo� na 

analizowa�  wp
yw nieuwzgl� dnionego w modelowaniu obszaru (Rys. 1-1, zaznaczony 

na zielono). Trzeba przy tym pami� ta�  o d
ugozasi� gowym charakterze oddzia
ywania 

dipolowego. O ile bowiem otwarte warunki brzegowe s�  bardzo proste w 

implementacji, to narzucenie periodycznych warunków brzegowych jest zagadnieniem 

trudnym, w
a� nie ze wzgl� du na d
ugozasi� gowe oddzia
ywania dipolowe (ust. 2.4). 

Dlatego w mikromagnetyzmie numerycznym cz� sto jest wprowadzane arbitralne 

ograniczenie ich zasi� gu. Podej� cie polegaj� ce na sztucznym ograniczeniu zasi� gu 

oddzia
ywa�  dipolowych jest jednak niebezpieczne, na co wskazuj�  autorzy badaj� cy to 

zagadnienie [39-41]. Zaproponowane przeze mnie rozwi� zanie oparte jest na bardzo 

prostym pomy� le. Polega ono na faktycznym uwzgl� dnieniu niesko� czonego zasi� gu 

oddzia
ywania dipolowego i jednoczesnym uwa� nym kontrolowaniu generowanych w 

trakcie modelowania b
� dów. Dzi� ki takiej kontroli mo� liwe jest: 

· Stosowanie najodpowiedniejszej metody oblicze�  na poszczególnych etapach 

procesu. Przypomina to troch�  konstrukcj�  Ewalda [42], co bardziej 

szczegó
owo opisuj�  w rozdziale trzecim. 

                                                

* Problem stosowania periodycznych warunków brzegowych w trzech wymiarach, do opisu próbek 

obj� to� ciowych, jest kwesti�  sporn� . Niektórzy autorzy twierdz� , � e jest to niemo� liwe, inni � e wr� cz 

przeciwnie. B� dzie to szerzej omówione w ust. 2.4. 
† Okre� lenie „zbyt du� a struktura” dotyczy próbki, której wymiary znacznie przekraczaj�  dost� pne 

mo� liwo� ci numeryczne. W modelowaniu mikromagnetycznym z regu
y najbardziej ograniczeni jeste� my 

przez zbyt ma
�  moc obliczeniow�  procesorów.  



 12

· Decydowanie o jako� ci wyników ko� cowych. W rezultacie mo� liwe jest 

prowadzenie oblicze�  „zgrubnych” (gdy czas jest czynnikiem decyduj� cym), jak 

i dok
adnych a�  do granic okre� lonych przez dost� pny sprz� t komputerowy.  

 

Aby u
atwi�  korzystanie z zaproponowanego przeze mnie algorytmu, stworzy
em 

specjalny modu
 implementuj� cy periodyczne warunki brzegowe w jednym wymiarze 

w otwartej domenie � rodowiska OOMMF [28]. Stworzona specjalnie w tym celu strona 

WWW ma u
atwi�  potencjalnym u� ytkownikom korzystanie z tego modu
u [43]. 

Stosowanie periodycznych warunków brzegowych (PBC, ang. periodic boundary 

conditions) w precyzyjnych badaniach mikromagnetycznych istotnie poszerzy bie�� ce 

mo� liwo� ci modelowania. Dzi� ki PBC b� dzie mo� liwe wiarygodne modelowanie 

wi� kszych (d
u� szych), mezoskopowych struktur. Badania pod
u� nych struktur 

ferromagnetycznych maj�  z pewno� ci�  przed sob�  przysz
o�� , za�  ugruntowana pozycja 

modelowania jako narz� dzia wa� nego w rozwoju przemys
u pó
przewodnikowego [2] 

pozwala mie�  nadziej�  na aplikacyjne zastosowania niniejszej pracy. 

Warto wspomnie� , � e problematyka modelowania mikromagnetycznego by
a ju�  

podejmowana w Instytucie Fizyki PAN. Dr Nedelko analizowa
 w swojej pracy 

doktorskiej materia
y granularne [44]. Korzysta
 przy tym z w
asnego programu 

modeluj� cego koncentruj� c si�  nie tyle na opisie stosowanej metody obliczeniowej 

(umo� liwiaj � cej zreszt�  stosowanie periodycznych warunków brzegowych), ile na 

analizie wyników do� wiadczalnych, wp
ywie parametrów strukturalnych i na 

oddzia
ywaniach wewn� trz- i mi� dzy-fazowych. Tematem niniejszej pracy jest 

natomiast jak najdok
adniejsze uwzgl� dnienie periodycznych warunków brzegowych. 

Przy okazji wskazywane s�  cz� sto stosowane w podobnych pracach przybli� enia, jak 

obci� cie zasi� gu oddzia
ywania dipolowego, lub kontrowersyjne kwestie, jak 

stosowalno��  periodycznych warunków brzegowych w trzech wymiarach. 
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Rozprawa sk
ada si�  z nast� puj� cych cz�� ci. W rozdziale drugim opisuj�  podstawy 

u
atwiaj� ce zrozumienie omawianych przeze mnie zagadnie� . Rozdzia
 trzeci zawiera 

opis zaproponowanego przeze mnie rozwi� zania. Rozdzia
 czwarty przedstawia 

wykonane przeze mnie testy i zastosowania zaproponowanego modelu. Ca
o��  ko� cz�  

podsumowanie i dodatki. Praca powsta
a dzi� ki wsparciu uzyskanemu z Ministerstwa 

Nauki i Szkolnictwa Wy� szego, grant nr 1346/B/H03/2007/33. 

 

Elementy doktoratu zosta
y lub zostan�  opublikowane w pracach: 

1) Lebecki, K.M., O. Kazakova, M.W. Gutowski, Micromagnetic simulations of 

hysteresis in an array of cobalt nanotubes. Physica B, 2008. 403(2-3): p. 360-

363. 

2) Lebecki, K.M., Magnetization reversal modeling for long ferromagnetic 

nanotubes. Materials Science-Poland (przyj� te do druku). 

3) Lebecki, K.M., M.J. Donahue, M.W. Gutowski, Periodic boundary conditions 

for demagnetization interactions in micromagnetic simulations. J. Phys. D: 

Appl. Phys. (w recenzji). 

 



 14

 

2 Wprowadzenie do mikromagnetyzmu numerycznego 

2.1 Teoria mikromagnetyzmu wed
ug Browna 

W ust� pie tym zostanie omówiony model teoretyczny zaproponowany przez 

Browna [23]. Teoria ta s
u� y opisywaniu zjawisk wyst� puj� cych w cia
ach 

ferromagnetycznych w skali nanometrów i mikrometrów. Z takiego podej� cia wynika 

skupienie si�  nie tyle na poszczególnych momentach magnetycznych, lecz raczej na 

zjawiskach u� rednionych po rozmiarach rz� du sta
ej sieciowej. Problem takiego 

u� redniania zosta
 opisany przez Jacksona ([45], ust. 6.7). O u� rednionej w ten sposób 

funkcji namagnesowania M(r ) zak
ada si�  w mikromagnetyzmie, � e jest ci� g
a i 

ró� niczkowalna [23].  

Kwestie uwzgl� dnienia temperatury w rozwa� aniach mikromagnetycznych s�  

nietrywialne. Warte wzmianki popularne obecnie metody modelowania tego problemu, 

to zaproponowane niedawno równanie Landaua-Lifshitza-Blocha [46] (w odró� nieniu 

od równania Landaua-Lifshitza-Gilberta, które opisuj�  w ust. 2.1.6), lub analiza 

powierzchni energii (w przestrzeni fazowej) preferuj� ca pewne „naturalne” � cie� ki 

ewolucji czasowej uk
adu [47]. W poni� szej pracy jednak, wszystkie rozwa� ania b� d�  

dotyczy�  przypadku zerowej temperatury, T = 0. Za ka� dym razem zatem, gdy b� d�  si�  

odwo
ywa�  do terminu „energia”, to tak na prawd�  b� d�  mia
 na my� li energi�  

swobodn�  (energi�  Gibbsa). Ograniczaj� c si�  do stosowanych najcz�� ciej rodzajów 

oddzia
ywa� , energia danej struktury ferromagnetycznej mo� e by�  zgodnie z teori�  

mikromagnetyzmu opisana równaniem [23]:  

 Zeeman exch aniso dE E E E E= + + + , (2.1) 

gdzie poszczególne cz
ony prawej strony równania i odpowiadaj� ce im oddzia
ywania 

s�  omówione w poni� szych ust� pach.  
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2.1.1 Energia Zeemana 

 Zeeman 0 ext
V

E dVm= - ×� M H , (2.2) 

gdzie ca
kowanie odbywa si�  po ca
ej obj� to� ci danej próbki, V.  

Energia Zeemana opisuje oddzia
ywanie ferromagnetycznego cia
a z przy
o� onym 

zewn� trznym polem Hext. W wyniku tego oddzia
ywania, preferowana jest sytuacja, gdy 

namagnesowanie M, jest równoleg
e do pola Hext. 

 

2.1.2 Energia wymiany 

W modelu Heisenberga energia oddzia
ywania wymiennego pomi� dzy dwoma spinami 

Si i Sj jest równa  

 ij i jJ- ×S S , (2.3) 

gdzie Jij to ca
ka lub sta
a wymiany ([1], str. 74). W mikromagnetyzmie dalsze 

rozwa� ania zwykle ogranicza si�  do oddzia
ywania pomi� dzy najbli� szymi s� siadami 

dla przypadku kryszta
ów kubicznych (lub posiadaj� cych struktur�  g� stego 

upakowania) – st� d dalej b� d�  si�  pos
ugiwa�  tylko jedn�  sta
�  J. Gdy k� t pomi� dzy 

s� siednimi spinami jest ma
y, po odj� ciu sta
ej (w rezultacie czego Eexch = 0, gdy 

rozk
ad namagnesowania jest jednorodny) oraz przyjmuj� c ci� g
o��  o� rodka, 

prowadz� c�  do opisu przy u� yciu ci� g
ej funkcji M (r ) – równanie (2.3) mo� na 

sprowadzi�  do nast� puj� cej zale� no�ci na energi�  dla ca
ej próbki ([1], str. 82) 

 ( )2

exch 2
sV

A
E dV

M
= Ñ� M , (2.4) 
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gdzie Ms jest namagnesowaniem nasycenia, a ca
kowanie odbywa si�  po ca
ej obj� to� ci, 

V. Sta
a A, wprowadzona po raz pierwszy przez Browna w 1940 roku [48, 49]*, jest 

nazywana sta
�  wymiany i wynosi 

 2 /A JS z a= , (2.5) 

gdzie S = |Si|, a jest odleg
o� ci�  pomi� dzy s� siednimi spinami, natomiast sta
a z wynosi 

1, 2, 4 odpowiednio dla sieci kubicznej prostej, centrowanej przestrzennie i 

powierzchniowo, natomiast dla struktury g� stego upakowania 2 2z = . W niniejszej 

pracy rozwa� ane s�  wy
� cznie izotropowe oddzia
ywania ferromagnetyczne, zatem 

A > 0. W wyniku oddzia
ywania wymiennego preferowana jest sytuacja jednorodnego 

namagnesowania próbki M (r ) = const.  

 

2.1.3 Energia anizotropii magnetokrystalicznej 

Cz� sto zdarza si� , � e jednorodne namagnesowanie próbki ferromagnetycznej o 

izotropowym kszta
cie nie jest izotropowe, czyli � e energia uk
adu zale� y od kierunku 

namagnesowania. Miar�  anizotropii jest ró� nica energii pomi� dzy przypadkiem 

namagnesowania wzd
u�  kierunku „trudnego” i „
atwego” – czyli, gdy energia jest 

odpowiednio najwi� ksza i najmniejsza. Badaj� c uk
ady monokrystaliczne okazuje si� , 

� e anizotropia jest skorelowana z kierunkami krystalograficznymi – st� d nazwa tego 

zjawiska: anizotropia magnetokrystaliczna, cho�  cz� sto mówi si�  krótko „anizotropia” 

lub „anizotropia krystaliczna”. Podobnie jak w przypadku oddzia
ywa�  wymiennych, 

anizotropia magnetokrystaliczna jest przejawem zjawisk kwantowych. Jak pisze 

Aharoni ([50], str. 84), "anizotropia magnetokrystaliczna jest spowodowana przez 

                                                

* Brown stosuje sta
�  C = 2A. Podobnie i niektórzy inny autorzy, np. Aharoni. Przyczyny takiego stanu 

rzeczy s�  wyja�nione w pracy Browna z 1962 roku. Nale� y uwa� a�  na t�  subteln�  ró� nic�  pomi� dzy 

sta
ymi C i A, mo� e bowiem doj��  do pomy
ki, jak to jest obecne w pracy Blundella, we wzorze (4.19). 
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oddzia
ywania spin-orbita. Orbitale elektronowe oddzia
uj�  z polem krystalicznym, a 

przez ich oddzia
ywanie ze spinami jonów, dla tych ostatnich korzystniej jest ustawia�  

si�  w kierunkach zgodnych z osiami krystalograficznymi". Oczywi� cie, charakter 

anizotropii zale� y od geometrii siatki krystalicznej. Gdy mamy do czynienia z jedn�  

wyró� nion�  osi�  w próbce (jak jest w przypadku kobaltu Co-hcp), to mówimy o 

anizotropii jednoosiowej. Inny, cz� sto spotykany przypadek dotyczy siatek kubicznych 

– wtedy mamy trzy wyró� nione osie w krysztale (tak jest np. w � elazie lub w niklu). 

Dla anizotropii jednoosiowej prawdziwy jest wzór* 

 
2

aniso
sV

E K dV
M

� �
= - ×� �

� �� M
a , (2.6) 

gdzie ca
kowanie odbywa si�  po ca
ej obj� to� ci danej próbki, V. Jednostkowy wektor a 

opisuje wyró� niony kierunek anizotropii, natomiast sta
a K – si
�  anizotropii. Znak 

sta
ej K decyduje, czy kierunek a jest kierunkiem 
atwym (K > 0), czy trudnym (K < 0).  

 

2.1.4 Energia odmagnesowania 

 d 0 d

1
2 V

E dVm= - ×� M H , (2.7) 

gdzie ca
kowanie odbywa si�  po ca
ej obj� to� ci danej próbki, V. 

Energia odmagnesowania (inne nazwy: magnetyczna, magnetostatyczna, energia 

oddzia
ywania dipolowego) jest przejawem klasycznego oddzia
ywania dipolowego. 

Wzór ten podaje zale� no��  energii od pola odmagnesowania Hd, nale� y jednak 

pami� ta�  � e samo pole odmagnesowania jest skomplikowan�  funkcj�  namagnesowania. 

Warto��  pola Hd w danym punkcie cia
a mo� na obliczy�  ca
kuj� c przyczynki 

oddzia
ywania dipolowego po ca
ym ciele. Popularne jest równie�  podej� cie 

                                                

* Dla przypadku anizotropii jednoosiowej, sta
�  anizotropii zapisuje si�  cz� sto jako K1 albo Ku. 
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energetyczne, gdzie z faktu bezwirowo�ci tego pola (w nieobecno�ci pr� dów) wynika 

mo� liwo��  zdefiniowania potencja
u magnetostatycznego, U, jako d U= -ÑH . 

Nast� pnie z równa�  Maxwella mo� na otrzyma�  zestaw warunków, które sprowadzaj�  

si�  do równania Poissona na U, wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi. Jakby 

nie by
o, pole Hd jest zale� ne od M .  

Stan o najni� szej energii dwóch spinów oddzia
uj� cych dipolowo, to uk
ad w którym s�  

one ustawione antyrównolegle. Natomiast próbka rozci� g
a, aby zmniejszy�  swoj�  

energi� , realizuje tzw. „zasad�  unikania 
adunków powierzchniowych” (ang. pole 

avoidance principle). W efekcie linie si
 pola H „staraj�  si�  nie wychodzi�  poza obszar 

cia
a”, co jest schematycznie ukazane na  Rys. 2-1.  

 

Rys. 2-1 Je� eli uwzgl� dniamy wy
� cznie oddzia
ywania dipolowe, to aby zminimalizowa�  energi�  ze 

wzoru (2.7) uk
ad realizuje tzw. „zasad�  unikania 
adunków powierzchniowych”. Rysunek schematyczny, 

strza
ki symbolizuj�  kierunek namagnesowania. 

 

2.1.5 Uwagi odnosz � ce si �  do oddzia
ywa �  i wzoru na energi �  

Warto tutaj zwróci�  uwag�  na kilka faktów. 

¨  Istnienie domen ferromagnetycznych zosta
o stosunkowo pó� no zaobserwowane 

do� wiadczalnie, dopiero w XX wieku, g
ównie ze wzgl� du na trudno� ci techniczne. 

Efekt ten nie zosta
 jednak wcze� niej przewidziany teoretycznie, gdy�  jest to trudne 

zjawisko, do jego wyst� powania niezb� dne jest uwzgl� dnienie wszystkich trzech 

rodzajów oddzia
ywa�  (przy braku zewn� trznego pola), z których dwa maj�  charakter 

kwantowy. Na przyk
ad, je� eli rozwa� amy tylko oddzia
ywania dipolowe i wymienne, 



 19

to mogliby� my w rezultacie mie�  do czynienia z uk
adem namagnesowania podobnym 

do przedstawionego na Rys. 2-1. Dopiero uwzgl� dnienie równie�  anizotropii 

magnetokrystalicznej doprowadzi do wyodr� bnienia obszarów o lokalnie jednorodnym 

namagnesowaniu, czyli domen magnetycznych – patrz Rys. 2-2. 

 

Rys. 2-2 Bez uwzgl� dnienia oddzia
ywania anizotropii magnetokrystalicznej mogliby� my mie�  do 

czynienia z uk
adem przedstawionym na Rys. 2-1. Dopiero uwzgl� dnienie wszystkich oddzia
ywa�  

skutkuje pojawieniem si�  domen. Na przedstawionym schemacie przyj� to o�  poziom�  jako o�  
atw� . 

Rysunek schematyczny. 

 

¨  Oddzia
ywania Zeemana i anizotropia magnetokrystaliczna s�  oddzia
ywaniami 

lokalnymi. Oddzia
ywania wymienne s�  oddzia
ywaniami krótkozasi� gowymi, za�  

oddzia
ywania dipolowe s�  oddzia
ywaniami d
ugozasi� gowymi. St� d wynika, � e np. 

wyspy ferromagnetyczne o ma
ych rozmiarach maj�  struktur�  jednodomenow�  – bo 

dominuj�  w nich oddzia
ywania wymienne. Z drugiej strony du� e cia
a zbudowane z 

materia
ów ewidentnie ferromagnetycznych (np. obuch � elaznego m
otka) maj�  

ca
kowite (makroskopowe) namagnesowanie równe zeru, bo sk
adaj�  si�  z wielu domen 

przeciwnie namagnesowanych. Dzieje si�  tak na skutek oddzia
ywa�  dipolowych.  

¨  Rozwijaj� c ten w� tek, mo� na wprowadzi�  wielko� ci o wymiarze d
ugo� ci opisuj� ce 

zjawiska mikromagnetyczne. Z jednej strony mamy wi� c tzw. d
ugo��  wymiany Néela 

(ang. exchange length): 

 nex 2
0 s

2A
M

l
m

= . (2.8) 

To w
a�nie z t�  wielko�ci�  jest zwi� zany problem „dla jak ma
ych rozmiarów, cia
a 

maj�  tendencj�  by by�  w stanie jednodomenowym”.  
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Z drugiej strony jest d
ugo��  wymiany Blocha: 

  

 bex

A
K

l = . (2.9) 

Z kolei, z t�  wielko�ci�  jest powi� zana grubo��  �cianki domenowej wyst� puj� cej 

najcz�� ciej w cia
ach obj� to�ciowych (� cianki typu Blocha). 

W niniejszej pracy b� d�  analizowa�  próbki o ma
ej (lub zerowej) anizotropii. Wielko��  

l bex nie b� dzie mia
a zatem istotnego znaczenia, np. nie b� dzie ona znacz� co ogranicza�  

rozmiaru siatki podzia
u (ust. 2.2). Dlatego b� d�  pos
ugiwa�  si�  tylko d
ugo� ci�  

wymiany Néela i b� d�  j�  w skrócie nazywa
 d
ugo� ci�  wymiany i oznacza
 jako � ex 

 
def

ex nex=l l  (2.10) 

¨  W niniejszej pracy zastosowano przyj� te powszechnie nazewnictwo i podzia
 

oddzia
ywa�  na anizotropi�  magnetokrystaliczn� , oddzia
ywania wymienne i dipolowe. 

Nale� y jednak pami� ta�  o uwagach Browna, � e zaprezentowane wzory (2.4), (2.6) i 

(2.7) powinny by�  interpretowane w sposób fenomenologiczny. I tak na przyk
ad wzór 

na anizotropi�  magnetokrystaliczn�  (2.6), zawiera w przypadku kryszta
u 

heksagonalnego nie tylko przyczynki od oddzia
ywania spin-orbita (anizotropowego, z 

sieci�  krystaliczn� ), ale tak� e przyczynki od oddzia
ywania dipolowego. Szczegó
owo 

ten problem jest omówiony w ksi�� kach Borna ([23], str. 8 i 34) i Aharoniego ([50], 

str. 144). 

¨  Przez jednorodny ferromagnetyk, b� d� cy w centrum zainteresowania niniejszej 

pracy, rozumie�  b� dziemy uk
ad spe
niaj� cy warunek |M (r )| = Ms = const.  
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2.1.6 Pole efektywne, zjawiska dynamiczne 

Je� eli analizowany przypadek dotyczy cia
a znajduj� cego si�  w stanie równowagi, 

szukanie minimum energii (2.1) mo� e by�  odpowiednim sposobem rozwi� zywania 

problemu. Je� eli jednak mamy do czynienia ze zjawiskami dynamicznymi, konieczne 

jest inne podej�cie i temu b� dzie po� wi� cony poni� szy ust� p. Co prawda, zagadnienia te 

odbiegaj�  troch�  od meritum niniejszej pracy, ich opis jest jednak logicznym 

uzupe
nieniem przedstawionej dotychczas informacji.  

Lokalny moment si
y, L , przypadaj� cy na jednostkow�  obj� to��  o namagnesowaniu M , 

mo� na zapisa�  jako ([23], ust. 1.3): 

 eff= ´L M H . (2.11) 

Powy� sze równanie pozwala okre� li �  tzw. „pole efektywne”, Heff, które opisuje 

uogólniony wektor si
y. Wielko��  ta jest powi� zana z g� sto� ci�  energii przez jej 

ró� niczkowanie po kartezja� skich wspó
czynnikach wektora M .  

Uwzgl� dnienie wspomnianych dotychczas oddzia
ywa�  daje nast� puj� cy wzór na 

ca
kowite pole efektywne: 

 ( ) ( )2

eff ext 1 d2 2
s 0 s

2 2A
K

M Mm
= + Ñ + × +H H M a M a H , (2.12) 

gdzie w kolejno�ci s�  przedstawione przyczynki do pola efektywnego pochodz� ce od: 

oddzia
ywa�  z zewn� trznym polem magnetycznym (oddzia
ywanie Zeemana), 

oddzia
ywa�  wymiennych, anizotropii jednoosiowej i odmagnesowania.  

Dynamiczna ewolucja uk
adu mo� e by�  analizowana w oparciu o równanie ruchu 

b� d� ce � cis
ym odpowiednikiem zwyk
ego, mechanicznego równania ruchu, gdzie 

pochodna momentu p� du jest równa momentowi si
y uzupe
nionemu o cz
on t
umienia. 

Równanie to, zwane równaniem Landaua-Lifshitza-Gilberta [51, 52], w formie 

Landaua-Lifshitza wygl� da nast� puj� co: 
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 ( )eff eff
s

d
dt M

g a
g= - ´ - ´ ´

M
M H M M H , (2.13) 

gdzie g  jest wspó
czynnikiem giromagnetycznym Landaua-Lifshitza, a �  jest 

bezwymiarowym wspó
czynnikiem t
umienia (zwanym czasami wspó
czynnikiem 

Gilberta). Pierwszy cz
on równania (2.13) odpowiada za precesj�  namagnesowania w 

polu efektywnym, a drugi opisuje zjawiska dysypatywne. 

 

2.2 Mikromagnetyzm numeryczny, wprowadzenie siatki 

podzia
u 

Wiele numerycznych prac z dziedziny mikromagnetyzmu opiera si�  na metodzie 

rozwini� tej przez Browna i LaBonte, którzy analizowali jednowymiarow�  a pó� niej 

dwuwymiarow�  �ciank�  domenow�  [26, 27]. Podej�cie to polega na wprowadzeniu 

siatki w przestrzeni i podziale obszaru próbki na elementy zwane komórkami. Oprócz 

przeprowadzenia takiej procedury, tzw. dyskretyzacji przestrzeni, przyjmuje si�  

nast� puj� ce za
o� enie: namagnesowanie w obr� bie danej komórki jest sta
e. (W 

literaturze obecne jest te�  inne podej� cie, gdzie namagnesowanie zmienia si�  np. 

liniowo w ka� dej komórce [53, 54]). Warto w tym momencie zwróci�  uwag�  na dwie 

klasy programów modeluj� cych: programy oparte na metodzie ró� nic sko� czonych 

(FD; ang. finite difference) korzystaj�  z regularnej siatki podzia
u, gdzie jest obecna 

symetria translacyjna. Z kolei programy oparte na metodzie elementów sko� czonych  

korzystaj�  zwykle z nieregularnej siatki podzia
u. Zalet�  tego drugiego rozwi� zania jest 

mo� liwo��  dostosowania siatki dyskretyzacji do kszta
tu próbki i niejednokrotnie 

odtworzenie tego kszta
tu w sposób du� o lepszy ni�  w programach FD – patrz Rys. 2-3. 

Z kolei, zalet�  programów FD jest mo� liwo��  szybkiego obliczania energii 
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odmagnesowania przez skorzystanie z twierdzenia o splocie, co b� dzie jeszcze szerzej 

omówione w ust. 2.5.  

 

Rys. 2-3 Mikromagnetyzm numeryczny opiera si�  na wprowadzeniu siatki podzia
u. Dla zobrazowania 

procesu dyskretyzacji przedstawiam próbk�  o kszta
cie ko
a z widokiem od góry na siatk� . Programy 

oparte na metodzie ró� nic sko� czonych korzystaj�  z regularnych siatek, najcz�� ciej próbka jest 

podzielona na komórki prostopad
o� cienne – zaznaczone tutaj ró� nymi kolorami (a). Programy oparte na 

metodzie elementów sko� czonych korzystaj�  z nieregularnych siatek podzia
u, najcz�� ciej komórki s�  

czworo� cianami (b, rysunek zaczerpni� ty z pracy doktorskiej Scholza [55]; na rysunku widzimy górn�  

powierzchni�  próbki, czworo� ciany s�  to widoczne jako trójk� ty).  

 

Bardzo wa� nym parametrem siatki podzia
u jest rozmiar komórek. Tradycyjnym 

kryterium potwierdzonym w wielu pracach (np. [33]) jest wymóg, by d
ugo��  

najd
u� szej kraw� dzi komórki (oznaczmy j�  jako c) nie przekracza
a � adnej d
ugo� ci 

wymiany, ani � nex ani � bex – patrz ust. 2.1.5. Dzi� ki temu, „ziarnisto�� ” dyskretyzacji nie 

wp
ywa znacz� co na rozk
ad namagnesowania, ci� g
y z za
o� enia. Je� eli modelowanie 

uwzgl� dnia równie�  efekty temperaturowe, to nale� y bra�  jeszcze pod uwag�  tzw. 

termiczn�  d
ugo��  wymiany [56]. Ewidentnie prace, w których prezentowane jest 

modelowanie bez podawania parametru c, nale� y traktowa�  z rezerw� . Natomiast 

publikacje, w których powy� sze kryterium jest niespe
nione, prezentuj�  niestety 
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niepewne wyniki. Aharoni opisuje dok
adniej ten problem w swojej ksi�� ce ([50] 

ust. 11.2). Drugim czynnikiem ograniczaj� cym od góry rozmiar komórki* dla 

programów typu FD jest wymaganie, by rozmiar komórki nie powodowa
 zbyt du� ej 

chropowato�ci powierzchni, co jest widoczne zw
aszcza w przypadku cia
 ob
ych – 

patrz lewa strona Rys. 2-3. Niestety, w tym wypadku trudno jest poda�  jaki�  konkretny 

algorytm ustalania odpowiedniego rozmiaru komórki. Cz� sto jedynym sposobem jest 

przeprowadzenie kontrolnych oblicze�  dla komórek o rozmiarze c/2, co jest oczywi� cie 

czasoch
onne. Ciekaw�  w tej sytuacji propozycj�  jest pomys
 Donahue, by stosuj� c 

„zwyk
e” rozmiary komórek (powiedzmy, c) przeprowadzi�  wst� pne obliczenia dla 

g�� ciej rozmieszczonych komórek na powierzchni (np. o rozmiarze c/7), obliczy�  na tej 

podstawie „czynniki korekcyjne”† i w dalszej pracy korzysta�  ju�  tylko z tych 

czynników [57]. 

 

Idea zaprezentowana w niniejszej pracy zostanie przedstawiona dla przypadku FD. 

Prowadzi to bowiem to prostszego opisu. Nale� y podkre� li � , � e sam zaprezentowany 

pomys
 uwzgl� dniania periodycznych warunków brzegowych jest ogólny i mo� e by�  

stosowany równie�  w programach bazuj� cych na siatkach nieregularnych. Obj� to��  

komórki b� dzie oznaczana jako Vel. 

 

Dyskretyzacja przestrzeni próbki prowadzi do modyfikacji wzorów przedstawionych w 

ust. 2.1. Skoro obszar próbki, V, jest sum�  obszarów zajmowanych przez poszczególne 

komórki numerowane od 1 do n, V(1)..V(n), a namagnesowanie w obr� bie ka� dej z tych 

                                                

* Rozmiary komórek s�  z regu
y ograniczone od do
u przez dost� pn�  moc obliczeniow�  (g
ównie chodzi 

o pr� dko��  procesora). Ma
y rozmiar komórek oznacza bowiem du��  ich liczb� , czyli du��  liczb�  

oblicze� . Dla aktualnie dost� pnych komputerów PC liczb�  komórek 105 uznaje si�  za „du�� ”. 
† Takie „czynniki korekcyjne” maj�  form�  podobn�  do anizotropii, ale dotycz� cej tylko komórek na 

powierzchni próbki.  
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komórek jest jednorodne, M (1)..M (n), to ca
kowanie po V mo� na zamieni�  na 

sumowanie. Zostanie to przedstawione na przyk
adzie oddzia
ywania Zeemana: 

 dyskretyzacja
Zeeman 0 ext 0 el ext

1

( ) ( )
n

V i

E dV V i im m
=

= - × ¾¾¾¾¾®- × ×�� M H M H , (2.14) 

gdzie pole zewn� trzne, b� d� ce funkcj�  po
o� enia Hext(r ), zosta
o przybli� one przez 

zbiór � rednich warto� ci, oddzielnie dla ka� dej komórki Hext(1)..Hext(n). Wida� , � e w 

przypadku oddzia
ywania lokalnego dyskretyzacja przestrzeni próbki prowadzi do 

prostych zmian algebraicznych. Dla krótkozasi� gowego oddzia
ywania wymiennego 

sytuacja jest ju�  bardziej skomplikowana. Nale� y bowiem przybli� y�  pochodne 

cz� stkowe obecne w równaniu (2.4) przez ró� nice namagnesowania w s� siednich 

komórkach. Dla komórek prostopad
o� ciennych problem ten analizuje Donahue, który 

rozwa� a uwzgl� dnienie np. tylko najbli� szych s� siadów, lub równie�  nast� pnych [58]. 

Proces ten prowadzi do b
� dów szybko malej� cych wraz z malej� cym rozmiarem 

komórek. W niniejszej pracy b� d�  korzysta�  z implementacji uwzgl� dniaj� cej tylko 

najbli� szych s� siadów przy liczeniu pochodnych wyst� puj� cych w równaniu (2.4). 

 

Przyjrzyjmy si�  dok
adniej wp
ywowi dyskretyzacji na oddzia
ywanie dipolowe. 

Zgodnie z ust. 2.1.4, pole Hd(r ) w danym punkcie cia
a mo� na obliczy�  ca
kuj� c 

przyczynki oddzia
ywania dipolowego tak, by uwzgl� dni�  oddzia
ywanie ze wszystkimi 

punktami tego cia
a. By u
atwi�  zrozumienie tego post� powania pos
u� ymy si�  

schematem przedstawionym na Rys. 2-4. 
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Rys. 2-4 Przyczynek do pola odmagnesowania w danym punkcie próbki, r , pochodz� cy od jednorodnie 

namagnesowanej komórki A, jest funkcj�  po
o� enia, r , geometrii komórki (w tym i jej po
o� enia w 

przestrzeni), V(A), i jej namagnesowania, M(A), co zapisano jako Hd(r ,V(A),M(A)).  

� rednie pole odmagnesowania w komórce B pochodz� ce od komórki A jest oznaczone jako Hd(A,B). 

 

Oznaczmy pole odmagnesowania w punkcie r  pochodz� ce od komórki A jako 

Hd(r ,A) = Hd(r ,V(A),M(A)). Zwró� my uwag� , � e nie jest konieczna znajomo��  pola 

Hd(r ,A) w dowolnym punkcie cia
a. Aby oblicza�  energi�  magnetostatyczn�  komórki B 

w polu komórki A, wystarczy bowiem znajomo��  pola u� rednionego po przestrzeni 

komórki B: Hd(A,B) = �Hd(r ),A� r � V(B). Korzystaj� c z tej definicji, energi�  

odmagnesowania ca
ej próbki mo� na zapisa�  jako: 

  dyskretyzacja0 0
d d el d( ) ( , )

2 2V B A

E dV V B A B
m m

= - × ¾¾¾¾¾®- � �� M H M H . (2.15) 

Logicznym uzupe
nieniem przedstawionej � cie� ki post� powania jest wyja�nienie 

metody liczenia pola Hd(A,B). B� dzie to pokazane w nast� pnym ust� pie pt. „Tensor 

odmagnesowania”. Pole efektywne (wprowadzone w ust. 2.1.6) pochodz� ce od 

oddzia
ywania dipolowego jest równe po prostu polu odmagnesowania. Je� eli (� rednie) 

pole odmagnesowania dla komórki B oznaczymy jako Hd(B) i analogicznie oznaczymy 

te�  pole efektywne, to 
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 eff d d( ) ( ) ( , )
A

B B A B= =�H H H . (2.16) 

Pole Hd(B) okre� la (� rednie) pole odmagnesowania w obr� bie komórki B. Zawiera ono 

przyczynki od wszystkich komórek dyskretyzacji, zawiera te�  oddzia
ywanie dipolowe 

komórki B samej ze sob� . Warto tu zwróci�  uwag� , � e w zagadnieniach numerycznych 

pole efektywne ma du� e znaczenie nie tylko przy modelowaniu zjawisk dynamicznych 

równaniem Landaua-Lifshitza-Gilberta. Jak ju�  pisa
em, pole Heff jest gradientem 

energii, znajomo��  analitycznych wzorów na pole efektywne mo� e by�  zatem bardzo 

pomocna w numerycznym szukaniu minimum energii.  

Przy modelowaniu sytuacji statycznych oba podej�cia (opisane w ust. 2.1.6): 

rozwi� zywanie równania dynamicznego i szukanie minimum energii, s�  równie cz� sto 

spotykane w literaturze i daj�  zbli� one wyniki. Cz� sto wybiera si�  tak�  metod� , która 

pozwala na uzyskanie wyników w krótszym czasie. Mo� na znale��  publikacje, gdzie 

badaj� c zjawiska statyczne korzysta si�  z równania dynamicznego (2.13) przyjmuj� c 

zawy� ony wspó
czynnik t
umienia, a. Przy problemach dynamicznych takie 

przybli� enie jest ju�  jednak niebezpieczne.  

 

2.3 Tensor odmagnesowania 

W ust� pie tym zostanie omówione poj� cie tensora odmagnesowania. Jest ono 

naturalnym rozwini� ciem wielko�ci cz� sto stosowanej w fizyce magnetyzmu, a 

okre� lanej jako „czynnik odmagnesowania”. Pod koniec, zostanie wprowadzona 

definicja uogólnionego tensora odmagnesowana. W ca
ym niniejszym ust� pie 

rozwa� any jest przypadek, gdy dana próbka jest jednorodnie namagnesowana. Sytuacja 

taka mo� e by�  spowodowana albo silnym polem zewn� trznym, albo np. dominacj�  

efektów oddzia
ywania wymiennego, gdy próbka jest wystarczaj� co ma
a. 
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Namagnesowanie danego cia
a, o a priori dowolnym kszta
cie, jest � ród
em lokalnego 

pola magnetycznego, zwanego polem odmagnesowania, którego nat�� enie oznaczamy 

jako Hd. Warto�ci pola Hd w danym punkcie wewn� trz tego cia
a mo� emy policzy�  

ca
kuj� c przyczynki od oddzia
ywania dipolowego po obj� to�ci tego cia
a. 

 

Na pocz� tek rozwa� my prosty przypadek, gdy cia
o ma kszta
t elipsoidy a 

namagnesowanie M jest skierowane wzd
u�  jednej z jej osi g
ównych. Wtedy pole Hd 

zale� y w sposób liniowy od namagnesowania [1]: 

 d N= -H M . (2.17) 

Skalar N jest nazywany czynnikiem odmagnesowania (inne, cz� sto stosowane 

oznaczenie, to D). Bardziej skomplikowana sytuacja wyst� puje, gdy kierunek 

namagnesowania nie pokrywa si�  z � adn�  z osi g
ównych elipsoidy. Wtedy zale� no��  

pomi� dzy powy� szymi wielko�ciami jest ju�  tensorowa [1]: 

 d = -H MN  (2.18) 

Tym razem N nie jest ju�  skalarem i wielko��  t�  nazywamy tensorem odmagnesowania. 

Ma on nast� puj� ce w
asno� ci: 

· Je� eli osie g
ówne elipsoidy pokrywaj�  si�  z uk
adem wspó
rz� dnych xyz, to 

jedyne nie znikaj� ce elementy tego tensora to elementy diagonalne. 

· Jego � lad jest równy jedno�ci.  

· Tensor N jest symetryczny, czyli N��  = N�� . 

· Elementy diagonalne N��  s�  wi� ksze od zera. 

Z wyj� tkiem pierwszej cechy, reszta wymienionych w
asno� ci jest zupe
nie ogólna, 

prawdziwa te�  dla cia
 o dowolnym kszta
cie [59-61]. Tensor odmagnesowania 

naj
atwiej jest bada�  definiuj� c potencja
 magnetyczny – podobnie, jak przy analizie 

pola odmagnesowania Hd (ust. 2.1.4). Warto�ci elementów tensora N dla szczególnych 

przypadków elipsoid, takich jak kula, niesko� czony pr� t lub p
aszczyzna, s�  podawane 

w podr� cznikach, patrz np. [1]. Stablicowane warto� ci tych wielko�ci dla innych 
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elipsoid mo� emy znale��  w pracy Osborna [62]. Tensor odmagnesowania cz� sto s
u� y 

do obliczenia energii uk
adu zwi� zanej z oddzia
ywaniami dipolowymi wewn� trz 

próbki. Energia ta dla ca
ej elipsoidalnej próbki o obj� to�ci V jest form�  kwadratow�  M: 

 ( )d 0

1

2
E Vm= ×M MN  (2.19) 

Wida� , � e je� li N nie jest tensorem diagonalnym o w
asno�ciach Nxx = Nyy = Nzz, to 

wypisana wy� ej energia jest anizotropow�  funkcj�  wektora namagnesowania. Inaczej 

mówi� c, istniej�  pewne preferowane kierunki jednorodnego namagnesowania cia
a. 

Tak�  sytuacj�  wielu autorów okre� la jako „anizotropi�  kszta
tu”, cho�  warto podkre� li �  

po pierwsze, � e jest to zupe
nie inne zjawisko ni�  anizotropia magnetokrystaliczna 

przestawiona w ust. 2.1.3. Po drugie, anizotropia kszta
tu nie jest � adnym dodatkowym 

oddzia
ywaniem które trzeba uwzgl� dnia� , wynika ona po prostu z analizy oddzia
ywa�  

dipolowych.  

 

Je� eli chcieliby� my rozwa� a�  cia
o o dowolnym kszta
cie, pojawi si�  wtedy nast� puj� cy 

problem. Mianowicie, w ogólnym przypadku, pole odmagnesowania nie musi by�  

wielko�ci�  sta
�  (w obr� bie rozwa� anej próbki). Jest to przedstawione na Rys. 2-5, 

gdzie pole Hd (prawa cz���  rysunku) jest numerycznie obliczone dla trzech przypadków 

(za ka� dym razem próbka jest namagnesowana jednorodnie):  

· Próbka elipsoidalna namagnesowana w kierunku jednej z jej osi g
ównych. Pole 

Hd jest skierowane przeciwnie do M, jego warto��  mo� na powi� za�  z 

namagnesowaniem skalarnym czynnikiem. 

· Próbka elipsoidalna namagnesowana w kierunku nie pokrywaj� cym si�  z � adn�  

z jej osi g
ównych. Pole Hd jest nadal jednorodne, ale ma inny kierunek ni�  M. 

Jego warto��  mo� na powi� za�  z namagnesowaniem poprzez tensor N. 

· Próbka prostopad
o�cienna. Jak wida� , pole Hd nie jest jednorodne wewn� trz 

próbki. 
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Rys. 2-5 Namagnesowanie (lewa strona) i pole odmagnesowania (prawa strona; patrz uwaga poni� ej).  

Obliczenia numeryczne dla trzech przypadków: elipsoidalnej próbki i namagnesowania wzd
u�  jednej z 

jej osi g
ównych (góra), elipsoidalnej próbki i namagnesowania w kierunku [110] (� rodek), oraz 

prostopad
o� ciennej próbki namagnesowanej w kierunku [010] (dó
). Próbki maj�  wymiary zewn� trzne 

pozostaj� ce w proporcji (x:y:z) 2:1:4. Prezentowane s�  przekroje przez � rodek ka� dej próbki, co jest 

schematycznie zaznaczone po lewej stronie. Analiza numeryczna wymaga
a podzia
u przestrzeni ka� dej 

próbki na komórki. Dla próbek elipsoidalnych zauwa� alne s�  drobne efekty zwi� zane z „chropowato� ci� ” 

siatki podzia
u na powierzchni próbki.  

Uwaga: pole Hd zosta
o policzone te�  na zewn� trz próbek elipsoidalnych. 

 

Dla próbek o dowolnym kszta
cie trzeba zatem stosowa�  tensor odmagnesowania, który 

jest funkcj�  po
o� enia, wprowadzony po raz pierwszy przez Schlomanna [60]. Za 

pomoc�  takiej funkcji tensorowej zapiszemy: 

 ( , , ) ( , , )x y z x y z= -dH MN . (2.20) 

Tak wprowadzony tensor ma szereg cech wymienionych na pocz� tku tego ust� pu, przy 

okazji omawiania próbek elipsoidalnych. Poj� cie tensora mo� na dalej rozwija�  

wprowadzaj� c u� redniony tensor, b� d� cy efektem ca
kowania po obj� to� ci próbki [59, 

61].  
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Definicj�  tensora odmagnesowania mo� na dalej rozszerzy� , by wykorzysta�  go do opisu 

oddzia
ywa�  dipolowych nie tylko wewn� trz danej próbki, ale te�  pomi� dzy dwoma 

jednorodnie namagnesowanymi cia
ami. Po pierwsze, poniewa�  rozumowanie nasze 

b� dziemy stosowa�  do obiektów ma
ych (komórek), dla ka� dej komórki b� dziemy 

stosowa�  u� redniony po jej obj� to�ci tensor. (B� dzie on nadal mia
 trzy wspó
rz� dne 

opisuj� ce po
o� enie, ale tym razem b� dzie to po
o� enie wzgl� dne dwóch rozwa� anych 

obiektów). Otó�  je� eli zamiast pola Hd, które jak widzieli�my mo� e by�  wewn� trz 

próbki o obj� to�ci V niejednorodne, b� dziemy stosowa�  jednorodne, u� rednione po 

obj� to�ci pole �Hd�V, to mo� na zdefiniowa�  tensor N taki, � e równania (2.19) i (2.20) 

b� d�  nadal spe
nione [59, 63]. Je� eli chcieliby�my wyrazi�  energi�  oddzia
ywania 

dipolowego przypadaj� c�  na cia
o A o obj� to�ci V i namagnesowaniu M b� d� ce w 

niejednorodnym polu Hd’  cia
a B o namagnesowaniu M’ , to mo� emy j�  zapisa�  jako: 

 ( )( )( )d 0

1
,

2
E V A Bm ¢= ×M r MN , (2.21) 

gdzie N(r ) to jest tzw. uogólniony tensor odmagnesowania [63]. Opisuje on 

oddzia
ywanie dipolowe pomi� dzy dwoma cia
ami. Zale� y on od kszta
tu obu cia
, ich 

wzajemnego po
o� enia r(A,B) i ich wzajemnej orientacji w przestrzeni. Przyjmijmy, � e 

wektor r (A,B) 
� czy � rodki ci�� ko� ci obu cia
 A i B. Powy� sze rozumowanie zosta
o 

schematycznie przedstawione na Rys. 2-6.  
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Rys. 2-6 Schemat dwóch oddzia
uj� cych ze sob�  dipolowo cia
. 

Cia
o B, o jednorodnym namagnesowaniu M’ , wytwarza naoko
o siebie pole Hd’ , zaznaczone 

schematycznie na rysunku ci� g
�  czerwon�  lini� . Pole Hd’  w obszarze cia
a A mo� e zosta�  przybli� one 

warto� ci�  u� rednion�  �Hd’ �V. Znaj� c t�  wielko��  mo� na poda�  tensor odmagnesowania, N. Przy takim 

wyborze metody u� redniania wzór na energi�  cia
a A w polu cia
a B przyjmie dok
adnie form�  (2.21).  

 

Uogólniony tensor odmagnesowania, dla przypadku oddzia
uj� cych 

prostopad
o� cianów, jest opisany w pracach [63-66]: Schabes opisuje oddzia
ywanie 

pomi� dzy jednakowymi sze� cianami [64], Newell [63] oraz Fukushima [66] opisuj�  

oddzia
ywania pomi� dzy jednakowymi prostopad
o� cianami, natomiast Maicus opisuje 

oddzia
ywania pomi� dzy ró� nymi prostopad
o� cianami [65]. Zgodnie z uwagami 

zawartymi jednak w oprogramowaniu OOMMF [28], wzory ko� cowe z prac [64] i [65] 

zawieraj�  b
� dy. Dlatego w niniejszej pracy b� d�  si�  opiera�  na pracy [63]. 

 

Na koniec, korzystaj� c z pracy [63], warto podsumowa�  w
asno�ci uogólnionego 

tensora odmagnesowania, N, dla oddzia
ywania pomi� dzy cia
ami A i B: 

· Je� eli cia
a si�  nie przekrywaj� , wtedy Tr(N) = 0. Je� eli, z drugiej strony, A i B 

opisuj�  jedno i to samo cia
o, mamy do czynienia z „ksi�� kowym” przypadkiem 

i wtedy � lad wynosi jeden. 

· Tensor N jest symetryczny. 
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· Tensor N jest bezwymiarowy i nie zmienia si� , gdy wszystkie wymiary i 

odleg
o�ci s�  przeskalowane o ten sam czynnik. 

· Poni� sza, przydatna w
asno��  jest spe
niona dla oddzia
ywania pomi� dzy 

jednakowymi prostopad
o� cianami [63]: 

Je� eli wektor wzajemnego po
o� enia 
� cz� cy � rodki ci�� ko� ci 

prostopad
o� cianów A i B, oznaczymy jako r=(x,y,z), to diagonalne elementy 

tensora Nxx(r ), Nyy(r ) i Nzz(r ) s�  parzyst�  funkcj�  ka� dej ze sk
adowych wektora 

r . Z kolei elementy pozadiagonalne N�� (r ) (�  �  � ) s�  odpowiednio parzyst�  lub 

nieparzyst�  funkcj� . I tak, na przyk
ad, Nxz(r ) jest parzyst�  funkcj�  sk
adowej y, 

natomiast nieparzyst�  funkcj�  sk
adowych x i z. Jest to zobrazowane na Rys. 

2-7. 

· Je� eli wymiary cia
 A i B s�  pomijalne w stosunku do odleg
o�ci pomi� dzy nimi, 

to mo� na stosowa�  przybli� enie dipoli punktowych. Odpowiednie wzory na 

tensor dla tego przypadku mo� na znale��  w pracy [63]. 

 

Rys. 2-7 Tensor odmagnesowania dla oddzia
ywania dipolowego pomi� dzy cia
ami (zielone prostok� ty) 

jest funkcj�  wektora wzajemnego po
o� enia tych cia
, r , zaznaczonego na czerwono. Je� eli rozwa� ane 

cia
a s�  jednakowymi prostopad
o� cianami, to elementy tensora N��  s�  parzyst�  lub nieparzyst�  funkcj�  

sk
adowych wektora r . Na rysunku pokazano zale� no��  elementów Nxx i Nxz. Rysunek schematyczny. 
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2.4 Periodyczne warunki brzegowe w mikromagnetyzmie  

Periodyczne warunki brzegowe (PBC, ang. periodic boundary conditions; zwane te�  

warunkami Borna-von Karmana) zosta
y po raz pierwszy zastosowane w 1923 roku 

przez Borna do opisu drga�  sieci krystalicznej [37, 38]*. PBC maj�  zastosowanie nie 

tylko w fizyce cia
a sta
ego, lecz te�  na przyk
ad w opisie dynamiki molekularnej, gdzie 

analizuj� c niesko� czony o� rodek cz� steczek gazu lub cieczy rozwa� a si�  pud
o do 

którego stosuje si�  w
a�nie PBC. W przypadku fizyki cia
a sta
ego PBC najcz�� ciej 

bywaj�  stosowane by móc zdefiniowa�  operacj�  translacji na siatce krystalicznej dla 

sko� czonej próbki. W efekcie mo� liwa jest np. analiza drga�  termicznych sieci 

(fononów), czy te�  funkcji falowej elektronu kwaziswobodnego. Historycznie rzec 

bior� c, rozwa� aj� c drgania sieci krystalicznej Born zaproponowa
, by „uwzgl� dni�  

du� y, sze� cienny fragment cia
a o obj� to�ci V i narzuci�  warunki brzegowe takie, � e 

odpowiednie punkty na przeciwleg
ych � cianach sze� cianu poruszaj�  si�  w dok
adnie 

taki sam sposób” [38]. Dla nas chyba bardziej ciekawy jest fragment pracy z roku 1923, 

gdzie jest modelowany obszar o n3 komórkach: „ka� de dwie komórki cia
a, których 

indeksy lx, ly, lz s�  przystaj� ce modulo n, s�  w pe
ni równowa� ne; ich wychylenia, uk, s�  

wi� c równe: uk(lx+n, ly, lz) = uk(lx, ly+n, lz) = uk(lx, ly, lz+n) = uk(lx, ly, lz)” [37]. 

Periodyczne warunki brzegowe rozumiemy zatem jako i) zdefiniowanie obszaru 

modelowania wygodnego do powielania go i wype
niania w ten sposób przestrzeni (np. 

pud
a prostopad
o�ciennego), oraz ii) wprowadzenie warunku, � e we wszystkich 

powtórzeniach wybranego obszaru rozwa� ane zjawiska zachodz�  jednakowo. Takie 

powtórzenia nazywamy „obrazami”. Wida�  zatem, � e PBC nie musz�  by�  � ci� le 

powi� zane z istnieniem symetrii translacji (np. siatki krystalicznej) i taka te�  b� dzie 

                                                

* W pracy z 1956 roku Born chyba niepoprawnie cytuje swoj�  prac�  z 1923 roku, periodyczne warunki 

brzegowe s�  w niej bowiem wprowadzone nie na stronie 557, lecz na stronie 587. 
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sytuacja rozwa� ana w niniejszej pracy – w odró� nieniu od typowego zastosowania PBC 

w fizyce cia
a sta
ego.  

 

W zale� no� ci od potrzeb mówi si�  o periodycznych warunkach brzegowych tylko w 

jednym wymiarze (1D PBC), tylko w dwóch wymiarach, lub we wszystkich trzech 

wymiarach. Warto zwróci�  uwag�  na intencje towarzysz� ce Bornowi przy 

wprowadzaniu tych warunków. Pisze on � e, „je� eli próbka jest wystarczaj� co du� a”, to 

rozwi� zania „praktycznie nie zale��  od kszta
tu próbki lub konkretnych, narzuconych 

warunków brzegowych” [38]. PBC s
u�	  zatem do opisu zjawisk zachodz	 cych we 

wn� trzu, przy zaniedbaniu wp
ywu powierzchni na te zjawiska. Warto te�  zwróci�  

uwag�  na inne znaczenie warunku � eby „próbka by
a wystarczaj� co du� a”. Chodzi o 

unikni� cie sytuacji, gdy narzucenie PBC wprowadzi do rozpatrywanego uk
adu 

nieistniej� c�  w rzeczywisto�ci periodyczno�� . Je� eli modelowany obszar b� dzie 

wystarczaj� co du� y, to zjawisko takie b� dzie mia
o znikome znaczenie. 

 

W oddzia
ywaniach rozpatrywanych w mikromagnetyzmie, narzucenie periodycznych 

warunków brzegowych w analizie numerycznej prowadzi do konieczno�ci 

uwzgl� dnienia nast� puj� cych zjawisk, przedstawionych schematycznie na Rys. 2-8. 
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Rys. 2-8 Wp
yw periodycznych warunków brzegowych (PBC) na oddzia
ywania dipolowe i wymienne 

(strza
ki odpowiednio seledynowe i czerwone). Rysunek schematyczny. Góra rysunku: brak PBC. Dó
 

rysunku: PBC narzucone na jeden wymiar, w kierunku poziomym. 

 

Bez periodycznych warunków brzegowych (góra rysunku), trzeba w oddzia
ywaniach 

dipolowych uwzgl� dnia�  interakcj�  ze wszystkimi komórkami cia
a, a w 

oddzia
ywaniach wymiennych tylko z s� siednimi komórkami*. Skutki narzucenia PBC 

s�  pokazane w dolnej cz�� ci rysunku. Dla oddzia
ywania wymiennego, dla komórek 

b� d� cych na powierzchni próbki†, nale� y dodatkowo uwzgl� dni�  oddzia
ywanie z ich 

s� siednimi komórkami z s� siednich obrazów. Natomiast dla oddzia
ywania dipolowego 

nale� y dla wszystkich komórek uwzgl� dni�  dodatkowo oddzia
ywanie ze wszystkimi 

komórkami ze wszystkich obrazów (których jest niesko� czenie wiele). Widzimy wi� c, 

� e wprowadzenie PBC w niewielki sposób zmienia rachowanie oddzia
ywa�  

wymiennych. Liczba dodatkowych oblicze�  jest rz� du liczby komórek na powierzchni. 

Natomiast narzucenie PBC w oddzia
ywaniach dipolowych wymaga bardziej 

skomplikowanego post� powania, trzeba bowiem uwzgl� dni�  niesko� czony zbiór 

komórek ze wszystkich obrazów. 

                                                

* Jest to troch�  uproszczony obraz. Implementacje oddzia
ywa�  wymiennych mog�  uwzgl� dnia�  nie tylko 

s� siednie komórki, patrz ust. 2.1.2. 
† Dotyczy to tylko powierzchni powi� zanych ze stosowaniem periodycznych warunków brzegowych. 
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2.4.1 PBC w jednym wymiarze a d
ugo ��  próbki 

Chcia
bym zwróci�  tu uwag�  na k
opotliwy aspekt modelowania przy u� yciu 

periodycznych warunków brzegowych w jednym wymiarze dotycz� cy nazewnictwa. 

Za
ó� my, � e chcemy modelowa�  pod
u� n�  próbk�  o d
ugo� ci Ls. W tym celu 

korzystamy z periodycznych warunków brzegowych przyjmuj� c dany obszar 

modelowania o d
ugo� ci* Lm. W rezultacie, z definicji PBC, modelowana struktura ma 

niesko� czon�  d
ugo�� , patrz Rys. 2-9. 

 

Rys. 2-9 Ró� ne aspekty poj� cia „d
ugo�� ” przy korzystaniu z periodycznych warunków brzegowych w 

jednym wymiarze. Pod
u� na próbka ma d
ugo� ci Ls (a). Obszar modelowania ma d
ugo��  Lm (b). Zgodnie 

z definicj�  periodycznych warunków brzegowych, modelowana struktura ma de facto niesko� czon�  

d
ugo��  (c). Rysunek schematyczny.  

 

Jak mo� na si�  
atwo domy� li � , Lm < Ls – wszak gdyby� my mogli modelowa�  ca
�  

próbk�  to nie by
oby konieczne korzystanie z PBC. Wida�  wi� c, � e w takich wypadkach 

mamy do czynienia z trzema, cz� sto ró� nymi d
ugo� ciami: d
ugo� ci�  próbki, d
ugo� ci�  

                                                

* Obszar ten jest dalej w procesie dyskretyzacji podzielony na komórki. 
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obszaru modelowania i niesko� czon�  d
ugo� ci�  modelowanej struktury*. W praktyce 

d
ugo��  próbki, Ls, jest cz� sto zadana z góry†. Natomiast kwesti�  otwart�  i maj� c�  

istotne konsekwencje, jest decyzja jak�  wybra�  w modelowaniu d
ugo��  Lm. Wielko��  

ta b� dzie w niniejszej pracy okre� lana jako d
ugo��  modelowania. 

 

2.4.2 Warunki stosowania, konsekwencje  

Problem stosowania PBC w mikromagnetyzmie wydaje si�  budzi�  kontrowersje. 

Zastanówmy si�  zatem w jakich sytuacjach mo� na stosowa�  periodyczne warunki 

brzegowe w modelowaniu mikromagnetycznym i jak wp
ywaj�  one na otrzymane 

rezultaty. Jak ju�  wspomnia
em we wst� pie, w modelowaniu mo� emy mie�  do 

czynienia z przypadkami, gdy rozmiar modelowanej struktury przekracza pojemno��  

pami� ci dost� pnych komputerów – st� d zapewne bior�  si�  przypadki stosowania zbyt 

rzadkiej siatki podzia
u, spotykane czasami w literaturze, a opisane przez 

Aharoniego ([50], str. 246). W tej sytuacji, cz� sto jedynym wyj� ciem jest ograniczy�  

przestrze�  modelowania do pewnej cz�� ci modelowanej struktury.  

Poni� ej pos
u��  si�  jednym konkretnym przyk
adem, gdzie Fidler modeluje procesy 

magnesowania wysp ferromagnetycznych zachodz� ce w dysku twardym [67]. Autor 

rozwa� a obszar rz� du jednego mikrometra kwadratowego, koncentruj� c uwag�  na 

centralnej wyspie [68] – patrz Rys. 2-10. Inne uwzgl� dnione wyspy symuluj	  wp
yw 

ca
ego dysku na zachowanie badanej, centralnej wyspy. Ale przecie�  rozmiar planarny 

jednego kr�� ka w realnym dysku to s�  dziesi� tki centymetrów kwadratowych! 

                                                

* Gdyby� my chcieli mie�  sko� czon�  d
ugo��  modelowanej struktury, trzeba by zrezygnowa�  z 

periodycznych warunków brzegowych w postaci Borna-von Karmana. 
† D
ugo��  próbki, Ls, mo� e by�  niesko� czona. Jest tak np. w wypadku analitycznej teorii niesko� czonego 

drutu. 
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Rys. 2-10 Porównanie realnej du� ej struktury, fragment której jest pokazany po lewej stronie rysunku, z 

modelowanym przez Fidlera obszarem [67], przedstawionym po prawej stronie. Zielone elipsy 

symbolizuj�  wyspy ferromagnetyczne, które s�  po
o� one blisko siebie i ich wzajemne oddzia
ywanie jest 

badane. Fidler wybra
 do modelowania ma
y obszar struktury i bada wp
yw rozwa� anej grupy wysp na 

centraln�  wysp�  (zaznaczon�  na niebiesko). Wp
yw reszty wysp jest zaniedbany.  

 

Fidler w swoich badaniach zastosowa
 otwarte warunki brzegowe, czyli przyj� 
 � e poza 

obszarem modelowanej struktury nie ma � adnych obiektów. Zasadno��  tego 

przybli� enia jest w� tpliwa: oddzia
ywania dipolowe s�  d
ugozasi� gowe a wprowadzone 

uproszczenie sprowadza si�  poniek� d do obci� cia ich zasi� gu. Trudno jest powiedzie� , 

czy w konsekwencji takie modelowanie dobrze opisuje rzeczywisto�� . Na pewno zale� y 

to od rozmiaru rozwa� nego obszaru (prawa cz���  Rys. 2-10). Moim zdaniem, 

zastosowanie w tym wypadku periodycznych warunków brzegowych by
oby du� o 

bardziej uzasadnione. Je� eli bowiem realna próbka, która przekracza dost� pny w 

modelowaniu mikromagnetycznym obszar, ma periodyczny (lub rozci� g
y) charakter, 

periodyczne warunki brzegowe s�  wa� n�  alternatyw�  wobec otwartych warunków 
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brzegowych. Je� eli jednak, geometria próbki poza modelowanym obszarem jest istotnie 

ró� na od struktury uwzgl� dnionej w modelowanym obszarze, nale� y zamiast tego 

rozwa� a�  stosowanie otwartych warunków brzegowych. Mo� liwe jest te�  trzecie 

rozwi� zanie: ze wst� pu wiadomo, � e zarówno otwarte, jak i periodyczne warunki 

brzegowe s�  przybli� eniem. W przypadkach budz� cych w� tpliwo�ci mo� na porówna�  

wyniki modelowania przy zastosowaniu tych dwóch ró� nych technik. Je� eli te wyniki 

b� d�  podobne, jest to pewne potwierdzenie, � e poprawnie opisujemy rzeczywisto�� . 

Rozwa� my teraz bardziej szczegó
owo konsekwencje stosowania PBC. Najistotniejsz�  

chyba, z punktu widzenia magnetyzmu, jest kwestia zaniedbywania efektów 

brzegowych. Otó�  powierzchnia ferromagnetyka jest miejscem wyst� powania 

skomplikowanych zjawisk, tam na przyk
ad powstaj�  domeny klinowe, domeny 

zamykaj� ce, etc. Cz� sto te�  powierzchnia jest miejscem nukleacji, czyli powstawania 

nowych domen. Przy zaniedbaniu istnienia defektów, mo� e si�  zdarzy�  � e nukleacja 

zachodzi tylko na powierzchni próbki ([50], ust. 9.5.1). Zaniedbanie istnienia 

powierzchni mo� e w rezultacie prowadzi�  do nieuwzgl� dnienia faktu powstania jakiej�  

domeny, czyli potencjalnie procesu inicjuj� cego przemagnesowywanie ca
ej próbki. 

Zatem, modeluj� c d
ugi ferromagnetyczny nanodrut i stosuj� c PBC (górna cz���  Rys. 

2-11) mo� emy uzyska�  rezultaty niezgodne z rzeczywisto� ci�  (brak nukleacji versus 

nukleacja). Cz� sto jednak realna próbka zawiera jakie�  zanieczyszczenia/defekty b� d� ce 

dodatkowymi centrami nukleacji, oprócz ko� ców próbki. Je� eli odpowiednio 

uwzgl� dnimy takie centra w modelowaniu, to jego rezultaty b� d�  wtedy du� o bli� sze 

rzeczywisto�ci – dolna cz���  Rys. 2-11.  
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Rys. 2-11 Stosowanie periodycznych warunków brzegowych przy modelowaniu 

kwazijednowymiarowych struktur mo� e prowadzi�  do b
� dnych wyników (brak nukleacji), patrz górna 

cz���  rysunku. Je� eli zarówno w realnej próbce jak i w stosowanym modelu mamy defekty b� d� ce 

centrami nukleacji (centra nukleacji s�  zaznaczone na czerwono), to modelowanie mo� e dawa�  wyniki 

zgodne z rzeczywisto� ci�  – dolna cz���  rysunku. 

 

Warto jeszcze zwróci�  uwag� , � e istotna rola zjawisk powierzchniowych w 

mikromagnetyzmie oznacza nie tylko problemy ze stosowaniem periodycznych, ale i 

otwartych warunków brzegowych. Te ostatnie, bowiem wprowadzaj�  do modelowania 

powierzchni� , której w rzeczywisto� ci nie ma (Rys. 1-1). 

Drug�  istotn�  konsekwencj�  stosowania periodycznych warunków brzegowych jest 

sztuczne wprowadzenie periodyczno� ci, nieobecnej w realnej strukturze. Np. modeluj� c 

d
ugi nanodrut, przy narzuceniu PBC i d
ugo� ci modelowania L, zaniedbujemy wszelkie 

zjawiska (np. fluktuacje namagnesowania) o okresie wi� kszym ni�  L. Ten problem 

dotyczy nie tylko periodycznych, ale i w pewnym sensie otwartych warunków 

brzegowych. Za ka� dym razem, gdy nasz obszar modelowania jest mniejszy ni�  realna 

próbka wprowadzamy milcz� co sztuczn�  periodyczno�� . Jedynym wyj�ciem z tej 
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sytuacji jest spe
nienie warunku z przytoczonej ju�  pracy Borna, aby „próbka (czytaj: 

obszar modelowania) by
a wystarczaj� co du� a”. Mianowicie wprowadzona sztucznie do 

uk
adu periodyczno��  L musi by�  du� o wi� ksza od rozmiaru zjawisk, z którymi mamy 

do czynienia, np. od rozmiaru domen ferromagnetycznych. Z drugiej strony, w 

analizach teoretycznych, z powodu skomplikowanej natury zjawisk magnetycznych, 

cz� sto z góry zak
ada si�  pewn�  form�  rozwi� za� , np. pewien kszta
t i rozmieszczenie 

domen magnetycznych. Potem sprawdza si� , jaki dok
adnie rozmiar tych domen jest 

najbardziej korzystny. W tym � wietle, analogia do narzucenia periodycznych warunków 

brzegowych i badania, jaka d
ugo��  modelowania minimalizuje energi� , jest oczywista. 

Podsumowuj� c: 

Przy stosowaniu periodycznych warunków brzegowych zaniedbywane s	  

efekty powierzchniowe, które mog	  by�  istotne w mikromagnetyzmie. 

Obszar modelowania musi by�  du� o wi� kszy od spodziewanych zjawisk, np. 

od rozmiaru domen ferromagnetycznych. 

 

2.4.3 Przegl � d literatury 

Jak ju�  wspomnia
em, d
ugozasi� gowy charakter oddzia
ywa�  dipolowych jest 

przyczyn�  problemów przy próbach stosowania periodycznych warunków brzegowych 

w mikromagnetyzmie. Historycznie najstarsze i najprostsze rozwi� zanie pochodzi od 

Zhu, który uwzgl� dnia
 oddzia
ywanie tylko z 198 najbli� szymi s� siadami danej 

komórki (w dwóch wymiarach) [69]. Chocia�  jest to proste rozwi� zanie, przyjrzyjmy 

si�  mu bli� ej, z powodów które podam za chwil� . Pierwsz�  jego wad�  jest brak 

konkretnego uzasadnienia, dlaczego wybrano akurat 198 komórek, a nie jak��  inn�  ich 

liczb� . Drugi problem dotyczy wi� kszo�ci przypadków stosowania PBC we 

wspó
czesnych badaniach mikromagnetycznych. Otó�  cz� sto autorzy programów 

modeluj� cych uwzgl� dniaj�  w analizowaniu oddzia
ywa�  dipolowych tylko pewn� , z 
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góry ustalon�  liczb�  s� siednich obrazów PBC – oddzia
ywanie z pozosta
ymi obrazami 

jest zaniedbywane [70]. Znowu, liczba uwzgl� dnionych obrazów jest s
abo (je� eli w 

ogóle) uzasadniona. Aby zrozumie�  niebezpiecze� stwo wi��� ce si�  z takim podej�ciem 

spójrzmy na Rys. 2-12.  

 

Rys. 2-12 Modelowanie niesko� czonej struktury przy pomocy PBC, przy uwzgl� dnieniu tylko dwóch 

najbli� szych obrazów. Oba przypadki ró� ni�  si�  rozmiarem obszaru modelowania (kolor czerwony). 

 

Na rysunku tym jest przedstawione schematycznie modelowanie pewnej niesko� czonej 

(w jednym wymiarze) struktury za pomoc�  PBC, gdzie uwzgl� dniamy tylko obecno��  

dwóch s� siednich obrazów. W obu analizach wybrano jednak inn�  d
ugo��  

modelowania. Rezultaty obu tych procesów s�  zaburzone za
o� eniem obci� cia zasi� gu 

oddzia
ywania, przy czym promie�  tego obci� cia w ka� dym z tych przypadków jest 

ró� ny. Prowadzi to cho� by do problemu z porównaniem rezultatów takich operacji. Jest 

to dodatkowo o tyle niebezpieczne, � e je� eli dokumentacja u� ywanego programu 

modeluj� cego jest niedok
adna, u� ytkownik mo� e w ogóle nie zdawa�  sobie sprawy z 

faktu nieuwzgl� dniania niesko� czonego charakteru oddzia
ywa�  dipolowych. 

W literaturze mo� na spotka�  kilka bardziej zaawansowanych propozycji rozwi� zania 

problemu periodycznych warunków brzegowych dla oddzia
ywa�  dipolowych. I tak, 

Vos uwzgl� dnia w sposób dok
adny oddzia
ywanie tylko na krótkich dystansach, 

analizuj� c oko
o 100 elipsoidalnych cz� stek (które s�  jednorodnie namagnesowane, 

mo� na je zatem porówna�  do komórek dyskretyzacji), wp
yw reszty cz� stek opisuj� c 

polem � rednim [39]. Wybór rozmiaru obszaru poddanego dok
adnej analizie nie jest 
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g
� boko uzasadniony [71]. Inne podej�cie proponuje Mansuripur, operuj� c sk
adowymi 

Fourierowskimi namagnesowania i pola odmagnesowania w przestrzeni odwrotnej [72]. 

Podej�cie to zosta
o dalej rozwini� te przez Berkova [40, 73]. Analizuje on ograniczone 

Fourierowskie spektrum pola Hd i wynikaj� ce z tego ograniczenia b
� dy objawiaj� ce si�  

jako sztuczne „oscylacje” tego pola. Aby tego unikn��  proponuje on konstrukcj�  

podobn�  do obliczania sum sieciowych metod�  Ewalda: do rozk
adu dyskretnych 


adunków magnetycznych jest dodawany i odejmowany rozk
ad o charakterze 

Gaussowskim. Warto doda� , � e kryterium doboru szeroko� ci tego rozk
adu nie jest zbyt 

dok
adne, Berkov pisze bowiem o „optymalnym kompromisie pomi� dzy szybko� ci�  a 

dok
adno� ci�  oblicze� ” ([40], str. 57). Ferre z kolei wykonuje w przestrzeni Fouriera 

operacj�  podobn�  do filtrowania, ale jego propozycje s�  niestety niejasno opisane i 

trudne do zrozumienia [33]. Oddzieln�  grup�  stanowi�  prace wykorzystuj� ce metod�  

szybkich multipoli do przy� pieszenia liczenia pola odmagnesowania (ang. fast multipole 

method). Metoda ta polega na wprowadzeniu hierarchicznej organizacji, przy czym dla 

oddzia
ywania pomi� dzy coraz dalszymi fragmentami próbki (komórkami), fragmenty 

te s�  grupowane w coraz wi� ksze zbiory [74]. W programach modeluj� cych zgodnie z 

t�  metod�  i korzystaj� cych z periodycznych warunków brzegowych mo� na wykorzysta�  

pomys
 Apalkova by kolejne obrazy grupowa�  w coraz wi� ksze zbiory [41]. 

 

Pomimo takiego spektrum propozycji, typowe implementacje PBC realizowane w 

dost� pnych obecnie programach  polegaj�  na obci� ciu zasi� gu oddzia
ywania 

dipolowego, najprostszym rozwi� zaniu, opisanym na pocz� tku tego ust� pu. Najbardziej 

chyba obecnie popularny program OOMMF [28] jeszcze do nie dawna nie wspiera
 

� adnej formy PBC. Troch�  mniej popularny, komercyjny program LLG 

Micromagnetics Simulator™ [75] umo� liwia narzucenie PBC w jednym lub dwóch 
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wymiarach*, przy czym szczegó
y implementacji tego programu s�  z oczywistych 

wzgl� dów utajone. Wiadomo jednak, � e w niektórych wypadkach, dla 2D PBC generuje 

on b
� dy wzgl� dne rz� du 10–4 [76]. W Europie jest popularny program „magpar” (typu 

finite-element) utworzony przez Wernera Scholza [77] – nie wspiera on jednak PBC. 

Troch�  do niego podobny program „nmag” [29], utworzony w grupie Hansa Fangohra, 

wspiera PBC w jednym i dwóch wymiarach uwzgl� dniaj� c sta
� , zadan�  parametrem 

liczb�  obrazów (domy� lnie: 10). W� ród tych propozycji wyró� nia si�  kolejny 

komercyjny program „MicroMagus” [78]. Wspiera on PBC w jednym, dwóch, lub 

trzech wymiarach w oparciu o metod�  Ewalda stosowan�  w przestrzeni Fouriera [40, 

73]. Nie jest on jednak zbyt popularny. 

 

Na koniec warto wspomnie�  problematyczn�  kwesti�  periodycznych warunków 

brzegowych w trzech wymiarach. Berkov twierdzi na przyk
ad, � e dzi� ki jego metodzie 

jest to mo� liwe [40], autor niniejszej pracy sk
onny jest twierdzi� , � e to w ogóle nie jest 

wykonalne – przyjmuj� c w ka� dym razie definicj�  periodycznych warunków 

brzegowych zgodn�  z intencj�  Borna. Z jednej strony za brakiem takiej mo� liwo�ci 

przemawiaj�  argumenty natury matematycznej przedstawione w rozdziale trzecim, z 

drugiej strony s�  argumenty o charakterze fizycznym dotycz� ce modelowania 

fragmentu makroskopowej, du� ej struktury. W magnetyzmie bowiem, w przypadku 

periodycznych warunków brzegowych w trzech wymiarach, nie jest po prostu spe
nione 

za
o� enie Borna, � e rozwi� zania „praktycznie nie zale��  od kszta
tu próbki” [38]. W 

barwny sposób przedstawia to Aharoni, gdy przyznaje si�  on do b
� du, który sam 

pope
nia
 twierdz� c kiedy� , � e „spodziewamy si�  coraz mniejszej roli powierzchni dla 

coraz wi� kszych próbek” ([50], str. 210). Mo� na doj��  do takiego wniosku analizuj� c 

                                                

* Zgodnie z ulotk� , w LLG Micromagnetics Simulator™ mo� na te�  stosowa�  PBC w trzech wymiarach. 

Nie jest to jednak w tej chwili mo� liwe (Michael Scheinfein, informacja prywatna, 2006). 
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pod
u� n�  elipsoid�  skierowan�  swoj�  najd
u� sz�  osi�  zgodnie z kierunkiem osi z. 

Niezale� nie od rozmiaru tej elipsoidy, je� eli jest ona jednorodnie namagnesowana, tj. 

M(r) = M = const, to pole odmagnesowania jest inne, gdy M jest równoleg
e do osi z, a 

inne ni� , gdy jest prostopad
e do osi z. Ró� nica pomi� dzy tymi przypadkami jest sta
a, 

nie d�� y do zera wraz z rosn� cym rozmiarem rozwa� anej próbki. Szerzej ten problem 

jest omówiony w pracy [79]. 

 

2.5 Regularne siatki podzia
u, twierdzenie o sploci e 

W� ród mikromagnetycznych programów modeluj� cych popularne s�  programy typu FD 

(ang. finite difference), gdzie wszystkie komórki s�  jednakowe i siatka podzia
u jest 

regularna (ust. 2.2). Jak wiemy, tensor oddzia
ywania dipolowego pomi� dzy 

komórkami A oraz B, N(r ), jest funkcj�  ich wzgl� dnego po
o� enia, r (A,B). Dla siatek 

regularnych wektor r (A,B) zale� y od indeksów komórek A i B tylko przez ich ró� nic� , 

co ma daleko id� ce konsekwencje. Mo� emy bowiem energi�  odmagnesowania zapisa�  

jako (patrz (2.15) oraz (2.21)): 

 

x y z x y z, , , ,

0
d el

, , 1 , , 1

( , , ) ( , , ) ( , , )
2

n n n n n n

i j k i j k

E V i j k i i j j k k i j k
m

¢ ¢ ¢= =

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= - - -� �M MN , (2.22) 

gdzie prostopad
o� cienna próbka* jest podzielona siatk�  na zbiór dyskretnych komórek 

numerowanych wzd
u�  osi x indeksem i = 1..nx, wzd
u�  osi y indeksem j = 1..ny, oraz 

wzd
u�  osi z indeksem k = 1..nz. Je� eli ca
kowit�  liczb�  komórek oznaczymy jako 

n = nxnynz, to liczba oblicze�  potrzebnych do analizowania oddzia
ywa�  dipolowych 

przy stosowaniu wzoru (2.22) jest proporcjonalna do n2, czyli jest rz� du O(n2). Dlatego 

                                                

* Dla próbek nie posiadaj� cych kszta
tu prostopad
o� ciennego definiujemy prostopad
o� cienny obszar V 

zawieraj� cy próbk�  i ten obszar nazywamy „próbk� ”. Z takiego post� powania wynika, � e pewne komórki 

próbki V mog�  mie�  zerowe namagnesowanie nasycenia Ms, co odpowiada pró� ni, brakowi materia
u 

ferromagnetycznego. Jest to standardowe post� powanie stosowane w programach typu finite difference. 
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w
a�nie te oddzia
ywania zu� ywaj�  najwi� cej czasu w procesie modelowania, ca
a 

reszta bowiem oddzia
ywa� , ze wzgl� du na ich lokalny lub krótkozasi� gowy charakter, 

wymaga oblicze�  których liczba jest rz� du O(n).  

Prawa cz���  równania (2.22) zawiera jednak w sobie dyskretny splot tensora i 

namagnesowania, N * M , gdzie operacja splotu jest oznaczona gwiazdk� . Splot taki 

mo� na policzy�  stosuj� c twierdzenie o splotach przy pomocy szybkiego algorytmu FFT 

(ang. Fast Fourier Transform), który wymaga tylko O(n log(n)) oblicze� . Oznacza to 

prawie n-krotne przyspieszenie dzia
ania programu! Dzi� ki temu twierdzeniu, 

sumowanie b� d� ce elementem splotu N i M, a potrzebne do obliczenia pola 

odmagnesowania: 

 

x y z, ,

d

, , 1

( , , ) ( , , ) ( , , )

n n n

i j k

i j k i i j j k k i j k
¢ ¢ ¢=

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= - - - - = - *�H M MN N  (2.23) 

mo� na zast� pi�  iloczynem � �MN , gdzie tylda nad obiektem oznacza jego transformat�  

Fouriera [40, 80]. Nie jest to � adne przybli� enie, oba dzia
ania daj�  dok
adnie ten sam 

wynik, pod warunkiem jednak, � e spe
nione s�  odpowiednie za
o� enia wymagane przez 

twierdzenie o splocie. Wymagania te zostan�  przedstawione w nast� pnym paragrafie. 

Dok
adniej, ca
a procedura stosowana w mikromagnetycznych programach 

modeluj� cych typu FD jest opisana poni� ej. Zastosowa
em tu konwencj� , � e F(�) 

oznacza transformat�  Fouriera, iF(�) oznacza odwrotn�  transformat�  Fouriera, a ka� dy 

krok ma podan�  z
o� ono��  obliczeniow� . 
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0. O(n log(n)) Obliczenie transformaty tensora, � F( )=N N . 

1. O(n log(n)) Obliczenie transformaty namagnesowania, � F( )=M M . 

2. O(n) 

Obliczenie pola odmagnesowania w przestrzeni odwrotnej, 

czyli obliczenie iloczynu � �MN . Dzia
anie to wykonujemy dla 

ka� dej komórki. 

3. O(n log(n)) 
Obliczenie pola odmagnesowania w przestrzeni rzeczywistej, 

�
d diF( )=H H . 

4. O(n) 
Obliczenie energii, d dE µ - ×M H . 

Dzia
anie to wykonujemy dla ka� dej komórki. 

 

Wida�  zatem, � e ca
kowity koszt oblicze�  jest rz� du O(n log(n)). Krok numer „0”, 

potencjalnie czasoch
onny (procedura liczenia tensora jest skomplikowana, patrz 

ust. 3.2 i nast� pne), jest wykonywany zwykle tylko jeden raz, na pocz� tku procesu 

modelowania. Wynika to z faktu, � e tensor odmagnesowania zale� y od geometrii siatki 

dyskretyzacji, a nie zale� y od aktualnego rozk
adu namagnesowania. Pozosta
e kroki, 

1..4, s�  wykonywane po kolei w trakcie pracy programu i analizy oddzia
ywania 

dipolowego dla ró� nych rozk
adów namagnesowania. 

 

Aby przedstawi�  warunki jakie musza by�  spe
nione, by mo� na by
o stosowa�  

twierdzenie o splocie, dla uproszczenia rozwa��  przypadek jednowymiarowy, gdzie 

namagnesowanie jak i uogólniony tensor odmagnesowania s�  skalarnymi funkcjami 

jednego argumentu na dyskretnej dziedzinie*: M(i), i = 1 .. n; N(j), j = 1 .. 2n–1. Dzi� ki 

takiemu uproszczeniu b� d�  móg
 pos
u� y�  si�  pomocniczymi rysunkami. By stosowa�  

twierdzenie o splocie, funkcje M i N musz�  by�  periodyczne i musz�  mie�  te�  ten sam 

                                                

* Tensor N ma wi� ksz�  dziedzin�  ni�  M, co wynika z równania (2.23).  
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okres [80]. Warunki te s� , oczywi�cie, nie spe
nione (rozwa� amy na razie przypadek 

bez PBC), cho� by z powodu ograniczonej dziedziny obu tych funkcji. W tej sytuacji, 

definiuje si�  periodyczn�  funkcj�  M’  (periodyczn� , zatem o niesko� czonej dziedzinie), 

o okresie 2n–1, której ka� dy okres sk
ada si�  z n warto�ci funkcji M dope
nionych n–1 

zerami. Analogicznie, definiujemy periodyczn�  funkcj�  N’, której ka� dy okres sk
ada 

si�  z 2n–1 warto�ci funkcji N. Proces powy� szy to w
a� nie technika „uzupe
niania 

zerami” (ang. zero padding) stosowana w analizie sygna
ów [80, 81]. Dzi� ki 

uzupe
nieniu funkcji namagnesowania odpowiedni�  liczb�  zer, szukane punkty splotu 

M * N, s�  podzbiorem splotu funkcji periodycznych, M’  * N’. Jest to przedstawione 

na Rys. 2-13. 
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Rys. 2-13 Przyk
ad, jak twierdzenie o splocie jest wykorzystywane w mikromagnetyzmie do analizy 

oddzia
ywa�  dipolowych. Dla uproszczenia rozwa� any jest przypadek jednowymiarowy. 

Lewa cz��� : funkcje namagnesowania i tensora odmagnesowania, odpowiednio M i N. Ich dziedziny, to 

odpowiednio 1 .. n i 1 .. 2n–1 (tutaj n = 5). Zatem, splot M * N (równanie (2.23)) zwraca n punktów 

(dolny wykres).  

Prawa cz��� : zdefiniowano periodyczne funkcje (tj. o niesko� czonej dziedzinie) M' i N', obie o okresie 

2n–1, przy czym jeden okres funkcji M' sk
ada si�  z funkcji M uzupe
nionej n–1 zerami. Dolny wykres: 

dzi� ki odpowiedniemu uzupe
nieniu zerami, jeden okres splotu M' * N' (punkty czarne) zawiera n 

punktów dok
adnie równych splotowi M * N (punkty czerwone). Pozosta
e n–1 punktów splotu M' * N' 

odrzucamy (punkty niebieskie), s�  one obarczone efektem zaburzenia brzegowego (ang. wraparound 

distortion) obecnego przy procesie uzupe
niania zerami [81]. Splot periodycznych funkcji M' i N' mo� na 

obliczy�  w dok
adny sposób stosuj� c twierdzenie o splocie korzystaj� c z szybkiego algorytmu FFT. 

 

Je� eli mamy do czynienia z periodycznymi warunkami brzegowymi sytuacja ulega 

drobnej, ale brzemiennej w skutkach zmianie: je� eli dany wymiar jest zgodny z 

kierunkiem PBC, to tensor odmagnesowania spe
nia zale� no�� : N(i) = N(i+n) (patrz 
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ust. 3.2, tam tensor ten jest okre� lany jako NPBC). W tej sytuacji, mo� na zdefiniowa�  

periodyczne funkcje M’  i N’ analogicznie, jak przedstawi
em to powy� ej, z t�  ró� nic� , 

� e tym razem mog�  one mie�  mniejszy okres: n, oraz, � e tym razem uzupe
nianie 

zerami funkcji M’  nie jest potrzebne. Sytuacje t�  obrazuje Rys. 2-14. 

 

Rys. 2-14 Stosowanie twierdzenia o splocie w przypadku periodycznych warunków brzegowych, rysunek 

analogiczny do Rys. 2-13. Tym razem, periodyczne funkcje M' i N' maj�  mniejszy okres: n (nadal n = 5). 

Brak jest te�  punktów za splotu M' * N', które odrzucamy. 

 

Rozwa� anie funkcji periodycznych o prawie dwa razy mniejszym okresie pozwala na 

znaczne przyspieszenie oblicze� . W opracowanym przeze mnie programie w
a�ciwo��  

ta zosta
a wykorzystana w testowym module Klm_SimpleDemag, patrz ust. 6.2. 

Gdyby� my jednak nie chcieli, lub nie mogli korzysta�  z mo� liwo� ci wprowadzanie 
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periodyczno�ci o okresie n, to nadal mo� emy korzysta�  z periodycznych funkcji M’  i N’ 

o okresie* 2n–1.  

Na koniec pragn� 
bym zwróci�  uwag� , � e twierdzenie o splocie jest w sposób dog
� bny 

przedstawione w ksi�� ce Brighama [80], czytelnik mo� e te�  skorzysta�  z cyklu 

artyku
ów Donnelly i Rusta – patrz pocz� tek tej serii: [81]. Zastosowanie tego 

twierdzenia w modelowaniu mikromagnetycznym jest omówione w pracy 

Berkova [40]. 

                                                

* Taka sytuacja mo� e mie�  np. miejsce gdy dany algorytm FFT wymaga, by okres funkcji M’  i N’ by
 

pot� g�  dwójki – je� eli tak nie jest trzeba poszerzy�  dziedziny funkcji M i N poprzez uzupe
nianie zerami, 

patrz dodatek 6.2. 
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3 Opracowana metoda uwzgl � dniania PBC 

W poni� szym rozdziale zostanie przedstawiona metoda stosowania periodycznych 

warunków brzegowych (PBC) przy obliczaniu oddzia
ywa�  dipolowych w 

modelowaniu mikromagnetycznym w pe
ni uwzgl� dniaj� c ich d
ugozasi� gowy 

charakter. Jak wiemy z poprzedniego rozdzia
u, zastosowanie PBC w
a�nie do 

d
ugozasi� gowych oddzia
ywa�  jest wyzwaniem, z którym próbowa
o si�  zmierzy�  ju�  

paru autorów. Zastosowanie PBC do innych oddzia
ywa� , lokalnych lub 

krótkozasi� gowych, jest proste. Analiza b
� dów numerycznych pojawiaj� cych si�  w 

zaproponowanej przeze mnie metodzie b� dzie bardzo wa� n�  cz�� ci�  tej pracy. 

W celu uproszczenia wyja� nie� , przedstawiona metoda zostanie opisana na przyk
adzie 

warunków brzegowych periodycznych w jednym wymiarze (1D PBC). Jest ona jednak 

ogólna i mo� na j�  równie dobrze stosowa�  dla przypadku 2D PBC. Je� eli chcieliby�my 

jednak narzuci�  periodyczno��  warunków brzegowych we wszystkich trzech 

wymiarach, napotkamy ju�  problemy. Kwestia mo� liwo� ci i skutków stosowania 

periodycznych warunków brzegowych w trzech wymiarach b� dzie szerzej omówiona w 

pracy [79]. Dla ustalenia uwagi przyjmuj�  kierunek periodyczno� ci równoleg
y do osi z. 

Oddzielnego komentarza wymaga te�  kwestia regularnej siatki dyskretyzacji. Zarówno 

przedstawione w tej pracy wzory, jak i implementacja zaproponowanego przeze mnie 

algorytmu w postaci modu
u programu OOMMF zosta
y wykonane dla regularnej siatki 

zbudowanej z sze� ciennych komórek. U� ywanie prostopad
o�ciennych komórek nie 

b� d� cych sze�cianami skomplikowa
oby g
ównie ust. 3.3. Najwa� niejsze elementy 

zaprezentowanej metody: kontrola dok
adno�ci wyników i uwzgl� dnienie 

niesko� czonego zasi� gu oddzia
ywa�  dipolowych, mog�  by�  jednak wykorzystane te�  
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w przypadkach prostopad
o� ciennych komórek lub nawet nieregularnej siatki komórek. 

Do kwestii tej wróc�  jeszcze w podsumowaniu, na koniec tego rozdzia
u. 

 

3.1 Wprowadzenie 

Niech prostopad
o� cienna próbka* b� dzie podzielona regularn�  siatk�  na zbiór 

jednakowych prostopad
o� ciennych komórek numerowanych wzd
u�  osi x indeksem 

i = 1..nx, wzd
u�  osi y indeksem j = 1..ny oraz wzd
u�  osi z indeksem k = 1..nz. 

Kraw� dzie komórek s�  równoleg
e do osi uk
adu wspó
rz� dnych. Ca
kowita liczba 

komórek próbki wynosi n = nxnynz. Dwie wybrane komórki próbki s�  schematycznie 

pokazane na Rys. 3-1 a). Uk
ad wspó
rz� dnych jest dobrany tak, � e wektor po
o� enia 

komórki† o indeksach (i,j,k) jest równy: 

 x y zi j k= + +r e e e , (3.1) 

gdzie wektory ex, ey, ez s�  skierowane wzd
u�  odpowiednich osi wspó
rz� dnych a ich 

d
ugo�ci odpowiadaj�  d
ugo�ci odpowiednich kraw� dzi prostopad
o�ciennej komórki. 

Wektor po
o� enia komórki b� d�  symbolicznie zapisywa�  podaj� c trójk�  liczb: r = 

(i,j,k). Na tym rysunku zosta
 te�  przedstawiony uogólniony tensor odmagnesowania dla 

oddzia
uj� cej pary komórek. Z ust. 2.3 wiemy, � e ten tensor jest funkcj�  wzajemnego 

po
o� enia komórek, N(r -r ’) = N(i-i’,j-j’,k-k’ ).  

                                                

* Patrz przypis na stronie 46. 
† Wektor po
o� enia komórki jest skierowany od � rodka uk
adu wspó
rz� dnych do � rodka ci�� ko� ci 

komórki. 
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Rys. 3-1 Przy braku periodycznych warunków brzegowych (a), komórki próbki s�  numerowane od 

(1,1,1) do (nx,ny,nz). Wprowadzenie PBC w jednym wymiarze (b, c) skutkuje powstaniem niesko� czonej 

liczby „obrazów”. Zaznaczy
em tensor odmagnesowania dla wskazanych par komórek, wektory ich 

wzajemnego po
o� enia, oraz okres periodyczno� ci, d = nz|ez|, patrz równanie (3.1). Rysunek 

schematyczny. 

 

Przy narzuceniu periodycznych warunków brzegowych mamy do czynienia z 

niesko� czonym szeregiem obrazów rozwa� anej próbki, wszystkie komórki musimy 

zatem numerowa�  wzd
u�  osi z indeksem nale�� cym do przedzia
u od –�  do +� , patrz 

Rys. 3-1 b) i c). Taki niesko� czony zbiór liczb ca
kowitych mo� emy podzieli�  na 

roz
� czne podzbiory odpowiadaj� ce poszczególnym obrazom: …, (- nz+1, - nz+2, …, 0), 

(1, 2, …, nz),  (nz+1, nz+2, …, 2nz), …, co zaraz wykorzystam we wzorze (3.4). O ile 

bez PBC pole odmagnesowania w zadanym punkcie (zadanej komórce) liczymy 

sumuj� c n elementów (patrz wzór (2.23)): 
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to w przypadku z PBC mamy niesko� czona sum� : 

 

x y,

PBC
d
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i j k
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gdzie tym razem k 	  � , cho�  tak naprawd�  ciekawy jest dla nas obszar „zerowego” 

obrazu, gdzie k 	  (1, nz). Wykonam teraz kilka przekszta
ce�  wzoru (3.3) opisanych 

poni� ej. 
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W pierwszej linijce wprowadzi
em oddzielne sumowanie po obrazach (indeks h) i 

komórkach wewn� trz obrazu (indeks m’). W drugiej linijce skorzysta
em z 

periodyczno�ci namagnesowania, wynikaj� cej z przyj� tych warunków brzegowych: 

M(i,j,k) = M(i,j,k+nz). W trzeciej linijce dokona
em podstawienia h ->  - h oraz 

przegrupowania tak, by sumowanie po indeksie h dotyczy
o tylko tensora. Zamiana 

kolejno�ci sumowania po h i m’ mo� e by�  uzasadniona w nast� puj� cy sposób. Niech d 

oznacza okres periodyczno� ci warunków brzegowych (Rys. 3-1). Teraz, N(i,j,k+hnz) 

mo� e zosta�  zmajoryzowane oddzia
ywaniem dipoli punktowych, czyli zale� no� ci�  

rz� du O(|hd|-3). St� d, sumy wyst� puj� ce we wzorze (3.4) s�  absolutnie zbie� ne i mo� e 

by�  zastosowanie twierdzenie Fubiniego. Równanie (3.4) mo� na przepisa�  w 

nast� puj� cej formie 
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gdzie zdefiniowa
em now�  wielko�� : 

 ( )PBC
z( , , ) , ,

h

i j k i j k hn
+¥

=-¥

= +�N N . (3.6) 

Wzór (3.5) ma tak�  sam�  form� , jak jego odpowiednik (3.2) przy braku stosowania 

periodycznych warunków brzegowych, trzeba tylko funkcj�  tensorow�  N zast� pi�  

funkcj�  NPBC, zdefiniowan�  w równaniu (3.6). Oznacza to, � e:  

Zaproponowana metoda uwzgl� dniania periodycznych warunków 

brzegowych sprowadza si�  do modyfikacji sposobu obliczania tensora 

odmagnesowania. Zamiast funkcji N(i,j,k) wystarczy stosowa�  funkcj�  

NPBC(i,j,k) zdefiniowan	  we wzorze (3.6). 

Podej�cie takie ma dwie zalety: 

· W wyniku implementacji PBC proces modelowania mikromagnetycznego jest 

zmieniony w niewielki sposób. Jak zaraz poka�� , tensor NPBC ma te same cechy 

(np. symetrie), co tensor N. Zatem wprowadzenie periodycznych warunków 

brzegowych oznacza zmian�  sposobu liczenia tensora odmagnesowania, ale nie 

modyfikuje reszty procesu modeluj� cego. 

· Fragment procesu modeluj� cego, odpowiedzialny za liczenie tensora N, jest 

zwykle wykonywany raz, na pocz� tku tego procesu. Je� eli zamiast tego 

skorzystamy z procedury licz� cej NPBC, potencjalnie czasoch
onnej ze wzgl� du 

na sumowanie obecne we wzorze (3.6), to wyd
u� amy tylko faz�  inicjacji 

modelowania. 

Trzeba jednak równolegle podkre� li �  zasadniczy problem wynikaj� cy z niesko� czonego 

zakresu sumowania we wzorze (3.6), które musi by�  wykonane przez komputer w 

sko� czonym czasie. 
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3.2 W
asno � ci tensora N PBC 

Wa� n�  cech�  tensora zdefiniowanego zgodnie ze wzorem (3.6) jest fakt posiadania 

przez niego tych samych w
asno�ci, co tensor dla przypadku braku PBC, N. W
asno� ci 

te zostan�  po kolei opisane poni� ej: 

A) Istotn�  cech�  tensora N jest fakt, � e zale� y on tylko od wzgl� dnego po
o� enia 

oddzia
uj� cych komórek, r 
 r ’, patrz Rys. 3-1 a. Jest to bardzo wa� ne, gdy�  

dzi� ki temu mo� liwe jest stosowanie algorytmu FFT znacznie przy�pieszaj� cego 

obliczenia oddzia
ywa�  dipolowych (ust. 2.5). T�  sam�  cech�  posiada te�  tensor 

NPBC. 

B) Przydatn�  cech� , przyspieszaj� c�  obliczenia, jest parzysto��  (lub nieparzysto�� ) 

elementów tensora N��  wzgl� dem sk
adowych wektora wzgl� dnego po
o� enia 

komórek (ust. 2.3, Rys. 2-7). Jak poka��  w ust. 3.2.1, t�  sam�  w
asno��  

posiadaj�  elementy PBCNab . 

C) Oprócz wymienionych cech charakterystycznych dla tensora N, gdy narzucamy 

periodyczne warunki brzegowe, tensor NPBC jest periodyczny w trzecim 

argumencie, co wynika ze wzoru (3.6): PBC PBC
z( , , ) ( , , )i j k i j k n= +N N . Mo� na 

zatem stosowa�  twierdzenie o splocie bezpo� rednio, bez konieczno� ci 

„uzupe
niania zerami” – bo teraz zarówno funkcja „sygna
u” jak i „odpowiedzi” 

jest periodyczna z tym samym okresem, patrz ust. 2.5. Mo� na w ten sposób 

znacznie przyspieszy�  obliczenia i zmniejszy�  zapotrzebowanie na pami��  

komputera.  

 

3.2.1 Parzysto ��  elementów tensora N PBC  

Przedstawi�  tutaj dowód parzysto�ci/nieparzysto�ci elementów tensora PBCNab . 

Przypominam, � e tensor N dla braku periodycznych warunków brzegowych cechuje si�  

nast� puj� c�  symetri� . Jego elementy diagonalne s�  parzyst�  funkcj�  sk
adowych 

wektora wzajemnego po
o� enia rozwa� anych dwóch komórek r=(i,j,k): N�� (i,j,k) = 

N�� (
 i,j,k) = N�� (i,
 j,k) = N�� (i,j,
 k), natomiast jego elementy poza-diagonalne, N��  

(�  �  � ), s�  nieparzyst�  funkcj�  wspó
rz� dnych �  i �  wektora r , natomiast parzyst�  
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funkcj�  trzeciej wspó
rz� dnej. Czyli, na przyk
adzie elementu Nxy: Nxy(i,j,k) = 


 Nxy(
 i,j,k) = 
 Nxy(i,
 j,k) = Nxy(i,j,
 k) (ust. 2.3). Rozwa� my zatem dany element 

tensora dla przypadku bez PBC, N�� , (diagonalny lub nie), który jest parzyst�  (
  = +1) 

lub nieparzyst�  (
  = – 1) funkcj�  trzeciej wspó
rz� dnej, która jest kierunkiem 

periodyczno�ci. Oznaczaj� c � z jako operacj�  zmiany znaku sk
adowej k mamy zatem: 

 ( )( ) ( ) ( )z , , , , , ,N i j k N i j k N i j kab ab abs g= - = . (3.7) 

Zastosowanie operacji � z do elementu tensora PBCNab  jest opisane równaniami poni� ej: 

 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
'

PBC PBC
z z

PBC
z z

, , , , , ,

, , , , , , .

h

h h

N i j k N i j k N i j k hn

N i j k hn N i j k h n N i j k

ab ab ab

ab ab ab

s

g g g

+¥

=-¥

+¥ +¥

=-¥ ¢=-¥

= - = - + =

¢- = + =

�

� �
 (3.8) 

Badania parzysto�ci wzgl� dem wspó
rz� dnych i oraz j jest trywialne. Tak� e w tych 

przypadkach PBCNab  ma tak�  parzysto�� , jak N�� . Wida�  zatem, � e elementy tensora 

PBCNab  maj�  te same cechy parzysto�ci/nieparzysto�ci, jak w przypadku bez PBC.  

 

3.3 Dok
adno ��  numeryczna wzorów Newella 

Ze wzgl� du na potencjalnie du��  liczb�  sk
adników sumy we wzorze (3.6), nale� y 

uwa� nie kontrolowa�  ewentualnie powstaj� ce b
� dy. Wynika to z tego, � e np. je� eli 

sk
adniki sumy s�  obarczone b
� dem wzgl� dnym 15%, to b
� d sumy jest co najmniej 

15%, a mo� e si�  zdarzy� , � e b� dzie on wielokrotnie wi� kszy je� eli elementy sumy maj�  

przeciwne znaki, czyli si�  znosz� , a b
� dy si�  kumuluj� . 

Jak zaznaczy
em w ust. 2.3, z szeregu prac dotycz� cych uogólnionego tensora 

odmagnesowania dla oddzia
ywuj� cych prostopad
o�ciennych komórek, w niniejszej 

rozprawie b� d�  si�  opiera
 na wzorach Newella [63]. W celu oszacowania ich 

numerycznej dok
adno�ci zastosowa
em nast� puj� c�  metod� .  
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· Rozwa� a
em sze�cienne komórki, jako najbardziej popularne w badaniach 

mikromagnetycznych.  

· Wybra
em ograniczony obszar przestrzeni (opisany poni� ej) dla którego 

obliczy
em tensor metod�  „dok
adn� ”, tj. korzystaj� c ze wzorów 

zamieszczonych w pracy [63]. W tych obliczeniach korzysta
em z 

najdok
adniejszych, dost� pnych w komputerach PC, liczb zmiennopozycyjnych 

– tj. liczbach podwójnej precyzji, które maj�  15-16 cyfr znacz� cych*. 

Tensor tak obliczony nazwa
em Ncube.  

· Dla porównania oblicza
em te�  tensor zaniedbuj� c prostopad
o�cienny kszta
t 

oddzia
uj� cych komórek i traktuj� c je jako kulki, o takiej samej obj� to� ci, Vel, i o 

tym samym namagnesowaniu. Poniewa�  pole na zewn� trz namagnesowanej 

kulki jest takie samo jak pole pochodz� ce od dipola umieszczonego w jej 

� rodku [63], ta metoda jest równowa� na przybli� eniu dipola punktowego. 

Wzory na tensor liczony t�  metod�  mo� na znale��  w pracy [63]. Tak, jak i w 

poprzednim wypadku, obliczenia te wykonywa
em na liczbach 

zmiennopozycyjnych podwójnej precyzji. 

Tak obliczony tensor nazwa
em Nsphr.  

                                                

* Zgodnie ze standardem IEEE-754, liczby podwójnej precyzji zapisywane s�  na 64 bitach, przy czym na 

mantys�  przypadaj�  52 bity. Zatem, obliczenia zgodne z tym standardem maj�  52 log10(2) �  15.6536 cyfr 

znacz� cych.  
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· Aby mie�  wgl� d w dok
adn�  warto��  tensora, wzory Newella przepisa
em do 

programu Mathematica, który zwraca
 mi wyniki z szesnastoma dok
adnymi 

cyframi.  

Program Mathematica dysponuje mechanizmem pozwalaj� cym wykonywa�  

operacje dbaj� c o zadan�  z góry liczb�  dok
adnych cyfr w wyniku. W tym celu, 

operacje te s�  wykonywane przez wewn� trzny silnik na liczbach o zwi� kszonej 

ilo� ci cyfr znacz� cych. Dla takich wewn� trznych operacji, maksymalna ilo��  

cyfr znacz� cych jest okre� lona przez parametr $MaxExtraPrecision, domy� lnie 

równy 50. W moim wypadku, przy liczeniu elementu diagonalnego Nxx program 

Mathematica zwraca
 czasami komunikat o niedok
adno�ci wyników 

ko� cowych z powodu zbyt ma
ego parametru $MaxExtraPrecision. Komunikaty 

te zdarza
y si�  mniej wi� cej raz na tysi� c oblicze� . Nie wp
ywa to istotnie na 

warto��  dopasowanych wspó
czynników, podanych we wzorach (3.10). 

Chocia�  wzory przedstawione w rekurencyjnej formie w pracy [63], wygl� daj�  

w miar�  prosto, to jednak po ich rozwik
aniu otrzymujemy d
ugi i 

skomplikowany wzór na sum�  – wzór, którego obliczanie mo� e by�  obarczone 

du� ym, numerycznym b
� dem [82]. Dla przyk
adu prosz�  spojrze�  na Rys. 3-2, 

gdzie przedstawi
em wzór na element Nxx.  

Tensor obliczony przez program Mathematica nazwa
em Nprec. 
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· Poniewa�  tensor N oddzia
ywania pomi� dzy dwiema komórkami cechuje 

parzysto��  omówiona w ust. 2.3, a przedstawiona na Rys. 2-7, to wystarczy
o 

rozwa� a�  sytuacj� , kiedy jedna komórka jest w � rodku uk
adu wspó
rz� dnych, a 

druga jest przesuni� ta wzgl� dem niej o wektor r , który ma wspó
rz� dne 

kartezja� skie (x, y, z), gdzie x �  0..200, y �  0..200, z �  0..200. Wybór rozmiaru 

tego oktantu zosta
 podyktowany wzgl� dami praktycznymi: dla analizy b
� dów 

oczywi� cie najlepiej by
oby przyj��  jak najwi� kszy rozmiar, czyli analizowa�  

jak najwi� cej danych. Z drugiej strony analizowanie zbyt du� ej ilo� ci punktów 

jest niemo� liwe. Ko� cowy rezultat analizy, Rys. 3-5 (gdzie o�  pozioma 

obejmuje zakres 2 2 2 200x y z+ + £ ), wskazuje na wybór wystarczaj� cego 

obszaru, pozwalaj� cego ju�  na dokonanie analizy b
� dów. Nale� y pami� ta� , � e 

na tym rysunku przedstawione s�  miliony punktów. Fakt istnienia symetrii 

elementów Nab wystarcza
, by nie rozwa� a�  innych oktantów. Dalej, poniewa�  

rozwa� ana komórka mia
a symetryczny, sze�cienny kszta
t (zatem, np. 

Nxx(i,j,k) = Nyy(j,i,k)), to wystarczy
o dla tego obszaru rozwa� a�  tylko elementy 

tensora Nxx i Nxy.  

· Uwaga 

Tensor N nie zmienia si� , gdy wszystkie wymiary i odleg
o� ci s�  przeskalowane 

o ten sam czynnik (ust. 2.3), dlatego mog
em przyj��  jednostkowy rozmiar 

rozwa� anej komórki i wtedy opisane powy� ej wspó
rz� dne x, y, z s�  

bezwymiarowe i s�  liczbami ca
kowitymi. Zatem, na przyk
ad, N(1,0,0) opisuje 

oddzia
ywanie pomi� dzy dwoma sze�cianami o wspólnej �cianie yz. 



 63

 

Rys. 3-2 Wzór na element Nxx (pomno� ony przez czynnik 4p dx dy dz) uogólnionego tensora 

demagnetyzacji po rozwik
aniu rekurencyjnej postaci przedstawionej w pracy Newella [63]. Dwa 

oddzia
uj� ce prostopad
o� ciany s�  odleg
e o wektor przesuni� cia o sk
adowych (x,y,z). Prostopad
o� ciany 

maj�  rozmiar boków dx, dy, dz. Wzór ten przedstawia sum�  kilkudziesi� ciu czynników, trzy pocz� tkowe 

z nich zaznaczy
em na � ó
to. Dok
adniejsza analiza wskazuje na to, � e w� ród tych czynników mo� na 

znale��  pary, o zbli� onej warto� ci i przeciwnych znakach [82]. W rezultacie sumowania takich 

czynników nast� puje eskalacja b
� dów numerycznych. Przedstawiony wzór jest zgodny ze sk
adni�  

programu Mathematica. Na tym rysunku jest pierwsza cz���  wzoru, jego kontynuacja jest na nast� pnej 

stronie. 
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Rys. 3-3 Ci� g dalszy wzoru przedstawionego na Rys. 3-2. 
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Chcia
bym podkre� li � , � e warto�ci Ncube i Nsphr s�  liczone tak, jak w 

mikromagnetycznych programach modeluj� cych, natomiast liczenie Nprec wymaga 

uruchomienia zaawansowanego programu Mathematica. Nie jest zatem mo� liwe, by w 

programach modeluj� cych korzysta�  z warto�ci Nprec. Ca
o��  stosowanej przeze mnie 

metody jest schematycznie przedstawiona na Rys. 3-4. 

 

Rys. 3-4 Schemat badania b
� dów wzorów Newella, Ncube, i b
� dów metody dipolowej, Nsphr, poprzez ich 

porównanie z wynikami dok
adnymi, Nprec. W dolnej cz�� ci rysunku przedstawiam wykresy wykonane 

dla ma
ego oktantu 50 50 50.  

 

B
� dy warto� ci Ncube i Nsphr otrzyma
em przez porównanie ich z warto� ciami 

dok
adnymi: 
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sphr sphr prec

cube cube prec

d

d

= -

= -

N N N

N N N
 (3.9) 

B
� dy te analizowa
em oddzielnie dla elementów Nxx i Nxy otrzymuj� c odpowiednie 

warto�ci � N z indeksem dolnym „xx” lub „xy”. Poniewa�  mo� na si�  spodziewa�  

zale� no� ci tych b
� dów od odleg
o� ci wzgl� dnej komórek, 2 2 2r x y z= + + , 

wykre� li
em warto�ci � Ncube(r) i � Nsphr(r) jako odpowiednio czerwone i niebieskie 

punkty na Rys. 3-5. Dodatkowo, na rysunku tym umie�ci
em warto�ci bezwzgl� dne 

samego tensora (zielone punkty). 
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Rys. 3-5 B
� dy � Ncube(r) i � Nsphr(r) (odpowiednio: czerwone i niebieskie punkty) ukazane w funkcji 

wzgl� dnej odleg
o� ci pomi� dzy komórkami, r (wielko��  bezwymiarowa). Górna cz���  rysunku jest 

rezultatem analizy elementów Nxx, dolna: Nxy. Dodatkowo umie� ci
em na rysunkach warto� ci 

bezwzgl� dne rozwa� anego elementu, |Nxx| i |Nxy| (punkty zielone). Wielko��  R1 okre� la granic�  powy� ej 

której lepiej stosowa�  metod�  Nsphr.  

 

Z rysunku tego wynika, � e rzeczywi�cie dla ma
ego r warto�ci Ncube s�  obarczone 

najmniejszym b
� dem, natomiast pocz� wszy mniej wi� cej od r = 30 lepiej jest stosowa�  

metod�  Nsphr. W tym kontek�cie nazwanie tej metody „przybli� eniem” dipolowym jest 
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przynajmniej cz�� ciowo nieusprawiedliwione, dlatego b� d�  unika
 tego okre� lenia. 

Z rysunku dalej wynika, � e w okolicach r = 200, b
� dy � Ncube zaczynaj�  by�  

porównywalne z samymi warto�ciami liczonego tensora. 

Otrzymane wyniki opracowa
em zak
adaj� c, � e punkty z Rys. 3-5 maj�  rozrzut 

normalny* i dopasowa
em do nich funkcj�  ( ) pr Brd =N  szukaj� c parametrów B i p. 

Pozwoli
o mi to te�  na wyznaczenie warto� ci R1 okre� laj� c�  granic�  stosowania metod 

Ncube i Nsphr. Poni� ej przedstawiam wyniki tego dopasowania dla diagonalnych i 

pozadiagonalnych elementów tensora N: 

 
cube 17 cube sphr sphr
xx xx xx xx

cube 17 cube sphr sphr
xy xy xy xy

1 xx 1 xy

( ) ,

2.2 10 , 2.9, 0.023, 7.2,

1.2 10 , 3.1, 0.011, 6.9,

( ) ( ) 31.

pr Br

B p B p

B p B p

R N R N

d
-

-

=

» ´ » » » -

» ´ » » » -

» »

N

 (3.10) 

Na zako� czenie warto zaznaczy� , � e równolegle ze mn�  podobne badania prowadzi 

Donahue [82]. Jego podej�cie jest ukierunkowane na analiz�  wzorów Newella i 

poszukiwaniu ich odpowiedników/zamienników dla du� ych warto�ci r. W rezultacie 

jego wnioski s�  czasami bardziej ogólne (np. dotycz�  te�  komórek innych ni�  sze� ciany) 

lub bardziej dok
adne (np. wyk
adnik psphr równa si�  dok
adnie –7), ale nie zawsze tak 

samo konkretne jak moje – nie jest np. podana konkretna warto��  R1. 

 

3.4 Uwzgl � dnienie niesko � czonego zasi � gu oddzia
ywania 

dipolowego 

Z rozdzia
u drugiego wiemy, � e wielu autorów ucina sum�  wyst� puj� c�  we 

wzorze (3.6) ograniczaj� c j�  do pewnego zakresu indeksów h = 
 g..g. Podej�cie to, 

poniek� d zapocz� tkowane przez Zhu [69], a stosowane i obecnie, nie jest wcale 

                                                

* Jest to przybli� enie. Z Rys. 3-4 wida� , � e warto� ci Nsphr cechuje pewna regularno�� . 
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potrzebne. Wystarczy bowiem przyj��  przybli� enie, wed
ug którego oddzia
ywanie 

pomi� dzy odleg
ymi prostopad
o�ciennymi komórkami mo� e by�  opisane wzorem dla 

ci� g
ego rozk
adu momentu dipolowego z jednej strony, a jednorodnie namagnesowan�  

kulk�  z drugiej strony. Dzi� ki temu przybli� eniu sum�  sphr� N  b� dzie mo� na zast� pi�  

ca
k�  z odpowiedniej funkcji, policzaln�  analitycznie. Szczegó
y tego post� powania 

zostan�  zaraz przedstawione, na razie chcia
bym przedstawi�  kilka komentarzy: 

· Podobnie, jak w poprzednim ust� pie, przyj� 
em sze�cienny kszta
t komórek. 

· Je� eli mamy do czynienia z periodycznymi warunkami brzegowymi w dwóch 

wymiarach (zamiast omawianego tu 1D PBC), to zamiast liniowego rozk
adu 

przyj��  nale� y powierzchniowy rozk
ad momentu dipolowego. 

· Kwestia b
� dów wprowadzonych przez powy� sze przybli� enie b� dzie 

omówiona w ust. 3.4.2. 

· Powy� sz�  metod�  b� d�  oznacza
 jako Ncont.  

Stosuj� c opisane powy� ej przybli� enie, ca
o��  obliczania NPBC, przedstawiona 

schematycznie na Rys. 3-6, przypomina troch�  konstrukcj�  Ewalda [42] – w ró� nych 

obszarach stosujemy ró� ne metody oblicze� . Dla tych elementów sumy (3.6), które 

odpowiadaj�  komórkom le�� cym blisko siebie stosujemy metod�  Ncube, dla komórek 

� rednio odleg
ych stosujemy metod�  Nsphr, a dla bardzo odleg
ych komórek stosujemy 

metod�  Ncont: 

 

2 2 2 2
z 1

2 2 2 2
1 z 2

PBC cube
z

: ( )

sphr
z

: ( )

cont

( , , ) ( , , )

( , , )

( , , ).

e i j k en R

f R i j k fn R

i j k i j k en

i j k fn

i j k

+ + + <

£ + + + <

= +

+ +

+

�

�

N N

N

N

 (3.11) 
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Rys. 3-6 Schemat liczenia NPBC. Dla ma
ych odleg
o� ci pomi� dzy komórkami stosuj�  wzory Newella [63] 

(obszar zielony). Dla wi� kszych odleg
o� ci, przekraczaj� cych R1, ignoruj�  geometri�  komórek i traktuj�  

je jak jednorodnie namagnesowane kulki (obszar niebieski; patrz ust. 3.3). Dla najwi� kszych odleg
o� ci 

stosuj�  przybli� enie opisane w ust. 3.4, prowadz� ce do wzorów analitycznych na sum�  rozci� gaj� c�  si�  

do niesko� czono� ci. Granica obszarów okre� lona przez promie�  R2 mo� e by�  zdefiniowana przez podanie 

warto� ci indeksu g. Rysunek z pracy [79].  

 

3.4.1 Wzór analityczny na N cont   

Ncont(i,j,k) jest przybli� eniem niesko� czonej sumy*: 

 ( ) ( )sphr sphr
z z, , , ,

h g h g

i j k hn i j k hn
¥ -¥

= =-

+ + +� �N N , (3.12) 

gdzie indeks graniczny, g(R2), jest funkcj�  promienia R2.  

Dalszy ci� g rozumowania 
atwiej b� dzie przedstawi�  w j� zyku pola odmagnesowania, 

jak wiemy z ust. 2.3 powi� zanego z namagnesowaniem równaniem = -dH MN . 

                                                

* Najlepiej by
oby, gdyby Ncont by
 „bezpo� rednim” przybli� eniem metody Nprec. Poniewa�  jednak nie jest 

to proste, pozostan�  przy równaniu (3.12). Uwzgl� dni�  to jednak analizuj� c b
� dy metody Ncont  w 

ust. 3.4.2. 
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Sumowanie obecne w (3.12) jest równoznaczne obliczeniu niesko� czonej sumy dla pola 

Hd: 

 ( ) ( )d z d z, , , ,
h g h g

i j k hn i j k hn
¥ -¥

= =-

+ + +� �H H , (3.13) 

gdzie � ród
em pola Hd s�  dipole punktowe. Pole odmagnesowania w odleg
o�ci r  od 

dipola o momencie magnetycznym VelM  jest zgodne ze wzorem 

2

el el
d 5

3 ( )
( )

4

V V

p

× -
=

r M r M r
H r

r
. Od tego momentu skorzystam z faktu jednostkowego 

rozmiaru rozwa� anej komórki. Zatem: nz = d oraz Vel = 1. Dalej, komórka dla której 

(i,j,k) = (0,0,0) jest tak dobrana, by wszystkie indeksy i/j/k by
y nieujemne. Zdefiniujmy 

funkcj�  pomocnicz�  f(z) jako: 

 
( ) ( )( ) 2

z z z

5

z

31
( )

4

z z z
z

d zp

+ × + - +
=

+

r e M r e M r e
f

r e

� � �

�
. (3.14) 

Przybli� enie liniowego rozk
adu momentu dipolowego jest równoznaczne zast� pieniu 

sumy ze wzoru (3.13) odpowiedni�  ca
k� : 

 

( ) ( )

( ) ( )

d d

def
cont

1 2 1 2

, , , ,

( ) ( ) = .

h g h g

d g d g

i j k hd i j k hd

z dz z dz

¥ -¥

= =-

¥ -¥

× - × - +

+ + +

» +

� �

� �

H H

f f M-N

 (3.15) 

Ca
ka ( )z dz� f  mo� e by�  obliczona analitycznie. W rezultacie, we wzorze (3.15) 

pojawi�  si�  kombinacje sk
adowych wektora M. A poniewa�  = -dH MN , to mo� na 

st� d odwik
a�  wzory na elementy tensora Ncont (przypadek (i,j ) = (0,0) dla cont
xxN  i cont

xyN  

jest rozwa� ony oddzielnie poni� ej; poniewa�  jeste�my zainteresowani stosunkowo 

du� ymi warto� ciami R2, to przyj� 
em / 1/ 2g k d> + , czyli 2g ³ ):  
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( )

( )( )
( )

( )( )
( )

( )

2 2
cont
xx 2 2 2

41 222 1
23/2 2 222 2 1

2

41 222 1
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cont
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1
2

2 2

( )
, ,

4 ( )

( ) 2
2 ( )

( )

( ) 2
( ) ,

( )

, ,
4 ( )

4 ( )

j i
N i j k

d i j

k d g i
j k d g

i ji j k d g

k d g i
j k d g

i ji j k d g

ij
N i j k

d i j

k d g
i j i

p

p

-
=

+

�
� �+ -�
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�
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-
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( )
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2
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2
11 22
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2
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xz
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2 ( )
3

( )

2 ( )( )
3 ,

( )

, ,
4

1 1
,

( ) ( )

1
, ,

4

(

k d g

i jj k d g

k d gk d g
i ji j k d g

i
N i j k

d

i j k d g i j k d g

N i j k
d

k d

p

p

� � �+ -� � �+� � �+� + + + - � ��

�� �- -- - �� �- + �� �+ �+ + - - � � �
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� �
� �

-� �
� �+ + + - + + - -
� �

=

+

( )( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1
2 2

3/2 3/22 22 2 2 21 1
2 2

cont cont
yy zz

cont cont
yz xz

) ( )
,

( ) ( )

, , , , ,

, , , , .

g k d g

i j k d g i j k d g

N i j k N j i k

N i j k N j i k

� �
- - -� �-� �

� �+ + + - + + - -
� �

=

=  (3.16) 

Tensor odmagnesowania jest symetryczny, t�  sam�  w
asno��  posiada te�  NPBC, dlatego 

poda
em wzory tylko na sze��  elementów tensora Ncont. Elementy cont
xxN  i cont

xyN  maj�  

nast� puj� c�  posta�  dla szczególnego przypadku gdy i = j =  0 (wtedy niektóre 

mianowniki ze wzorów (3.16) równaj�  si�  zeru): 

 
( )

( ) ( )
( )

cont
xx 2 2

1 1
2 2

cont
xy

1 1 1
0,0, ,

8 ( ) ( )

0,0, 0.

N k
d k d g k d g

N k

p

� �
� �= +
� �+ - - -� �

=

 (3.17) 
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3.4.2 B
� dy zwi � zane z metod �  Ncont   

Rozwa� ania przedstawione w ust. 3.3 pozwalaj�  na kontrol�  b
� dów dla wyników Ncube 

i Nsphr. Poni� ej przedstawi�  wzory b� d� ce podstaw�  do kontroli b
� du metody Ncont, 

b
� du zdefiniowanego analogicznie do � Ncube i � Nsphr (3.9) jako: 

 cont cont precd = - �N N N , (3.18) 

patrz te�  wzory (3.11) i (3.12). B
� d ten oszacuj�  od góry: 

 cont cont sphr sphr precd £ - + -� � �N N N N N . (3.19) 

Zwracam uwag� , � e zarówno � Ncont, jak i Ncont odpowiadaj�  sumie wielu obrazów, w 

przeciwie� stwie do przyj� tych definicji dla � Ncube, � Nsphr, Ncube i Nsphr. Drugi sk
adnik 

prawej cz�� ci równania (3.19) mo� na oszacowa�  od góry znaj� c wspó
czynniki podane 

we wzorach (3.10): sphr prec sphr prec sphrd- £ - =� � � �N N N N N . Pozostaje do 

obliczenia pierwszy sk
adnik. Oszacuj�  go stosuj� c dwukrotnie rozwini� cie na szereg 

Tylora. Schemat tego post� powania przedstawi�  na przyk
adzie elementu xy. Najpierw 

zastosuj�  rozwini� cie dla indeksu h, wokó
 niesko� czono�ci. Krok ten ma na celu 

uproszczenie wzorów na Nsphr: 

 ( ) ( ) ( )

( ) ( )

cont sphr
xy xy

cont sphr sphr
xy xy xy

2 2 2
cont 5 7 9
xy 5 7

, , , , , ,

3 15( 6 )
, , .

2 4

h g h g

h g

N N

N i j k N i j k hd N i j k hd

ij i j k
N i j k h h O h

d dp

¥ -¥

= =-

¥
- - -

=

-

� �
� �= - + + +
� �
� �

� �+ -
= - + +� �

� �

�

� �

�

 (3.20) 

Teraz, nale� y zastosowa�  rozwini� cie na szereg Tylora funkcji digamma* (bior� cej si�  z 

sumowania elementów 
h g

h k
¥

-

=
� ) dla indeksu g. Równolegle zastosuj�  rozwini� cie dla 

                                                

* Funkcja digamma, 	 , jest powi� zana z funkcj�  gamma Eulera, 
 , zale� no� ci� :  	 (z) = 
 ’(z) / 
 (z). 
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Ncont, te�  dla parametru g – patrz wzory (3.16); w tym momencie elementy 

proporcjonalne do g
 4 i g
 5 skracaj�  si� , a element proporcjonalny do g
 6 ulega 

uproszczeniu. W rezultacie otrzymam: 

 ( )cont sphr 6 7
xy xy 5

5
16

ij
N N g O g

dp
- --

- = +�  (3.21) 

Stosuj� c takie post� powanie mo� na otrzyma�  poni� sze wzory: 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

cont sphr 4 5
xx xx 3

cont sphr 6 7
xy xy 5

cont sphr 6 7
xz xz 5

cont sphr 4 5
zz zz 3

cont sphr 4 5
yy yy 3

cont sphr 6 7
yz yz 5

1
,

16
5

,
16
5

,
4

1
,

8
1

,
16
5

.
4

N N g O g
d
ij

N N g O g
d

ik
N N g O g

d

N N g O g
d

N N g O g
d

jk
N N g O g

d

p

p

p

p

p

p

- -

- -

- -

- -

- -

- -

- = +

-
- = +

- = +

-
- = +

- = +

- = +

�
�
�
�
�
�

 (3.22) 

 

3.5 Kontrola b
 � dów 

Jak wiemy z ust. 3.3, tensor NPBC jest liczony trzema metodami, w zale� no�ci od 

rozwa� anego obszaru, patrz Rys. 3-6. Wynika st� d, � e na ca
kowity b
� d tensora, � N, 

sk
adaj�  si� : i) b
� dy numeryczne pojawiaj� ce si�  w metodzie Ncube, (Rys. 3-5, punkty 

czerwone), ii) b
� dy metody wynikaj� ce ze stosowania przybli� enia Nsphr (Rys. 3-5, 

punkty niebieskie), oraz iii) b
� dy metody wynikaj� ce ze stosowania przybli� enia Ncont. 

Promie�  R1 nale� y dobra�  tak, by zbalansowa�  b
� dy typu i) i ii) (Rys. 3-5). Promie�  R2 

nale� y dobra�  w oparciu o analiz�  b
� dów Ncont. W zaproponowanej przeze mnie 

implementacji, analiza ta opiera si�  na porównaniu b
� du contNabd  (obliczonego zgodnie z 

ust. 3.4.2) z aktualn�  warto�ci�  elementu Nab . Je� eli indeks g z równa�  (3.22) b� dzie 

odpowiednio du� y, wtedy b
� d � Ncont b� dzie odpowiednio ma
y. Promie�  R2, b� d� cy 
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funkcj�  g, mo� na zatem szuka�  narzucaj� c warunek* contN Nab abd e<  i testuj� c go dla 

coraz wi� kszych warto�ci g. Stosuj� c takie podej�cie mo� na wykonywa�  obliczenia 

mniej dok
adne, przyjmuj� c wi� ksze � , je� eli np. czas oblicze�  jest spraw�  krytyczn� . Z 

drugiej strony mo� na wykonywa�  obliczenia z precyzj�  ograniczon�  tylko przez 

dost� pny sprz� t, je� eli przyjmiemy odpowiednio ma
e � . Na przyk
ad, je� eli mamy do 

dyspozycji 15 cyfr znacz� cych, to nie ma sensu stosowanie �  mniejszego ni�  10–15, bo 

np. operacja 1 + 10
 16 nadal daje w wyniku 1. Nie mo� na natomiast wykluczy� , � e 

zale� no��  � N(� ), któr�  b� d�  analizowa�  w nast� pnym rozdziale, zacznie si�  nasyca�  dla 

�  wi� kszego ni�  10–15 (np. na skutek akumulacji b
� dów numerycznych). 

 

3.6 Podsumowanie 

Zastosowanie periodycznych warunków brzegowych w modelowaniu zjawisk 

mikromagnetycznych jest najtrudniejsze dla oddzia
ywa�  dipolowych, ze wzgl� du na 

ich d
ugozasi� gowy charakter. Wi� kszo��  prezentowanych w literaturze wyników 

(korzystaj� cych z PBC) opiera si�  na obci� ciu zasi� gu tego oddzia
ywania powy� ej 

pewnego promienia. Zaproponowana przeze mnie metoda jest pozbawiona tej wady. Jej 

sedno przedstawia Rys. 3-6: PBC w oddzia
ywaniach dipolowych s�  uwzgl� dnione 

poprzez uogólniony tensor odmagnesowania, NPBC, który jest liczony jako suma 

sk
adników Ncube i Nsphr; do tej sumy jest dodany Ncont, czemu odpowiada 

uwzgl� dnienie niesko� czonego zasi� gu oddzia
ywania dipolowego. Dzi� ki analizie 

b
� dów powstaj� cych na ka� dym etapie tego procesu mo� na poda�  jednoznaczny 

sposób wyboru promieni granicznych R1 i R2. Promie�  R1 jest wielko�ci�  sta
�  

wynikaj� c�  z analizy przedstawionej na Rys. 3-5, natomiast warto��  R2 jest ustalana w 

                                                

* Ten algorytm mo� na stosowa�  tylko wtedy, gdy N��  �  0. Post� powanie w przypadku N��  = 0 jest 

opisane w ust. 6.2. 
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sposób dynamiczny, w zale� no�ci od warto�ci elementu tensora dla danej pary 

oddzia
uj� cych komórek i parametru � , czyli akceptowanego b
� du. 

Jak 
atwo zauwa� y� , istot�  pomys
ów przedstawionych w ust. 3.3 i 3.4 jest rozwijanie w 

szereg Tylora. Wynika st� d mo� liwo��  dalszego rozwijania przedstawionej metody 

poprzez uwzgl� dnienie dalszych czynników rozwini� cia w celu przyspieszenia dzia
ania 

programu i/lub uzyskania dok
adniejszych wyników. Do� wiadczenie autora wskazuje, 

� e „dok
adne” uwzgl� dnianie PBC, przy zastosowanie odpowiednio ma
ego parametru 

akceptowalnego b
� du, (�  z zakresu 10–12..10–10, patrz ust. 4.3), nie przed
u� a oblicze�  w 

znacz� cy sposób. Uwzgl� dnienie wy� szych pot� g rozwini� cia na szereg Tylora mo� e 

by�  ju�  jednak konieczne dla PBC w dwóch wymiarach lub dla komórek nie b� d� cych 

sze�cianami (patrz poni� ej). 

Przedstawiony przeze mnie w tym rozdziale opis bazowa
 na paru upraszczaj� cych 

za
o� eniach. Chcia
bym si�  do nich tu krótko odnie�� .  

1. Sze�cienny kszta
t komórek siatki dyskretyzacji  

Wybór konkretnego kszta
tu komórki wp
ywa g
ównie na rezultaty 

przedstawione na Rys. 3-5. Mo� na si�  spodziewa� , � e dla prostopad
o�ciennych 

(nie-kubicznych) komórek, promie�  R1 b� dzie wi� kszy, gdy�  przybli� enie dipoli 

punktowych b� dzie „dobrze pracowa� ” dopiero dla wi� kszych odleg
o� ci. 

Owszem, analiza Donahue sugeruje [82], � e w tym wypadku zale� no��  b
� du 

� Nsphr od odleg
o� ci by
aby s
absza: sphr 5( )r rd -µN , podczas gdy dla 

kubicznych komórek mamy sphr 7( )r rd -µN  (patrz te�  (3.10)). Analiza Donahue 

opiera si�  jednak na analitycznym badaniu szeregu Tylora, wi� c nie mo� e by�  

podstaw�  do wyznaczenia wspó
czynników B z równania (3.10), zatem nie 

mo� na te�  wyznaczy�  warto�ci R1. Jest to niewygodne, gdy�  mo� na 

podejrzewa�  � e warto�ci B oraz R1 b� d�  zale� e�  od konkretnego kszta
tu 

komórki (np., im komórka jest bli� sza kszta
tem do kubicznej, tym R1 jest 

mniejsze). Czyli w wypadku komórek nie b� d� cych sze�cianami trzeba by 

analiz�  z ust. 3.3 powtarza�  dla ka� dego rozwa� anego kszta
tu, czyli stosunku 

boków prostopad
o� ciennej komórki. By
by to proces � mudny, chocia�  w pe
ni 

wykonalny. 
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2. Regularno��  siatki podzia
u 

Przedstawion�  metod�  mo� na zastosowa�  i do nieregularnych siatek podzia
u. 

Co prawda, w takim wypadku trzeba oddzielnie traktowa�  wszystkie pary 

komórek, nawet je� eli maj�  one podobne relatywne po
o� enie – dlatego, � e tym 

razem ka� da komórka mo� e mie�  innych kszta
t. Nie zmienia to jednak idei, by 

dla wi� kszych odleg
o�ci oddzia
ywanie pomi� dzy komórkami przybli� a�  

oddzia
ywaniem dipoli punktowych, a dla jeszcze wi� kszych – rozk
adem 

ci� g
ym. Faktem jest natomiast, � e zgodnie z umówionym powy� ej punktem 1, 

wyznaczenie promienia R1 mog
oby by�  w takim przypadku skomplikowane 

(by�  mo� e trzeba by to robi�  oddzielnie dla ka� dej pary komórek).  

Patrz Rys. 3-7. 

 

Rys. 3-7 Schemat uwzgl� dnienia periodycznych warunków brzegowych w jednym wymiarze dla 

nieregularnej siatki podzia
u. Dla czerwonej pary oddzia
uj� cych dipolowo komórek, oddzia
ywanie z 

obrazami zaznaczy
em czerwonymi strza
kami. Analogicznie, dla zielonej pary komórek. Strza
ki na tym 

rysunku pokazuj�  odleg
o� ci wzgl� dne komórek w sposób symboliczny. 

 

3. Periodyczne warunki brzegowe w dwóch wymiarach 

W takim przypadku liczenie Ncont powinno odzwierciedla�  nie liniowy lecz dwu-

wymiarowy, powierzchniowy rozk
ad momentu dipolowego. A poniewa�  ca
ka 

powierzchniowa 3 2r d r-�� jest sko� czona, nie stanowi to du� ego problemu. 

Pewne numeryczne trudno� ci mog�  si�  pojawi�  przy sumowaniu elementów 

Ncube i Nsphr ze wzgl� du na ich potencjalnie du��  liczb� . W tej sytuacji 

kontrolowanie b
� dów i stosowanie parametru akceptowalnych b
� dów, � , 

(ust. 3.5) mo� e by�  jeszcze wa� niejsze, ni�  w przypadku 1D PBC. Konieczne 

mo� e si�  okaza�  w takim wypadku korzystanie z wy� szych pot� g rozwini� cia na 

szereg Tylora. 
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4. Periodyczne warunki brzegowe w trzech wymiarach 

Problem periodycznych warunków brzegowych w trzech wymiarach wi�� e si�  z 

ca
k�  obj� to�ciow�  3 3r d r-���  lub z sumowaniem po ca
ej przestrzeni 

3

, ,
ijk ijk

i j k

a r -� , gdzie i, j, k s�  indeksami numeruj� cymi komórki wzd
u�  osi x, y, z. 

Niektóre elementy aijk mog�  by�  ujemne a inne dodatnie. W rezultacie przy 

przyj� ciu odpowiedniej kolejno�ci sumowania, taka suma mo� e by�  obliczona. 

Ale tak otrzymany wynik jest niepewny, bo mo� e on zale� e�  od kolejno�ci 

sumowania – szereg ten nie jest bezwzgl� dnie zbie� ny. Problematyka 

periodycznych warunków brzegowych b� dzie omówiona szerzej w pracy [79]. 

Reasumuj� c, przedstawiona przeze mnie metoda jest ogólna i nie jest ograniczona 

upraszczaj� cymi za
o� eniami przyj� tymi w tej pracy. 
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4 Wyniki i zastosowania przedstawionej metody 

Przedstawi�  teraz zastosowania metody opisanej w pierwszej cz�� ci pracy. W oparciu o 

zaproponowany przeze mnie algorytm, napisa
em w j� zyku C++ modu
 b� d� cy 

rozszerzeniem publicznie dost� pnego programu OOMMF [28] (szczegó
y: patrz 

ust. 6.2). Program OOMMF powsta
 w National Institute of Standards and Technology 

(NIST), USA. Jest on darmowy, mo� na go pobra�  ze strony WWW 

http://math.nist.gov/oommf. Program OOMMF jest rozwijany ju�  od paru lat, przez 

pracowników NIST i nie tylko (praca przedstawiona w niniejszej rozprawie jest 

skromn�  tego cz� stk� ), jest on równie�  na bie�� co poprawiany. Wykorzystanie 

napisanego wcze�niej programu do modelowania numerycznego ma szereg zalet: 

· Program o tak szerokiej bazie u� ytkowników* musi, z natury, by�  dobrze 

udokumentowany. Zatem mog
em si�  w mojej pracy skupi�  na temacie 

g
ównym niniejszej pracy, a nie na odkrywaniu od nowa rzeczy dawno 

odkrytych. 

· Du� a liczba osób korzystaj� cych z takiego programu pozwala mie�  nadziej� , � e 

i mój modu
 b� dzie wykorzystywany przez innych. Stworzona przeze mnie 

implementacja jest dost� pna publicznie pod adresem 

http://info.ifpan.edu.pl/~lebecki/pbc, odno� nik do tej strony znajduje si�  na 

oficjalnych stronach OOMMF. 

· Sta
a opieka autorów nad OOMMF, jak i uwagi od szerokiego grona 

u� ytkowników u
atwiaj�  identyfikacj�  b
� dów. Rzeczywi�cie, dzi� ki 

informacjom zwrotnym od u� ytkowników mój modu
 jest rozwijany/poprawiany 

na bie�� co. 

· Kontakt z jednym z autorów programu OOMMF, Michaelem Donahue, mia
 

bardzo stymuluj� ce znaczenie przy powstawaniu niniejszej pracy. 

                                                

* Liczba publikacji, w których mowa jest o korzystaniu z programu OOMMF na dzie�  pisania tej pracy 

przekracza 500, patrz strona http://math.nist.gov/oommf/oommf_cites.html.  
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Opisane poni� ej zastosowania mo� na podzieli�  na porównania z przewidywaniami 

teoretycznymi, maj� ce g
ównie na celu testowanie poprawno� ci implementacji, i na 

analiz�  dost� pnych wyników do� wiadczalnych. Ka� dy z przedstawionych poni� ej 

podrozdzia
ów sk
ada si�  z oddzielnego wst� pu opisuj� cego szczegó
y odpowiedniej 

teorii lub do�wiadczenia. Dopiero potem jest przedstawiony opis modelowania, 

przeprowadzonego samodzielnie przeze mnie. Ostatni ust� p, 4.5, pokazuje, � e 

periodyczne warunki brzegowe mog�  by�  pomocne nie tylko przy modelowaniu 

struktur kwazijednowymiarowych. 

 

4.1 Niesko � czony drut o przekroju ko
owym 

Koercja dla niesko� czonego drutu o przekroju ko
owym jest ciekawym problemem z 

dwóch powodów. Po pierwsze, mo� emy ten przypadek rozwi� za�  analitycznie. Po 

drugie, otrzymane w wyniku hodowli nanodruty maj�  przekrój ko
owy i cz� sto silnie 

pod
u� ny kszta
t. Dzi� ki temu, badania nad takimi strukturami pozwalaj�  porówna�  

dost� pn�  teori�  z wynikami do�wiadczalnymi. 

 

4.1.1 Teoria Frei i Aharoniego 

Przedstawi�  tu opisan�  przez Frei [83], a poprawion�  przez Aharoniego [84] teori�  dla 

niesko� czonego drutu ferromagnetycznego. Taki drut ma 
atw�  o�  namagnesowania 

zgodn�  z kierunkiem jego osi* – je� eli zaniedbamy anizotropi�  magnetokrystaliczn� . 

Je� eli drut jest skierowany wzd
u�  osi z, to stanem o najni� szej energii b� dzie 

jednorodne namagnesowanie drutu w kierunku +z lub –z (przy braku zewn� trznego 

pola). Wtedy bowiem wk
ady do energii pochodz� ce od omówionych w ust. 2.1 

                                                

* Pisz� c „o�  drutu” albo „o�  rurki” mam zawsze na my� li o�  symetrii C� .  
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oddzia
ywa�  s�  najmniejsze: energia oddzia
ywania wymiennego jest równa zero (bo 

grad(M ) = 0), tak samo energia oddzia
ywania dipolowego (bo Nzz = 0, a próbka ma 

kszta
t elipsoidalny, patrz ust. 2.3) – zwracam uwag� , � e obie energie s�  z natury 

nieujemne, patrz wzór (2.4) i równanie (3-45) z ksi�� ki Browna [23]. Taka tendencja 

jest cz� sto okre� lana terminem „anizotropia kszta
tu”. Je� eli przyk
adamy zewn� trzne 

pole Hext, równoleg
e do osi z, i skierowane przeciwnie do kierunku namagnesowania 

próbki, to dla odpowiednio du� ej warto�ci tego pola mamy do czynienia ze zjawiskiem 

nukleacji zachodz� cej w ca
ej obj� to�ci drutu i skutkuj� cej skokowym prze
� czeniem 

kierunku namagnesowania. Pole dla którego zachodzi to zjawisko jest nazywane polem 

nukleacji i oznaczane jako Hn. Aharoni pole nukleacji definiuje jako „pole, dla którego 

pocz� tkowy stan nasycenia M  = (0, 0, ±Ms) zaczyna by�  niestabilny i jest w stanie zaj��  

jakakolwiek zmiana namagnesowania” ([50], str. 184). Dla niesko� czonego drutu p� tla 

histerezy ma kszta
t prostok� tny, a pole nukleacji mo� na uto� samia�  z polem koercji, 

patrz* Rys. 4-1. 

                                                

* Zarówno koercj� , jak i pole nukleacji definiuj�  tak, � e ich warto� ci s�  dodatnie. 
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Rys. 4-1 P� tla histerezy dla niesko� czonego ferromagnetycznego drutu. Rysunek schematyczny, pole 

zewn� trzne Hext jest przy
o� one wzd
u�  drutu. 

 

Wspomniana teoria przewiduje dwa mo� liwe mody nukleacji (ang. nucelation mode) 

czyli rozk
ady/dystrybucje namagnesowania prowadz� ce do prze
� czenia M . Dla 

drutów o wi� kszej � rednicy jest to mod wirowy* (ang. curling mode), gdzie 

namagnesowanie w obr� bie drutu ma oprócz sk
adowej równoleg
ej do jego osi tak� e 

sk
adowa styczn�  do powierzchni, a prostopad
�  do osi – patrz Rys. 4-2 c). 

                                                

* Ewentualne skojarzenie okre� lenia „mod wirowy” z uk
adem namagnesowania typu vortex nie jest 

wcale bezpodstawne: sk
adowa styczna do powierzchni jest najsilniejsza przy brzegu drutu, w � rodku ona 

zanika i zostaje tylko sk
adowa w kierunku z. 
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Rys. 4-2 Mody nukleacji omawiane w teorii niesko� czonego ferromagnetycznego drutu o przekroju 

ko
owym [83, 84]. (b) Dla cie� szych drutów nukleacja nast� puje w formie periodycznego uk
adu 

namagnesowania. (c) Dla grubszych drutów mamy do czynienia z modem wirowym. Cz� sto mod falowy 

jest przybli� any nukleacj�  jednorodn�  (a). Rysunek schematyczny. 

 

Dla drutów o mniejszej � rednicy preferowany jest mod falowy (ang. buckling mode), 

gdzie namagnesowanie jest funkcj�  tylko zmiennej z i jest sta
e dla danego przekroju 

drutu p
aszczyzn�  równoleg
�  do p
aszczyzny xy. Charakterystyczn�  cech�  tego modu 

jest jego periodyczna* zale� no��  od zmiennej z – Rys. 4-2 b). Analiza modu falowego 

jest jednak skomplikowana i cz� sto jako jego przybli� enie rozwa� a si�  mod jednorodny 

(ang. coherent mode)† – Rys. 4-2 a). W opisie stosuje si�  nast� puj� ce normalizowanie 

upraszczaj� ce analiz� : pole zewn� trze jest normalizowane czynnikiem ½� 0Ms, 

natomiast promie�  drutu – czynnikiem ex2p l . Po zastosowaniu tych podstawie�  

                                                

* G
ówna ró� nica pomi� dzy pracami Frei oraz Aharoniego dotyczy w
a� nie kszta
tu trybu falowego. 

Aharoni zwraca uwag� , � e kszta
t sinusoidalny jest tylko przybli� eniem dok
adnego rozwi� zania. Jednak 

te ró� nice nie wp
ywaj�  znacz� co na obliczon�  koercj� , s�  one rz� du 1%. 
† Zrezygnowa
em z dos
ownego t
umaczenia angielskiej nazwy tego modu jako mod spójny (koherentny). 

Uwa� am, � e okre� lenie „jednorodny” lepiej oddaje jego istot� , a mianowicie brak przestrzennej 

zmienno�ci namagnesowania, M(r ) = const. 



 84

zarówno znormalizowany promie� , R, jak i pole nukleacji, Hn, staj�  si�  wielko�ciami 

bezwymiarowymi. Pole nukleacji obliczone dla ka� dego z wymienionych trybów jest 

pokazane na Rys. 4-3. 

 

Rys. 4-3 Pole nukleacji (równowa� ne koercji), Hn, dla niesko� czonego ferromagnetycznego drutu w 

funkcji jego promienia, R. Obie wielko� ci, R i Hn, s�  bezwymiarowe. Poszczególne krzywe odpowiadaj�  

ró� nym modom nukleacji. Wyniki teorii przedstawionej w pracach [83, 84]. 

 

Dla modu jednorodnego pole nukleacji nie zale� y od promienia: n ( ) 1H R = , natomiast 

dla modu wirowego zale� no��  jest odwrotnie kwadratowa: 2
n ( )H R R-µ . Dla modu 

falowego funkcja n ( )H R  jest skomplikowana, w ka� dym razie dla ma
ych promieni 

pole nukleacji d�� y do jedno�ci: n0
lim ( ) 1
R

H R
®

= . Powy� szy rysunek nale� y rozumie�  w 

nast� puj� cy sposób: dla du� ych promieni (R �  1.1), pole nukleacji dla modu wirowego 

jest najmniejsze. Oznacza to, � e prze
� czanie b� dzie zachodzi�  w
a� nie w tym trybie 

(patrz [50], rozdz. 9.1). Z kolei, dla mniejszych promieni (R �  1.1), pole nukleacji modu 
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falowego jest najmniejsze i taki w
a� nie b� dzie preferowany profil namagnesowania w 

momencie nukleacji. Na Rys. 4-3 zaznaczy
em te�  wynik dla modu jednorodnego. Jak 

wida�  jego pole nukleacji jest zawsze wi� ksze od Hn dla modu falowego. Okres 

periodyczno�ci modu falowego, znormalizowany tak samo jak promie� , jest pokazany 

na Rys. 4-4. 

 

Rys. 4-4 Okres rozk
adu namagnesowania (wzd
u�  osi drutu) dla modu falowego. Warto� ci okresu s�  

znormalizowane w taki sam sposób, jak i promienia R. 

 

Wida�  szybki wzrost tego okresu dla coraz mniejszych promieni drutu, co wraz ze 

stosunkowo du� ymi warto� ciami tego okresu uzasadnia traktowanie modu 

jednorodnego jako przybli� enie modu periodycznego.  

 



 86

4.1.2 Modelowanie 

Poprawne modelowanie niesko� czonego drutu wymaga
o uwzgl� dnienia szeregu 

czynników, opisanych poni� ej. 

· Niesko� czony charakter badanej struktury uwzgl� dni
em poprzez narzucenie 

periodycznych warunków brzegowych wzd
u�  drutu (wzd
u�  osi z). 

Korzysta
em z w
asnego modu
u opisanego w dodatku 6.2. 

· Brak zale� no� ci rozk
adu namagnesowania dla modu jednorodnego i wirowego 

od zmiennej z wskazuje na mo� liwo��  stosowania d
ugo� ci modelowania równej 

rozmiarowi jednej komórki dyskretyzacji. Kilka testów przeprowadzonych dla 

wi� kszych d
ugo� ci modelowania potwierdzi
o tak�  tez� . Z kolei przewidywana 

okresowo��  modu falowego (Rys. 4-4) sugeruje konieczno��  stosowania zadanej 

d
ugo� ci modelowania*. W celu sprawdzenia tego przeprowadzi
em 

porównawcze modelowanie dla próbki d
u� szej i krótszej, ni�  przewidziany 

okres.  

· W modelowaniu mikromagnetycznym cz� sto stosuje si�  tzw. pole dodatkowe. 

W moich analizach stosowa
em pole dodatkowe w postaci odchylenia kierunku 

przy
o� onego pola od osi z o ok. jeden stopie�  oraz jako statyczne w czasie, 

zmienne w przestrzeni (od komórki do komórki) losowe pole o sta
ej wielko� ci 

|� 0Hoffset| = 1 mT. Szczegó
y tego podej�cia, jak i ogóln�  kwesti�  potrzeby 

stosowania pola dodatkowego opisa
em w dodatku 6.1. 

· Przyj� 
em sta
e materia
owe bliskie warto�ciom podawanym w literaturze dla 

niklu: Ms = 0.49 MA/m, A = 9.604 pJ/m [85] – zatem l ex �  8 nm. Warto�ci 

materia
owe i tak nie maj�  decyduj� cego znaczenia, gdy�  zgodnie z teori�  

modelowane pole nukleacji skaluje si�  zgodnie z ust. 4.1.1. 

                                                

* Stosowanie siatki dyskretyzacji nie pozwala na zupe
nie dowolny wybór d
ugo� ci modelowania. Je� eli 

np. stosujemy komórki o wielko� ci (1 nm)3, to niemo� liwe jest modelowanie struktury o d
ugo� ci 

10�  nm—trzeba przyj��  albo d
ugo��  31 nm, albo 32 nm. W praktyce ró� nice takie okaza
y si�  jednak 

niezauwa� alne. 
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· Rozmiar komórek dyskretyzacji nale� a
 do przedzia
u (0.47 nm) 3—(5 nm)3. 

Prawie wszystkie analizy (jedyny wyj� tek to przypadek R = 5, oraz 

modelowanie modu falowego dla R = 1 i R = ½) zosta
y potwierdzone przez 

ponowne modelowanie dla dwa razy g� stszej siatki. Czyli, za ka� dym razem 

szuka
em pola Hn z dwukrotnie g� stsz�  siatk� , a je� eli w rezultacie nie 

otrzyma
em tej samej warto�ci pola nukleacji (w granicach b
� du, patrz opis 

poni� ej), to proces ten by
 powtarzany. Dla wi� kszych promieni wp
yw 

chropowato�ci powierzchni okaza
 si�  bardziej znacz� cy i tam konieczne by
o 

korzystanie z mniejszych komórek. 

· Warto��  pola Hn wyznacza
em w sposób opisany w nast� pnym punkcie bazuj� c 

na po
ówce p� tli histerezy (patrz Rys. 4-5). Seria testów wykonana na ca
ej p� tli 

histerezy da
a identyczne wyniki, co dla po
ówek. Procedur�  rozpoczyna
em od 

przy
o� enia pola � 0Hext = +1000 mT, potem pole to by
o powoli zmniejszane. W 

momencie rozpocz� cia ca
ego procesu, pocz� tkowe namagnesowanie próbki 

by
o losowe*. 

· W modelowaniu zmuszony by
em korzysta�  ze skokowych zmian przy
o� onego 

pola i dla ka� dej z kolejnych warto�ci bada�  warto��  namagnesowania. W 

rezultacie schemat przedstawiony na Rys. 4-1 raczej wygl� da
 tak, jak 

przedstawia Rys. 4-5 (jak ju�  uprzednio napisa
em, modelowa
em po
ówki 

p� tli). Skokowy charakter prze
� czania manifestowa
 si�  tym, � e dla pewnych 

dwóch kolejnych warto�ci przy
o� onego pola Hext(i), Hext(i+1) namagnesowanie 

mia
o przeciwne znaki M(i) = –M(i+1). Koercj�  definiowa
em jako � redni�  

warto��  tych pól: 
( ) ( )ext ext

n

1

2

H i H i
H

+ +
= . Niepewno��  koercji zwi� zana ze 

skokow�  zmian�  przyk
adanego pola to†: 
( ) ( )ext ext

n

1

2

H i H i
Hd

- +
= .  

                                                

* Jest to tzw. „dobra praktyka” modelowania mikromagnetycznego. B
� dne jest natomiast przyjmowanie 

stanu M(r ) = (0,0,Ms) jako stanu pocz� tkowego, mo� e to wprowadzi�  do uk
adu niechcian�  symetri�  i np. 

zawy� y�  otrzyman�  koercj�  – patrz dodatek 6.1. 
† Na ca
kowit�  niepewno��  modelowanej koercji sk
ada si�  opisana tu niepewno��  wynikaj� ca ze 

skokowej zmiany Hext i niepewno��  wynikaj� ca z chropowatej powierzchni. Tego drugiego b
� du nie 

potrafi�  oszacowa� , mog�  go tylko minimalizowa�  wybieraj� c coraz mniejsze rozmiary komórek. 
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Rys. 4-5 Przyk
adowy fragment p� tli histerezy niesko� czonego drutu (bez anizotropii 

magnetokrystalicznej). Wstawka przedstawia powi� kszony obszar dla pól bliskich Hn. 

Periodyczne warunki brzegowe s�  wzd
u�  drutu, d
ugo��  modelowania: 0.625 nm, sta
e materia
owe: 

Ms = 0.49 MA/m, A = 9.604 pJ/m, rozmiar komórki: (0.625 nm)3, promie�  drutu: 80 nm.  

 

· W rozdziale drugim wspomnia
em o dwóch zasadniczych metodach 

poszukiwania rozwi� za�  przy problemach statycznych (ust. 2.2): szukanie 

minimum energii i rozwi� zywanie równania dynamicznego (2.13). Kilka testów 

potwierdzi
o, � e w przypadku prezentowanych tu analiz, obie metody daj�  te 

same rezultaty. Poniewa�  metoda szukania minimum energii zajmuje mniej 

czasu, t�  w
a�nie metod�  stosowa
em w opisanym przypadku. 

Zgodnie z przedstawionymi powy� ej warunkami przeprowadzi
em modelowanie 

niesko� czonego ferromagnetycznego drutu. Wyniki tej analizy przedstawione s�  

na Rys. 4-6.  
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Rys. 4-6 Koercja niesko� czonego ferromagnetycznego drutu – porównanie teorii [83, 84] z 

modelowaniem wykorzystuj� cym periodyczne warunki brzegowe wzd
u�  drutu. Punkty niebieskie 

odpowiadaj�  d
ugo� ci modelowania równej wielko� ci jednej komórki. Jest to poprawne tylko dla modu 

jednorodnego i wirowego. Punkt czerwony odpowiada d
ugo� ci modelowania zgodnej z okresem modu 

falowego. Dla R = ½ modelowanie modu jednorodnego i falowego da
o w wyniku t�  sam�  koercj� .  

 

Na rysunku tym niebieskimi punktami oznaczone s�  wyniki otrzymane dla d
ugo� ci 

modelowania równej rozmiarowi jednej komórki. Jest to poprawne dla modu 

jednorodnego i falowego – bo mody te nie zale��  od zmiennej z. I rzeczywi�cie, 

niebieskie punkty uk
adaj�  si�  zgodnie z teori�  dla tych modów. Najwi� ksze odst� pstwo 

dotyczy przypadku R = 5, ale tutaj modelowane warto� ci nie zosta
y potwierdzone przez 
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analiz�  dla dwa razy mniejszych komórek. Okaza
o si�  bowiem, � e dla coraz wi� kszych 

promieni drutu, rola g
adko�ci powierzchni jest coraz wi� ksza i trzeba stosowa�  coraz 

mniejsze komórki. Zjawisko takie mo� na wyt
umaczy�  nast� puj� co. Najwi� ksze 

odchylenia namagnesowania od kierunku ±z dla modu wirowego wyst� puj�  przy 

powierzchni drutu (Rys. 4-2 c), natomiast namagnesowanie w � rodku drutu jest 

najmniej odchylone. W tym sensie powierzchnia drutu jest miejscem gdzie zachodzi 

nukleacja, cho�  niektórzy termin „nukleacja” rozumiej�  jako zjawisko lokalne ([50], 

str. 184). Dalej, skoro dla rosn� cego promienia drutu nukleacja nast� puje „szybciej” – 

dla mniejszych przy
o� onych pól, to mo� na to okre� li �  jako rosn� c�  rol�  powierzchni w 

nukleacji. A zatem, dla coraz wi� kszych promieni drutu rola g
adko�ci powierzchni 

mo� e mie�  coraz wi� ksze znaczenie. 

Odr� bn�  analiz�  przeprowadzi
em dla modu falowego. Tutaj, aby by�  w zgodzie z 

teori� , rozmiar modelowanej struktury musia
 by�  zgodny z przewidywanym okresem 

(ust. 4.1.1, Rys. 4-4). Tak przeprowadzona analiza daje w efekcie koercj�  zgodn�  z 

przewidywaniami teorii dla modu falowego – patrz czerwony punkt na Rys. 4-6. 

Przeprowadzi
em dalsze testy i za
o� y
em, � e d
ugo��  modelowania jest troch�  wi� ksza 

lub troch�  mniejsza od teoretycznie przewidzianego okresu. W rezultacie otrzyma
em 

wi� ksze warto� ci koercji w porównaniu z teori�  modu falowego. Nic dziwnego: teoria 

przecie�  przewiduje, � e profil o kszta
cie sinusoidalnym i danym okresie (Rys. 4-4) ma 

najni� sze mo� liwe pole nukleacji (dla danego promienia). Przedstawione rozumowanie 

jest analogi�  do podobnych rozwa� a�  zaprezentowanych w pracy Ferre ([86], Rys. 2). 

W przeciwie� stwie jednak do Ferre, przedstawione przeze mnie wyniki s�  du� o bardziej 

zgodne z teori�  analityczn� . 
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4.2 Niesko � czona rurka o przekroju ko
owym 

Teoria dla niesko� czonej rurki, cho�  znana ju�  od parunastu lat, dopiero niedawno 

zyska
a na popularno�ci. Sta
o si�  tak dzi� ki opublikowanym pracom opisuj� cym 

sukcesy w hodowaniu i badaniu w
a�ciwo�ci ferromagnetycznych nanorurek.  

 

4.2.1 Teoria Changa i Lee 

Teoria nukleacji dla pola przy
o� onego wzd
u�  ferromagnetycznej rurki (bez anizotropii 

magnetokrystalicznej) zosta
a wywiedziona z teorii dla drutu przedstawionej w 

ust. 4.1.1. Pierwsza praca na ten temat zawiera
a tylko opis modu jednorodnego i 

wirowego [87]. Nast� pna uwzgl� dnia
a te�  mod falowy [88]. Analiza ta da
a wyniki 

podobne do teorii niesko� czonego drutu: profil modów jest taki sam (Rys. 4-2), a 

zale� no��  pola nukleacji (równowa� nego koercji, bo p� tle histerezy s�  i tym razem 

prostok� tne) od promienia ponownie wskazuje na dominuj� c�  rol�  modu wirowego dla 

wi� kszych promieni rurki, a modu falowego dla mniejszych promieni rurki. Ponownie, 

koercja, Hn, jest normalizowana czynnikiem ½� 0Ms, a promie�  (zewn� trzny!) rurki, R, 

czynnikiem ex2p l . W rezultacie oba te parametry s�  bezwymiarowe. Tym razem 

istnieje konieczno��  uwzgl� dnienia jeszcze trzeciego parametru: f  jest stosunkiem 

promienia wewn� trznego, Rint, i zewn� trznego rurki, f  = Rint/R. Zatem, f  = 0 odpowiada 

litemu drutowi, a sytuacja f  � 1 opisuje rurk�  o infinitezymalnie cienkiej �ciance. 

Przewidywania teorii Changa i Lee koercji dla ró� nych modów i pi� ciu wybranych 

warto�ci f  przedstawione s�  na* Rys. 4-7. 

                                                

* Teoria Changa i Lee jest zgodna z teori�  Frei i Aharoniego je� eli przejdziemy z f  do zera. 

Przedstawione jednak wzory wymagaj�  aby f  �  0. Koercja dla przyj� tej warto� ci f  = 0.001 nie ró� ni si�  

zauwa� alnie w skali Rys. 4-7 od zale� no� ci dla drutu przedstawionych na Rys. 4-3. 
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Rys. 4-7 Pole nukleacji (równowa� ne koercji), Hn, dla niesko� czonej ferromagnetycznej rurki w funkcji 

jej zewn� trznego promienia, R. Obie wielko� ci, R i Hn, s�  bezwymiarowe. Ukazane s�  zale� no� ci dla 

ró� nych modów nukleacji i dla ró� nego parametru f   opisuj� cego stosunek promienia wewn� trznego i 

zewn� trznego rurki, f   = Rint/R. Dla modu jednorodnego Hn(R) = 1 niezale� nie od przyj� tego parametru f . 

Wyniki teorii przedstawionej w pracach [87, 88]. 

 

Z przedstawionego rysunku wynika, � e dla rurek cienko�ciennych koercj�  modu 

falowego mo� na przybli� a�  koercj�  modu jednorodnego. 

 

4.2.2 Modelowanie 

Szczegó
y modelowania mikromagnetycznego niesko� czonych ferromagnetycznych 

rurek z u� yciem periodycznych warunków brzegowych by
y takie same, jak w 

przypadku analizy drutów (ust. 4.1.2). Komórki by
y zawsze mniejsze ni�  (3 nm)3. 

G
ówne ró� nice dotyczy
y braku mo� liwo�ci modelowania modu falowego. Wynika
o 
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to z ogranicze�  numerycznych: w tym wypadku konieczne by
o stosowanie ma
ych 

komórek zarówno dla du� ych, jak i dla ma
ych promieni. Zapewne to by
o konieczne, 

by odpowiednio wiernie opisa�  �ciank�  rurki, co jest mo� liwe dopiero gdy � cianka ta 

ma grubo��  co najmniej dwóch komórek. Tak, jak i poprzednio ograniczenia 

numeryczne by
y zwi� zane z du��  ilo� ci�  komórek i wynikaj� cym st� d du� ym 

obci�� eniem procesora. Z teorii wynika, � e dla f  �  ½ koercja dla modu jednorodnego 

prawie si�  nie ró� ni od wyniku dla modu falowego – do czego powróc�  za chwil� . 

Ograniczenia numeryczne implikowa
y te�  trudno� ci z potwierdzaniem wyników 

poprzez korzystanie z dwa razy g� stszej siatki dyskretyzacji. Nie wszystkie punkty, 

przedstawione na poni� szych wykresach przesz
y taki test. Dla wyró� nienia, 

przedstawiam je w inny sposób – ich wn� trze jest szare. Wyniki modelowania w 

szerokim zakresie promieni dla trzech wybranych warto� ci f  przedstawione s�  na Rys. 

4-8. 
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Rys. 4-8 Koercja niesko� czonej ferromagnetycznej rurki – porównanie teorii (mod wirowy i falowy) [87, 

88] z modelowaniem wykorzystuj� cym periodyczne warunki brzegowe wzd
u�  rurki. Ró� ne kolory 

przedstawiaj�  teori�  i modelowanie dla trzech wybranych warto� ci parametru f   opisuj� cego grubo��  

� cianki. Punkty wype
nione szarym kolorem odpowiadaj�  analizie bez potwierdzenia podwójn�  siatk�  

dyskretyzacji. Linia kropkowana: wyniki teorii dla modu jednorodnego. Rysunek z pracy [89]. 

 

Na powy� szym rysunku przedstawi
em wyniki teorii dla modu wirowego i falowego 

jedn�  grub�  kresk� . Wyniki modelowania s�  zasadniczo zgodne z przewidywaniami 

teorii, z dwoma wyj� tkami omówionymi poni� ej. 

· f  = 0.125, R = 1. 

Nale� y podkre� li � , � e d
ugo��  modelowania odpowiada
a jednej komórce, co nie 

jest poprawne dla modelowania modu falowego. Taki sposób modelowania 

raczej odpowiada modowi jednorodnemu – rzeczywi� cie otrzymany wynik jest 

bliski przewidywania w
a� nie dla tego modu. 
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· f  = 0.5, R = 0.7; f  = 0.875, R = 0.3..0.5. 

W przeciwie� stwie do opisanego powy� ej przypadku, wyniki modelowania w 

tym obszarze nie s�  zgodne z przewidywaniami teorii dla modu jednorodnego. 

Aby zbada�  dok
adniej to zjawisko przedstawiam na odr� bnym rysunku wyniki 

modelowania dla rurek o cie� szych � ciankach koncentruj� c si�  na obszarze 

ma
ych promieni, patrz Rys. 4-9. 

 

Rys. 4-9 Koercja niesko� czonej ferromagnetycznej rurki – porównanie teorii z modelowaniem. Rysunek 

analogiczny do Rys. 4-8, tym razem modelowanie jest skoncentrowane na mniejszych promieniach i na 

rurkach o cie� szych � ciankach. Rysunek z pracy [89]. 

 

Z rysunku tego, pomimo, � e wiele zaprezentowanych punktów nie zosta
o 

potwierdzonych przez podwojenie g� sto�ci siatki, wida�  wyra� n�  niezgodno��  

modelowania z teori�  w okolicy przej�cia mod falowy/jednorodny �  mod wirowy. 

Niestety, jeden ze wspó
autorów teorii, prof. Chang, nie jest w stanie wyja� ni�  tych 

niezgodno� ci [90]. By�  mo� e wyja� nienia nale� a
oby szuka�  w p
ynnym przej�ciu od 

modu falowego do modu wirowego, jak to opisa
 Frei [83]. Co prawda, mo� liwo��  tak�  

wykluczy
 dla drutów Aharoni [84], ale mo� e dla rurek jest to mo� liwe (zw
aszcza, gdy 

ich �cianki s�  cienkie)? 
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4.3 Niesko � czona belka o przekroju prostok � tnym 

Ust� p niniejszy b� dzie si�  troch�  ró� ni�  od dwóch poprzednich. Tak, jak i dotychczas, 

wyniki modelowania zostan�  porównane z teori� . Tym razem jednak, po pierwsze 

porównanie b� dzie dotyczy�  bezpo� rednio tensora odmagnesowania, a po drugie w 

efekcie nie tylko b� d�  wnioskowa�  o zgodno� ci modelowania z teori� , ale i o 

odchyleniu warto�ci modelowanych od teoretycznych. Dzi� ki temu, mo� liwe b� dzie 

sprawdzenie procedury kontroli b
� dów opisanej w rozdziale trzecim (ust. 3.5). 

Przypadek belki o przekroju prostok� tnym jest szczególnie ciekawy, gdy w 

modelowaniu korzysta si�  z prostopad
o� ciennych komórek dyskretyzacji – tak, jak to 

jest w przypadku programu OOMMF. Dzi� ki prostopad
o�ciennym komórkom mo� na 

wiernie opisa�  kszta
t modelowanej prostopad
o� ciennej próbki – unikaj� c b
� dów 

zwi� zanych z chropowato�ci�  powierzchni powsta
�  w procesie dyskretyzacji 

przestrzeni (ust. 2.2). 

 

4.3.1 Teoria 

Z ust. 2.3 wiemy, � e w ogólnym przypadku tensor odmagnesowania dla 

prostopad
o� ciennej belki o przekroju prostok� tnym jest funkcj�  po
o� enia. Warto��  

tensora u� redniona po obj� to�ci próbki, �Ntheory�  = �N�V ma jednak wiele interesuj� cych 

w
asno� ci, np. mo� na dzi� ki niej obliczy�  energi�  jednorodnie namagnesowanego cia
a 

(ust. 2.3). Wzory na �Ntheory�  s�  zaprezentowane np. w pracy Newella [63], a dla 

przypadku niesko� czonej belki równoleg
ej do osi z, wstawi
em w tych wzorach 

konkretne warto�ci wymiarów poprzecznych belki (tak naprawd�  wa� ny jest tylko 

stosunek tych wymiarów) i przeszed
em do granicy z wymiarem wzd
u�  osi z*. Element 

diagonalny niesko� czonej belki �Ntheory� zz jest równy zeru tak samo, jak w wypadku 
                                                

* Operacj�  t�  wykona
em z u� yciem programu Mathematica dbaj� c o wysok�  precyzj�  wyników. 
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niesko� czonego drutu. Elementy pozadiagonalne s�  równe zeru na mocy symetrii, gdy 

� ciany belki s�  prostopad
e do osi x i y. Poniewa�  Tr(�Ntheory� ) = 1 [63], wynika z tego, 

� e trzeba policzy�  tylko, powiedzmy �Ntheory� xx.  

 

4.3.2 Modelowanie 

Zak
adaj� c stan namagnesowania belki jako jednorodny i równy M  = (Ms,0,0), M  = 

(0,Ms,0), M  = (0,0,Ms) by
em w stanie dla ka� dego z tych przypadków wymodelowa�  

pole odmagnesowania, Hd. U� redniony, modelowany tensor odmagnesowania, �Nsimul� , 

otrzyma
em z zale� no�ci simul
V

= -dH MN , gdzie �Hd�V oznacza � redni�  pola Hd 

dla wszystkich komórek próbki.  

Aby zbada�  ewentualny wp
yw kszta
tu modelowanej próbki (dok
adniej: stosunku 

wymiarów jej boków) na otrzymane wyniki, rozwa� a
em struktury o wymiarach 

(wyra� onych liczb�  komórek nx ny nz): 2 2 2048, 4 4 512, 16 16 32, 64 64 2, 

64 64 1, 2 512 8, 2 256 256, 1 128 64, 2 64 64, 2 16 256, 8 16 64. 

Elementy obliczonego tensora �Nsimul� � �  okaza
y si�  by�  bardzo bliskie odpowiadaj� cym 

im warto�ciom teoretycznym �Ntheory� � � . Na Rys. 4-10 przedstawione s�  ró� nice 

pomi� dzy tymi warto�ciami, � N� �  = |�Ntheory� � �  – �Nsimul� � � | w funkcji parametru 

„akceptowalnego b
� du” (ust. 3.5) dla czterech wybranych struktur. 
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Rys. 4-10 Ró� nice mi� dzy modelowanymi a teoretycznymi warto� ciami u� rednionych po obj� to� ci 

elementów tensora odmagnesowania dla niesko� czonej belki o przekroju prostok� tnym. Dolna o�  

pozioma: akceptowalny poziom b
� du, patrz ust. 3.5. Górna o�  pozioma: numer obrazu, powy� ej którego 

stosowana jest metoda Ncont (patrz ust. 3.4.2). Wyniki dla ró� nych rozmiarów modelowanego obszaru 

(podanych w komórkach). Na wykresie a) b
� dy � Nxz i � Nyz malej�  monotonicznie do warto� ci ok. 10–40 

dla �  �  10–10. Wykres c) zawiera dodatkowo analiz�  obci� cia zasi� gu oddzia
ywania dipolowego. Brak 

pewnych punktów oznacza b
� d dok
adnie równy zeru.  



 99

Na rysunku pokazane s�  wyniki dla czterech struktur o ró� nych stosunkach wymiarów i 

o ró� nych liczbach komórek. Rys. 4-10 a) opisuje próbk�  z ma
�  d
ugo� ci�  

modelowania – podobn� , jaka by
a wykorzystywana w ust. 4.2 i 4.1 (z wyj� tkiem modu 

falowego). Z kolei Rys. b) opisuje próbk�  z du��  d
ugo� ci�  modelowania – takie 

struktury mog�  by�  u� ywane do badania zjawisk o du� ym okresie periodyczno� ci, jak 

np. analiza modu falowego w ust. 4.1. Rys. d) opisuje próbk�  w kszta
cie ta�my – taka 

konfiguracja mo� e by�  przydatna do badania okresowych struktur planarnych, jak np. 

przedstawiona dalej analiza oddzia
uj� cych trójk� tów. Rys. c) przedstawia przypadek, 

gdzie zaobserwowa
em najwi� ksze b
� dy wraz z dodatkowymi punktami, które omówi�  

pó� niej.  

Tensor odmagnesowania jest symetryczny, w zgodzie z tym b
� dy pozadiagonalne � N� �  

i � N� �  mia
y podobne warto�ci, wi� c dla przejrzysto�ci na prezentowanych rysunkach 

pokazanych jest tylko sze��  elementów tensora � N. Brak niektórych punktów na 

wykresach jest spowodowany ich zerow�  warto� ci�  (z wyj� tkiem � Nxz i � Nyz na 

wykresie a). Dla niektórych struktur w ca
ym zakresie badanego parametru �  pewne 

b
� dy by
y dok
adnie równe zeru, st� d na przyk
ad brak punktów � Nxy na wykresie d). 

Na górnej osi wykresów jest przedstawiony numer obrazu, powy� ej którego stosowana 

jest metoda Ncont, g, czyli mniej wi� cej po
owa liczby dyskretnych elementów z Rys. 

3-6 (patrz ust. 3.4.2). 

 

Przedstawione na Rys. 4-10 wykresy, cho�  ró� ni�  si�  mi� dzy sob�  szczegó
ami, maj�  

kilka cech wspólnych: 



 100

· Zgodnie z przewidywaniami (ust. 3.5), b
� dy malej�  dla malej� cego parametru � . 

B
� dy stabilizuj�  si�  dla �  �  10–12..10–10. Cho�  w ust. 3.5 by
a mowa o 

mo� liwo�ci nasycania si�  b
� dów w okolicy �  �  10–15, to tak�  sytuacj�  mo� na 

wyt
umaczy�  obecno�ci�  innych b
� dów, np. zwi� zanych z metodami Ncube i 

Nsphr, albo z zaokr� gleniami numerycznymi dla du� ej liczby sumowanych 

sk
adników. 

· Zale� no��  b
� dów od parametru �  jest jednakowa dla struktur o ró� nych 

kszta
tach. Nie mo� na tego jednak powiedzie�  o parametrze g. Dlatego opieranie 

algorytmów PBC o liczb�  uwzgl� dnianych obrazów (co jest analogi�  do 

parametru g) jest niew
a�ciwe. Du� o lepsze jest stosowanie wprowadzonego w 

ust. 3.5 parametru � . 

· B
� dy � Nxy nie zale��  od parametru � .  

· B
� dy elementów diagonalnych s�  znacz� co wi� ksze od b
� dów elementów 

pozadiagonalnych. B
� dy � Nzz s�  bliskie b
� dom � Nxx i � Nyy, cho�  przecie�  

elementy tensora �Ntheory� xx i �N
theory� yy s�  niezerowe, a �Ntheory� zz = 0. 

Jak wspomniano w rozdziale drugim (ust. 2.4.3) popularne obecne implementacje 

periodycznych warunków brzegowych bazuj�  na uwzgl� dnieniu okre� lonej, sko� czonej 

liczby obrazów i pomini� ciu pozosta
ych. Abstrahuj� c od niew
a� ciwego wyboru 

kryterium obci� cia zasi� gu oddzia
ywania dipolowego (parametr �  jest lepszym 

kryterium), sam fakt obci� cia tego zasi� gu mo� e budzi�  zaniepokojenie. W tym celu 

na Rys. 4-10 c) przedstawi
em rezultaty modelowania, gdzie zgodnie z parametrem g 

dokona
em obci� cia zasi� gu oddzia
ywania (czarne punkty puste w � rodku), czyli 

punkty te nie uwzgl� dniaj�  sk
adnika Ncont w sumie (3.11). Patrz� c na najwi� ksze 

zaobserwowane b
� dy, � Nxx, � Nyy i � Nzz, widzimy � e dla ma
ych warto�ci �  obci� cie 

zasi� gu oddzia
ywania skutkuje dziesi� ciokrotnie wi� ksz�  warto� ci�  b
� du. Dla 

dok
adniejszych oblicze�  (dla mniejszego � ), ten efekt jest nawet silniejszy prowadz� c 

do tysi� c razy wi� kszych b
� dów w przypadku �  �  10–10. 

Podsumowuj� c, analiza niesko� czonej belki pozwoli
a na wyci� gni� cie wa� nych 

wniosków. Po pierwsze, zgodnie z oczekiwaniami, parametr �  pozwala na kontrol�  

b
� dów elementów tensora odmagnesowania. Po drugie, parametr g jest du� o gorszym 
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parametrem kontroli b
� dów. W dodatku uci� cie zasi� gu oddzia
ywania dipolowego 

poprzez nieuwzgl� dnianie obrazów o indeksie wi� kszym ni�  g prowadzi do znacz� cego 

wzrostu b
� dów. Przypominam, � e wi� kszo��  stosowanych obecnie implementacji PBC 

w
a�nie opiera si�  na parametrze g (cz� sto z góry zadanym) i na takim obci� ciu. Na 

koniec, wa� n�  jest informacja, � e najwi� ksze dok
adno�ci mo� na otrzyma�  dla �  �  

10
 12, stosowanie mniejszych warto� ci tego parametru nie wp
ywa na dalsz�  popraw�  

wyników. 

 

4.4 P� tla histerezy nanorurek kobaltowych 

4.4.1 Dane do � wiadczalne 

Ostatnio poczyniono znaczne post� py w hodowaniu nanostruktur przy u� yciu matryc 

porowatych. Jest to w miar�  tania technologia, dzi� ki której w jednym procesie mo� na 

wytworzy�  du��  liczb�  kwazijednowymiarowych nanoobiektów. O ile w
a� ciwo�ci 

magnetyczne litych nanodrutów s�  lepiej poznane (patrz np. praca przegl� dowa 

Sellmyera [6]), o tyle badania pustych w � rodku ferromagnetycznych nanorurek, lub 

nanokabli (nanorurek wype
nionych innym materia
em) nie s�  jeszcze tak 

zaawansowane. Istnieje w literaturze co prawda kilka prac do� wiadczalnych odno� nie 

tego tematu [14-22], niewiele jest jednak prac próbuj� cych wyja�ni�  obserwowane 

efekty. Dla przyk
adu, chocia�  obserwowana w do� wiadczeniu p� tla histerezy 

nanorurek kobaltowych jest wyra� nie g
adka, Nielsch stosuje teori�  Changa i Lee dla 

niesko� czonej ferromagnetycznej rurki [19], która wszak przewiduje prostok� tn�  p� tl�  

histerezy (ust. 4.2.1). Z kolei modelowanie przedstawione w pracy Lee jest 

ukierunkowane raczej na krótkie nanorurki, o stosunku d
ugo�� :� rednica 3:1 [36].  

W rozdziale niniejszym zostan�  przedstawione wyniki modelowania 

mikromagnetycznego dla do�wiadczenia Crowleya [17], gdzie zmierzono p� tl�  
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histerezy dla nanorurek kobaltowych o � rednicy 50 nm i d
ugo� ci dochodz� cej do 

90 � m. Badania rentgenowskie wskazuj�  na warstwowe u
o� enie p
aszczyzn 

krystalicznych kobaltu Co-fcc równolegle do �cianek porów matrycy zrobionej z tlenku 

aluminium (AAO, ang. anodized aluminium oxide). Nanorurki maj�  intencjonaln�  

grubo��  3 nm, cho�  nale� y si�  liczy�  z ich cz�� ciowym utlenieniem (ze wzgl� du na 

obecno��  powietrza i kontakt rurki z matryc� ). Przedstawiona w pracy Crowleya 

histereza matrycy sk
adaj� cej si�  z ~106 nanorurek ukazana jest na Rys. 4-11. 

 

Rys. 4-11 P� tla histerezy dla matrycy nanorurek kobaltowych. Nanorurki maj�  � rednic�  50 nm, d
ugo��  

do 90 � m, intencjonaln�  grubo��  � cianki 3 nm. Pole jest przy
o� one równolegle do nanorurek. Liczba 

nanorurek w matrycy to kilka milionów. Wstawka: zdj� cie z mikroskopu transmisyjnego 

przedstawiaj� cego fragment podobnej nanorurki, o grubo� ci � cianki oko
o 5 nm. Rysunki z 

pracy Crowleya. 

([17] – Reproduced by permission of The Royal Society of Chemistry.) 
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4.4.2 Modelowanie 

Znanym problemem przy badaniu matryc zawieraj� cych wiele jednakowych 

nanoelementów jest pytanie, czy modeluj� c taki uk
ad mo� na analizowa�  pojedynczy 

nanoelement, czy te�  trzeba uwzgl� dnia�  d
ugozasi� gowe oddzia
ywanie pomi� dzy 

wieloma takimi elementami. Dla nanodrutów to oddzia
ywanie powinno mie�  wi� ksze 

znaczenie i s�  ju�  prace modeluj� ce oddzia
ywanie ma
ej grupy nanodrutów [31]. Dla 

nanorurek Nielsch sugeruje pomijalne znaczenie oddzia
ywania pomi� dzy 

poszczególnymi rurkami [19], gdy�  w porównaniu z nanodrutami maj�  one stosunkowo 

ma
y moment magnetyczny. Kontynuuj� c to za
o� enie p� tl�  zmierzon�  w 

do� wiadczeniu Crowleya modelowa
em analizuj� c pojedyncz� , izolowan�  nanorurk� .  

Aby uwzgl� dni�  pod
u� ny kszta
t nanorurki zastosowa
em periodyczne warunki 

brzegowe wzd
u�  jej osi. Takie za
o� enie jest równoznaczne z zaniedbaniem istnienia 

ko� ców rurki, które mog�  gra�  istotn�  rol�  w procesie nukleacji [36]. W realnym jednak 

przypadku, ka� da struktura ferromagnetyczna zawiera szereg defektów, które silnie 

wp
ywaj�  na ruch domen – zarówno przez ich kotwiczenie (ang. pinning) jak i ich 

wywo
ywanie, nukleacj� . Dla d
ugiej nanorurki mo� emy si�  zatem spodziewa�  

nukleacji nie tylko na ko� cach, ale i w � rodku jej struktury. Tak�  sytuacj�  przybli� am 

poprzez opis stosuj� cy periodyczne warunki brzegowe. Dost� pne komputery PC nie 

pozwalaj�  jednak na modelowanie d
ugich nanorurek – takich, jak w pracy Crowleya – 

przy uwzgl� dnieniu istnienia defektów. Do tego celu trzeba by u� ywa�  du� ego okresu 

periodyczno�ci (d
ugo�ci modelowania), wi� kszego od spodziewanego rozmiaru domen 

– co najmniej 1 � m. Rezultatem ma
ego okresu PBC i braku uwzgl� dnienia defektów 

b� dzie jednorodny rozk
ad namagnesowania w moim modelu (brak zale� no�ci od 

zmiennej z). 

Obserwowany w do�wiadczeniu sygna
 ma silny sk
adnik paramagnetyczny (Rys. 

4-11), po jego odj� ciu wida�  jednak wyra� nie ferromagnetyczn�  reakcj�  próbki – 
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patrz Rys. 4-12 (punkty). Kszta
t p� tli histerezy, m. in. ma
a koercja, nie mo� e by�  

wyt
umaczony ani kszta
tem nanorurki ani anizotropi�  magnetokrystaliczn� . Wr� cz 

przeciwnie, wysokie warto� ci stosunku d
ugo�� :� rednica (si� gaj� ce 1000) powinny 

skutkowa�  istnieniem zauwa� alnej anizotropii kszta
tu o 
atwej osi równoleg
ej do osi 

rurki. Z drugiej strony, kobalt o strukturze krystalicznej fcc ma stosunkowo ma
�  

warto��  sta
ej anizotropii (–0.055 MJ/m3 [91, 92]). Aby wyja�ni�  wyniki do� wiadczalne 

mo� na sugerowa�  istnienie dodatkowej silnej* anizotropii, dla której o�  rurki jest osi�  

trudn� . Dla odró� nienia, anizotropi�  t�  b� d�  okre� la
 jako „prostopad
� ”. Taka 

dodatkowa anizotropia mo� e by�  np. wywo
ana efektami megnetoelastycznymi – 

podobne post� powanie jest przedstawione w pracy Silva [93]. Innym mo� liwym 

� ród
em anizotropii prostopad
ej móg
by by�  efekt typu exchange bias maj� cy swe 

� ród
o w oddzia
ywaniach na mi� dzypowierzchni Co/CoO [94]. Wprowadzenie 

anizotropii prostopad
ej umo� liwia wyt
umaczenie ma
ej obserwowanej koercji, ale nie 

pozwala jeszcze wyja� ni� , dlaczego p� tla histerezy jest g
adka. Ten drugi fakt mo� na 

interpretowa�  jako przejaw ró� norodno� ci obserwowanych nanorurek. Mog�  si�  one 

ró� ni�  pomi� dzy sob�  d
ugo� ci� , � rednic� , chropowato� ci� , grubo� ci�  warstwy tlenku 

kobaltu, efektywn�  grubo�ci�  � cianki nanorurki, itd. Aby to uwzgl� dni�  za
o� y
em, � e 

mamy do czynienia z przedzia
em ró� nych sta
ych anizotropii prostopad
ej, K. 

Przyk
adowe p� tle histerezy dla wybranych warto� ci K s�  przedstawione na Rys. 4-13. 

Z rysunku tego wida� , � e dla ma
ych warto�ci |K| p� tle histerezy s�  prostok� tne a 

koercja jest du� a. Im wi� ksze warto� ci |K|, tym koercja jest mniejsza, a�  wreszcie dla 

|K| �  1 MJ/m3 p� tle histerezy maj�  sko�ny charakter (z zerow�  koercj� ). 

                                                

* Silnej, w porównaniu z anizotropi�  magnetokrystaliczn�  Co-fcc. 
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Rys. 4-12 Czerwone punkty: histereza matrycy nanorurek kobaltowych z pracy Crowleya [17] dla 

pomiarów w wysokiej temperaturze. Linia: wyniki modelowania zak
adaj� cego istnienie dodatkowej 

anizotropii o osi trudnej równoleg
ej do osi nanorurki. Aby odda�  g
adki kszta
t p� tli histerezy przyj� 
em 

rozk
ad warto� ci sta
ych anizotropii, K, pokazany na lewej wstawce (strza
ka pokazuje warto��  

anizotropii magnetokrystalicznej Co-fcc [91, 92]). Podobn�  procedur�  zastosowa
em opisuj� c wyniki 

pomiarów w niskiej temperaturze – prawa wstawka. Szczegó
y modelowania s�  opisane w tek� cie. 

Rysunek z pracy [95]. 

 

 

Rys. 4-13 Modelowanie p� tli histerezy dla pojedynczej nanorurki i kilku wybranych warto� ci anizotropii 

„prostopad
ej”, |K|  0.1 MJ/m3. Modelowanie dla takich samych parametrów, jak na Rys. 4-12. Rysunek 

z pracy [95]. 
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Szczegó
y modelowania wygodnie jest poda�  w punktach: 

· Periodyczne warunki brzegowye w jednym wymiarze by
y narzucone wzd
u�  

nanorurki (wzd
u�  osi z). 

· Przyj� to sta
e materia
owe: A = 20 pJ/m, Ms = 1.4 MA/m [91, 92, 96]. 

� rednica nanorurki: 51 nm, grubo��  jej � cianki: 3 nm, rozmiar komórki: 

(1.5 nm)3. 

Przeprowadzi
em równie�  analiz�  dla troch�  innych sta
ych materia
owych, 

sprawdzi
em te�  co si�  stanie rozwa� aj� c rurk�  o cie� szej �ciance (warstwa 

kobaltu mo� e by�  utleniona), stosuj� c jednocze� nie g� stsz�  siatk�  dyskretyzacji. 

Zmiany te nie wp
yn� 
y w znacz� cy sposób na wyniki ko� cowe przedstawione 

w tabelce poni� ej [95]. 

· Anizotropia magnetokrystaliczna Co-fcc zosta
a zaniedbana. 

· D
ugo��  modelowania: 1.5 nm. Testy przeprowadzone dla wi� kszych d
ugo� ci 

da
y identyczne wyniki. 

· U� yto pole dodatkowe (patrz ust. 6.1), zmienne losowo w przestrzeni, sta
e w 

czasie o wielko�ci |� 0Hoffset| = 1 mT. 

· P� tle histerezy dla pojedynczej nanorurki (Rys. 4-13) by
y modelowane dla 

przy
o� onego pola wzd
u�  rurki w zakresie od –800 mT do +800 mT (czyli, tak 

jak w do� wiadczeniu Crowleya [17]). 

· Podobnie, jak w opisanych dotychczas analizach mikromagnetycznych, 

rozwi� zania numeryczne uzyska
em w procesie szukania minimum energii. 

· Przyj� 
em logarytmicznie normalny rozk
ad dyskretnych sta
ych anizotropii 

prostopad
ej*, |K|, który wyra� a si�  wzorem (K0 jest median� , a �  

bezwymiarowym parametrem szeroko�ci rozk
adu): 

 

 ( )
( )2

0

2

ln1
exp

2

K K
P K

K s s

� �
� �µ -
� �
� �

. (4.1) 

                                                

* Rozwa� a
em te�  inne rozk
ady: normalny i równomierny (na odcinku). Ka� dy z nich prowadzi
 do 

gorszego opisu danych do�wiadczalnych ni�  rozk
ad logarytmicznie normalny. Specyfika modelowania 

wymaga
a u� ycia dyskretnego, a nie ci� g
ego rozk
adu. 



 107

· Rozk
ad (4.1) s
u� y
 mi do wyznaczenia wspó
czynników wagowych przez 

które mno� y
em p� tle histerezy dla poszczególnych warto�ci K (Rys. 4-13). W 

rezultacie zsumowania takich wa� onych wykresów otrzyma
em p� tl�  histerezy 

dla grupy ró� nych nanorurek, patrz Rys. 4-12 (linia ci� g
a). Parametry rozk
adu 

K0 i �  wyznaczy
em w procesie dopasowania*.  

W rezultacie opisanej powy� ej procedury, dla danych do� wiadczalnych zebranych w 

temperaturze pokojowej otrzyma
em rozk
ad widoczny na lewej wstawce Rys. 4-12. 

Modelowana histereza grupy nanorurek (linia ci� g
a) w miar�  dobrze opisuje dane 

do� wiadczalne (punkty). Wyniki analogicznej operacji przeprowadzonej dla danych 

otrzymanych w niskiej temperaturze s�  przedstawione na prawej wstawce Rys. 4-12. W 

rezultacie procedury dopasowania rozk
adu otrzyma
em nast� puj� ce parametry: 

 K0 (kJ/m3) �  

Texp = 300 K 
 197 0.41 

Texp = 1.8 K 
 179 0.39 

 

Otrzymane wyniki s�  zgodne z przyj� tym wcze�niej za
o� eniem o zaniedbywalnej roli 

anizotropii magnetokrystalicznej kobaltu w strukturze fcc, patrz strza
ka na lewej 

wstawce Rys. 4-12. Zastanawia�  mo� e brak znacz� cej zale� no� ci powy� szych 

parametrów od temperatury. Bardziej szczegó
owa analiza wymaga
aby jednak wi� cej 

danych do� wiadczalnych. Na przyk
ad pomiary grubo� ci warstwy tlenku kobaltu s�  

nieodzowne do szacowania wielko�ci efektów: magnetoelastycznego i exchange bias, 

natomiast pomiary rozk
adu namagnesowania w nanorurkach mog
yby odpowiedzie�  na 

pytanie jakie jest rzeczywiste u
o� enie domen.  

 

                                                

* Z powodów technicznych, dane do� wiadczalne musia
em dopasowywa�  funkcj�  analityczn� , któr�  z 

pewno�ci�  p� tle histerezy pokazane na Rys. 4-13 nie s�  (ani ich wa� ona suma). Dlatego p� tla histerezy 

dla grupy nanorurek (Rys. 4-12 linia ci� g
a) jest pozbawiona nieró� niczkowalnych skoków widocznych 

na Rys. 4-13. 
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4.5 P
askie macierze trójk � tów 

Periodyczne warunki brzegowe w jednym wymiarze mog�  s
u� y�  nie tylko do opisu 

struktur kwazijednowymiarowych. Stworzone przeze mnie modu
y mog�  z 

powodzeniem by�  wykorzystane w modelowaniu próbek cechuj� cych si�  

periodyczno�ci�  – takich, jak macierze z
o� one z litograficznie na
o� onych trójk� tów z 

permaloju, badane przez Vavassori (Rys. 4-14). Periodyczny charakter tych próbek, 

wraz z ich du��  rozci� g
o� ci�  przestrzenn�  (jedna próbka sk
ada si�  z milionów 

jednakowych trójk� tów) – s�  to dwa silne argumenty, by w tym wypadku korzysta�  z 

periodycznych warunków brzegowych. Oddzia
ywania pomi� dzy s� siednimi trójk� tami 

nie sposób zaniedba� , gdy le��  one blisko siebie (jak w przypadku przedstawionym na 

Rys. b), nie mo� na zatem skorzysta�  z otwartych warunków brzegowych. Z drugiej 

strony, rozmiary trójk� tów s�  na tyle du� e, � e modelowanie pojedynczego trójk� ta jest 

ju�  wyzwaniem. Periodyczny charakter struktur, wraz z periodyczno� ci�  

obserwowanego namagnesowania (co potwierdzaj�  obserwacje mikroskopowe) 

pozwala narzuca�  periodyczne warunki brzegowe o okresie zgodnym z periodyczno� ci�  

próbki.  

Uk
ady przedstawione na Rys. 4-14 nadaj�  si�  idealnie do obserwacji przy u� yciu 

dyfrakcyjnego magnetooptycznego efektu Kerra (D-MOKE) [97]. Badane jednakowe 

struktury (tu: trójk� ty równoboczne) s�  rozmieszczone w regularnych odst� pach na 

wystarczaj� co du� ej powierzchni, rz� du 1 cm2, umo� liwiaj � cej swobodne 

zogniskowanie na niej �wiat
a. Obserwuj� c intensywno��  kolejnych pr�� ków 

dyfrakcyjnych mo� na analizowa�  tzw. wspó
czynnik magnetyczny (ang. magnetic form 

factor), fm, z którego mo� na wnioskowa�  o rozk
adzie namagnesowania wewn� trz 

pojedynczej struktury (trójk� ta). Technika taka oferuje bogatsze mo� liwo�ci od 

standardowego pomiaru reakcji magnetycznej próbki, który mo� na porówna�  z 

obserwacj�  zerowego pr�� ka dyfrakcyjnego. Intensywno��  sygna
u od zerowego pr�� ka 
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jest bowiem proporcjonalna do � redniego namagnesowania wewn� trz trójk� ta: 

m
triangle

(0) ( )f M r dSµ �� , gdzie ca
kowanie odbywa si�  po powierzchni trójk� ta. Z kolei 

sygna
 od pr�� ków wy� szego, n-tego, rz� du, jest proporcjonalny do 

m
triangle

( ) ( )exp(i )f n M r nGr dSµ �� , gdzie G jest wektorem sieci odwrotnej dla 

macierzy trójk� tów [97, 98].  

W celu usprawnienia procesu modelowania napisa
em dodatkowy modu
 do programu 

OOMMF licz� cy warto�ci wspó
czynników magnetycznych dla pr�� ków o rz� dach od 

zero do dziewi�� * fm(0)..fm(9). W tym celu korzysta
em z pracy przegl� dowej opisuj� cej 

technik�  D-MOKE [98]. Napisany przeze mnie modu
 oblicza oddzielnie cz���  

rzeczywist�  i urojon�  wspó
czynnika magnetycznego†. W do� wiadczeniu mierzona jest 

intensywno��  b� d� ca liniow�  kombinacj�  tych warto�ci. 

                                                

* Pr�� ki dyfrakcyjne D-MOKE s�  tym trudniejsze w obserwacji, im wy� szy jest ich rz� d. W publikacjach 

mo� na znale��  wyniki dla pr�� ków rz� du 5 lub mniej. 
† fm(0) jest wielko� ci�  czysto rzeczywist� . 
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Rys. 4-14 Zdj� cia mikroskopu elektronowego (a) i mikroskopu si
 atomowych (b) przedstawiaj� ce 

równoboczne trójk� ty z permaloju naniesione litograficznie. Trójk� ty u
o� one s�  w periodyczne struktury 

o ca
kowitych rozmiarach rz� du 1 cm2. Ka� dy z trójk� tów ma bok o d
ugo� ci oko
o 2 � m. Takie próbki s�  

badane przy zastosowaniu magneto-optycznego dyfrakcyjnego efektu Kerra (D-MOKE) [97]. Zdj� cie a) 

przedstawia oddalone, „izolowane” trójk� ty, podczas gdy w przypadku b) odleg
o��  pomi� dzy 

wierzcho
kami s� siednich trójk� tów umieszczonych w poziomych rz� dach, dcc, wynosi 50 nm. 

 

4.5.1 Eksperyment, macierze izolowanych trójk � tów 

W rozwa� anym do� wiadczeniu, dla macierzy „izolowanych” trójk� tów, czyli gdy 

odleg
o��  pomi� dzy wierzcho
kami s� siednich trójk� tów, dcc, jest porównywalna z 

d
ugo�ci�  boku trójk� ta (Rys. 4-14 a), pole magnetyczne przy
o� one jest równolegle do 

osi z. Na Rys. 4-15 przedstawione s�  wyniki pomiaru D-MOKE dla kolejnych pr�� ków 

dyfrakcyjnych. 
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Rys. 4-15 Sygna
y D-MOKE dla pola przy
o� onego równolegle do boku trójk� ta wykonanego z 

permaloju. Pomiar dla matrycy podobnej do Rys. 4-14 a). D
ugo��  boku trójk� ta: 2 � m, szeroko��  jego 

ramienia: 250 nm, grubo��  warstwy permaloju: 25 nm. Odst� py pomi� dzy � rodkami trójk� tów: 4.2 � m i 

4.6 � m, odpowiednio wzd
u�  osi x i z (Rys. 4-14). Za
amanie s
abo widoczne w sygnale zerowego pr�� ka 

(taki wykres mo� na porówna�  z p� tl�  namagnesowania) jest wyra� nie widoczne jako pik na wykresie dla 

pierwszego pr�� ka. Na tym, i na nast� pnych rysunkach, pik ten jest oznaczony gwiazdk� . 

(Reprinted with permission from [97]. Copyright 2005, American Institute of Physics.)  
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Oznaczony gwiazdk�  na Rys. 4-15 pik dla sygna
u pochodz� cego od pierwszego pr�� ka 

zwi� zany jest z siln�  zmian�  uk
adu namagnesowania wewn� trz trójk� ta, patrz Rys. 

4-16, zmian�  pomi� dzy schematycznymi rozk
adami 2, 3 i 4. 

 

Rys. 4-16 Kszta
t p� tli z Rys. 4-15 dla pierwszego pr�� ka wraz ze schematycznym pokazaniem uk
adu 

namagnesowania w ramionach trójk� ta.  

(Reprinted with permission from [97]. Copyright 2005, American Institute of Physics.) 

 

Silne przy
o� one pole skutkuje rozk
adem namagnesowania w trójk� cie prawie 

równoleg
ym do kierunku pola (Rys. 4-16, schematy 1 i 5). Dla s
abszych pól, 

poszczególne ramiona trójk� ta s�  namagnesowane w przybli� eniu jednorodnie. W 

okolicy piku wyst� puje uk
ad o „zamkni� tym” charakterze, gdzie linie si
 pola 

brzegowego (generowanego przez namagnesowany trójk� t) niewiele wychodz�  poza 

trójk� t (schemat 3). Przedstawiona powy� ej koncepcja jest potwierdzona zdj� ciami z 

mikroskopu MFM, patrz Rys. 4-17. Jest ona te�  potwierdzona modelowaniem 

mikromagnetycznym zaprezentowanym w pracy [97] (gdzie rozmiar komórki jest by�  

mo� e troch�  za du� y) i przeze mnie – patrz ust. 4.5.3. 
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Rys. 4-17 Zdj� cia MFM towarzysz� ce pikowi przedstawionemu wcze� niej na Rys. 4-16. Jasne i ciemne 

obszary na zdj� ciach wskazuj�  na obecno��  sk
adowej pola brzegowego rejestrowanego przez mikroskop 

MFM, prostopad
ego do powierzchni kartki.  

(Reprinted with permission from [97]. Copyright 2005, American Institute of Physics.) 

 

Zdj� cia MFM potwierdzaj�  schemat uk
adu namagnesowania wewn� trz ka� dego 

trójk� ta przedstawiony wcze�niej na Rys. 4-16: w obszarze piku trójk� t jest 

namagnesowany w ten sposób, � e pole brzegowe jest ma
e. W obszarze poza pikiem 

dwa wierzcho
ki trójk� ta s�  zawsze � ród
em zauwa� alnego pola brzegowego 

widocznego na zdj� ciach MFM jako ciemne lub jasne obszary. 

 

4.5.2 Eksperyment, macierze blisko le �� cych trójk � tów 

Pomiary takie, jak przedstawione na Rys. 4-15—Rys. 4-17 zosta
y przeprowadzone dla 

serii próbek, ze zmienn�  odleg
o�ci�  wzd
u�  osi z pomi� dzy s� siednimi wierzcho
kami 

trójk� tów, dcc, (Rys. 4-14 b): 50 nm, 100 nm, 150 nm i 2.35 � m. Za ka� dym razem 
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odleg
o��  wzd
u�  osi x pomi� dzy s� siednimi „poziomymi” 
a� cuchami trójk� tów by
a 

sta
a i równa* 4 � m. D
ugo��  boku trójk� ta wynosi
a 2.1 � m, szeroko��  jego ramienia 

250 nm, grubo��  warstwy permaloju: 35 nm. Niestety próbki dla dcc = 100 nm i dcc = 

150 nm odbiega
y od tych standardów, gdy�  ramiona trójk� tów by
y szersze 

(odpowiednio 350 nm i 300 nm). Chc� c zatem porównywa�  ze sob�  identyczne próbki, 

ró� ni� ce si�  tylko dystansem dcc, dysponujemy tylko dwoma przypadkami: dcc = 50 nm 

i dcc = 2.35 � m. Ten drugi przypadek, z racji du� ej warto�ci dystansu, jest okre� lany 

jako trójk� ty izolowane. Praca ta zosta
a wykonana przez grup�  prof. Vavassori, który 

wcze� niej pracowa
 na uniwersytecie w Ferrarze (W
ochy), a obecnie jest w centrum 

nanoGUNE w Donostia (Hiszpania). Na Rys. 4-18 widoczny jest fragment histerezy 

sygna
u od pierwszego pr�� ka, w okolicy piku oznaczonego gwiazdk�  na Rys. 4-16 i 

Rys. 4-17. Rys. 4-18 przedstawia wyniki dla dcc = 50 nm i dla izolowanych trójk� tów. 

Dodatkowo, pokazane s�  te�  wyniki dla dcc = 150 nm, cho�  jak ju�  pisa
em wyst� pi
y 

problemy z faktycznymi rozmiarami trójk� tów w tym wypadku. 

                                                

* Jest to dok
adnie mówi� c okres periodyczno� ci wzd
u�  osi x. 
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Rys. 4-18 Powi� kszenie p� tli sygna
u dla pierwszego pr�� ka, takiej jak na Rys. 4-16. Powi� kszony obszar 

dotyczy okolic piku oznaczanego na dotychczasowych rysunkach gwiazdk� . Oznaczenie „d” na rysunku 

odpowiada symbolowi dcc u� ywanemu przeze mnie w tek� cie i opisuje odleg
o��  wierzcho
ków 

s� siednich trójk� tów (Rys. 4-14 b).  

Autorem zaprezentowanego rysunku jest grupa prof. Vavassori. 

 

4.5.3 Modelowanie, macierze blisko le �� cych trójk � tów 

Wyniki do� wiadczalne widoczne na Rys. 4-18 wydaj�  si�  wskazywa�  na malej� c�  

szeroko��  piku dla malej� cej odleg
o� ci dcc. W celu potwierdzenia tej tezy, 

przeprowadzi
em szereg analiz mikromagnetycznych. Modelowa
em pojedynczy trójk� t 

korzystaj� c z periodycznych warunków brzegowych w jednym wymiarze (wzd
u�  osi 

z, Rys. 4-14). Obecn�  w do� wiadczeniu periodyczno��  wzd
u�  osi x pomin� 
em – 

przyj� 
em � e s� siednie trójk� ty s�  na tyle odleg
e wzd
u�  tej osi, � e mog�  by�  

traktowane jak izolowane. Przyj� 
em nast� puj� ce sta
e materia
owe dla permaloju 

(Ni80Fe20): Ms = 796 kA/m, A = 13 pJ/m i brak anizotropii magnetokrystalicznej [99]. 

Wynikaj� ca z nich d
ugo��  wymiany, � ex �  5.72 nm, pozwala na stosowanie komórek o 

maksymalnym rozmiarze oko
o (5 nm)3. Niestety, dost� pne komputery PC nie 
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pozwalaj�  na modelowanie trójk� tów o rozmiarach takich, jak w do� wiadczeniu. 

Przedstawiam tu zatem wyniki dla modelowania równobocznych trójk� tów o 

odpowiednio przeskalowanych, mniejszych rozmiarach: d
ugo��  boku trójk� ta wynosi
a 

1.28 � m, szeroko��  jego ramienia 150 nm, grubo��  warstwy permaloju 20 nm, rozmiar 

komórki (5 nm)3. Ze wzgl� du na moc dost� pnych komputerów musia
em si�  ograniczy�  

do po
ówki p� tli histerezy sygna
u wspó
czynnika magnetycznego fm(n). Z racji 

przyj� tego skalowania, nie jest mo� liwe ilo�ciowe porównywanie wyniku modelowania 

z danymi do�wiadczalnymi. Odleg
o��  pomi� dzy trójk� tami, dcc, zosta
a dobrana jako* 

50 nm, 100 nm, 150 nm i 5 � m. W rezultacie modelowania otrzyma
em p� tl�  histerezy 

fm(0) zaprezentowan�  wraz z rozk
adem namagnesowania w kilu wybranych punktach 

p� tli na Rys. 4-19. 

                                                

* Nie by
em pewny, jakie powinienem u� ywa�  skalowanie dla dystansu dcc (np. takie samo, jak dla 

wymiarów trójk� ta?), a skoro porównanie modelowania z eksperymentem jest i tak tylko jako� ciowe, to 

nie u� y
em � adnego skalowania. Warto��  dystansu dcc dla izolowanych trójk� tów jest ewidentnie za du� a, 

ale przy takich odleg
o� ciach to nie powinno wp
ywa�  znacz� co na wyniki modelowania. 
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Rys. 4-19 � rodek rysunku: jedna ga
��  p� tli histerezy dla pola zewn� trznego przy
o� onego równolegle do 

dolnego ramienia trójk� tów. Wykres intensywno� ci zerowego pr�� ka sygna
u D-MOKE (co jest 

równowa� ne � redniemu namagnesowaniu) w funkcji przy
o� onego pola. Cztery zaprezentowane wykresy 

ró� ni�  si�  odleg
o� ci�  pomi� dzy wierzcho
kami s� siednich trójk� tów, dcc = 50 nm .. 5 � m. Na pocz� tku 

p� tli, dla Hz �  200 mT, namagnesowanie trójk� ta jest z grubsza rzecz bior� c równoleg
e do przy
o� onego 

pola (rozk
ad nr 1, górna prawa cz���  rysunku; strza
ki przedstawiaj�  kierunek namagnesowania). 

� ledz� c rozk
ady 2..5, wida�  zgodno��  z zaprezentowanymi na Rys. 4-16 schematami. 

 

Komplementarn�  informacj�  do powy� szego wykresu jest wykres cz�� ci rzeczywistej 

wspó
czynnika magnetycznego dla drugiego pr�� ka, ( )( )mRe 2f . Zgodnie z 
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zapowiedzi� , okolice zmiany uk
adu namagnesowania 2-3-4 z Rys. 4-19 s�  widoczne 

jako wyra� ny pik na Rys. 4-20. 

 

Rys. 4-20 Analogiczny wykres do Rys. 4-19, tym razem cz���  rzeczywista wspó
czynnika 

magnetycznego dla drugiego pr�� ka w funkcji przy
o� onego pola. 

 

Przedstawione wyniki pozwalaj�  potwierdzi�  do� wiadczalnie stwierdzony fakt 

monotonicznej zale� no�ci szeroko� ci piku z Rys. 4-20 od odleg
o� ci dcc. Przedstawiona 

poni� ej tabela przedstawia szeroko��  tego piku w po
owie jego wysoko� ci (FWHM, 

ang. full width (at) half maximum) dla ró� nych warto� ci dystansu dcc, obliczona na 

podstawie danych do� wiadczalnych i modelowanych. Dla danych do�wiadczalnych 

podane s�  dwie warto� ci powsta
e z analizy dwóch ga
� zi p� tli histerezy. 
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Eksperyment Modelowanie 
dcc 

FWHM (mT) FWHM* (mT) 

50 nm 7.5, 8.1 2.74 

100 nm - 3.73 

150 nm (9.4, 10.0)† 4.47 

izolowane 11.4, 10.6 7.10 

 

                                                

* Dok
adno�� : 0.07 mT. 
† Porównywanie jest tu utrudnione, bo dla dcc = 150 nm trójk� ty mia
y troch�  inny kszta
t, patrz ust. 4.5.2. 
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5 Podsumowanie i wnioski 

W niniejszej pracy przedstawi
em mikromagnetyczne modelowanie struktur 

kwazijednowymiarowych przy u� yciu periodycznych warunków brzegowych.  

Zwykle w badaniach mikromagnetycznych periodyczne warunki brzegowe s�  narzucane 

poprzez obci� cie zasi� gu oddzia
ywa�  dipolowych. Aby tego unikn��  i w pe
ni 

zachowa�  d
ugozasi� gowych charakter tych oddzia
ywa�  zosta
a opracowana 

oryginalna metoda. Opracowany algorytm umo� liwia kontrolowanie b
� dów 

powsta
ych na ka� dym etapie modelowania. Z jednej strony wprowadzenie kontroli 

ujawni
o b
� dy numeryczne obecne przy stosowaniu dok
adnych wzorów dla 

oddzia
ywania dipolowego pomi� dzy sze� ciennymi komórkami. Aby unikn��  eskalacji 

tych b
� dów, komórki bardziej odleg
e od siebie s�  traktowane jak dipole punktowe, 

przy czym znany jest b
� d zwi� zany z takim przybli� eniem. Dla najbardziej odleg
ych 

komórek, zastosowane jest przybli� enie ci� g
ego rozk
adu momentu magnetycznego, 

przy czym znowu znany jest b
� d takiego podej�cia.  

Kontrola obecna na ka� dym etapie oblicze�  pozwala na automatyzacj�  procesu 

minimalizowania b
� du wyników ko� cowych. W rezultacie, dzi� ki wprowadzeniu 

jednego parametru opisuj� cego b
� d, ca
o��  modelowania mo� e by�  
atwo zaplanowana. 

Mo� liwe s�  obliczenia zgrubne, gdy czas modelowania jest czynnikiem krytycznym, jak 

i dok
adne, ograniczone tylko przez dost� pny sprz� t.  

 

Przeprowadzone testy opracowanego algorytmu wskazuj�  na jego skuteczno��  i 

przydatno�� . Otrzymano du��  zgodno��  pomi� dzy modelowaniem, a teori�  nukleacji w 

niesko� czonym drucie – du� o wi� ksz�  ni�  we wcze�niej pracy Ferre [86]. Podobna 

teoria dla ferromagnetycznej rurki zosta
a te�  w miar�  dobrze oddana w procesie 
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modelowania. Wyja� nienie ró� nic pomi� dzy t�  teori�  a modelowaniem dla 

cienko� ciennych rurek wymaga
oby dok
adniejszej analizy zjawisk zachodz� cych w 

takich strukturach. Z kolei modelowanie niesko� czonej prostopad
o� ciennej belki 

pozwoli
o sprawdzi�  zaproponowany mechanizm kontroli b
� dów. Niew� tpliwie 

najciekawszym wnioskiem wynikaj� cym z porównania tego modelowania z 

przewidywaniami teoretycznymi jest uniwersalny charakter wykresów przedstawionych 

na Rys. 4-10. Mianowicie, niezale� nie od wymiarów badanych struktur b
� dy 

kontrolowane parametrem �  charakteryzuj�  si�  podobn�  zale� no�ci� . Przeprowadzony 

test obci� cia zasi� gu oddzia
ywania dipolowego dla struktury pokazanej na Rys. 4-10 c) 

pozwoli
 ilo� ciowo oceni�  b
� dy, które powstaj�  w wyniku takiego przybli� enia 

(obecnego cz� sto w programach modeluj� cych).  

Modelowanie z wykorzystaniem zaproponowanej implementacji PBC pozwoli
o 

wyja�ni�  wyniki do�wiadczalne przedstawione w dwóch ostatnich ust� pach rozdzia
u 

czwartego. Histereza zespo
u nanorurek kobaltowych zaobserwowana przez 

Crowleya [17] zosta
a potwierdzona przy za
o� eniu istnienia dodatkowej anizotropii, 

której natura nie jest dok
adnie znana, a której sta
a mo� e si�  troch�  zmienia�  od rurki 

do rurki. Z kolej wspó
praca z grup�  prof. Vavassori pozwoli
a potwierdzi�  w procesie 

modelowania zjawiska obserwowane w blisko le�� cych trójk� tach z permaloju. 

 

Zaproponowany algorytm jest dost� pny dla szerokiego grona u� ytkowników 

popularnego oprogramowania OOMMF [28]. Warto zwróci�  uwag� , � e stosowanie 

periodycznych warunków brzegowych w zaproponowanej formie jest 
atwe, wystarczy 

je po prostu „w
� czy� ”. Bardziej wymagaj� cy u� ytkownicy mog�  narzuci�  warunek 

wi� kszego lub mniejszego akceptowalnego poziomu b
� du (ust. 6.2). Nie bez znaczenia 

jest te�  dodatkowy czas oblicze�  potrzebny do modelowania z u� yciem periodycznych 

warunków brzegowych. Do� wiadczenie autora wskazuje, � e nawet przy najni� szym 
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poziomie akceptowalnego b
� du, czas potrzebny na liczenie tensora NPBC by
 krótki w 

porównaniu z reszt�  zaprezentowanych w rozdziale czwartym rachunków. Zapisanie do 

pliku raz obliczonego tensora – tak, by przy nast� pnych rachunkach nie liczy�  go 

ponownie, stwarza wr� cz potencjaln�  mo� liwo��  szybszych oblicze� , ni�  w przypadku 

stosowania otwartych warunków brzegowych*.  

 

Prostota i uniwersalno��  przedstawionej propozycji pozwala zastosowa�  j�  do innych 

programów modeluj� cych, w tym te�  dla periodycznych warunków brzegowych w 

dwóch wymiarach lub dla programów bazuj� cych na nieregularnej siatce podzia
u. 

Poniewa�  badania kwazijednowymiarowych struktur ferromagnetycznych s�  coraz 

bardziej popularne, mo� na mie�  nadziej�  na aplikacyjne zastosowania niniejszej pracy. 

                                                

* Zapis tensora odmagnesowania do pliku i jego pó� niejszy odczyt nie jest zaimplementowany w 

podstawowej wersji programu OOMMF, takiej jak�  mo� na pobra�  ze strony NIST. Dopiero 

zainstalowanie napisanych przeze mnie modu
ów umo� liwia korzystanie z tej funkcjonalno� ci 

(ust. 6.2.2). 
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6 Dodatki 

6.1 Pole dodatkowe 

W rachunkach numerycznych nie operuje si�  liczbami rzeczywistymi, lecz ich 

przybli� onymi warto�ciami. W efekcie, w procesie modelowania mog�  si�  pojawi�  

numeryczne niestabilno�ci spowodowane np. uproszczon�  geometri�  stosowanego 

modelu: idealnie prostopad
o�cienny kszta
t próbki i zewn� trzne pole przy
o� one 

dok
adnie równoleg
e do której�  kraw� dzi próbki. Objawem takich niestabilno� ci mo� e 

by� , np. wielokrotnie zawy� ona koercja. Wyj�ciem z tej sytuacji jest wprowadzenie 

dodatkowych mikrozaburze� . Mo� na to osi� gn��  na przyk
ad przez lekk�  zmian�  

kierunku przy
o� onego pola, z regu
y pole to odchyla si�  o k� t rz� du jednego stopnia* – 

patrz opis standardowych problemów muMag #1 i #2 [100]. Tak powsta
y, dodatkowy 

sk
adnik pola okre� la si�  jako pole dodatkowe (ang. offset field). W moich analizach 

stosowanie tego typu pola dodatkowego okaza
o si�  jednak niewystarczaj� ce. 

Najwyra� niej struktury niesko� czone charakteryzuj�  si�  wysok�  symetri�  i konieczne 

okaza
o si�  stosowanie dodatkowego pola o losowym charakterze. Uwzgl� dnienie tylko 

lekkiego odchylenia kierunku przy
o� onego pola dawa
o bowiem niestabilne wyniki, co 

opisz�  na konkretnym przyk
adzie. 

W celu przeprowadzenia analizy problemu pola dodatkowego modelowa
em 

niesko� czony drut o w
a�ciwo�ciach materia
owych takich samych jak w ust. 4.1: Ms = 

0.49 MA/m, A = 9.604 pJ/m (rozmiar komórki†: (5 nm)3). Drut taki, o promieniu 40 nm 

                                                

* Takie ma
e odchylenie kierunku pola mo� e by�  zreszt�  nieintencjonalnie obecne w eksperymencie. 
† Ten rozmiar komórki jest troch�  za du� y by poprawnie opisywa�  przewidywan�  przez teori�  koercj�  

83 mT. Celem tej analizy nie by
o jednak dok
adne testowanie teorii niesko� czonego drutu, lecz wp
ywu 

pola dodatkowego. 
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i przy braku anizotropii magnetokrystalicznej charakteryzuje si�  anizotropi�  kszta
tu w 

kierunku osi drutu, równoleg
ej do osi z, patrz ust. 4.1. Przyk
adaj� c zewn� trzne pole w 

kierunku osi z powinni� my otrzymywa�  kwadratowe p� tle histerezy, a teoria przewiduje 

w takim wypadku koercj�  równ�  Hn(theory) �  83 mT. Pole zewn� trzne by
o odchylone 

o oko
o 1 stopie�  od osi z. W takiej sytuacji modelowana koercja, Hn, by
a po pierwsze 

du� o wy� sza od warto� ci Hn(theory), ale dodatkowo silnie zale� a
a od takich 

czynników, jak pocz� tkowe namagnesowanie próbki (patrz przypis na str. 87), czy 

wybór metody „minimalizowanie energii” / „równanie dynamiczne” (ust. 2.2). Oznacza 

to, � e wyniki s�  niestabilne. W celu usuni� cia tej niestabilno�ci, oprócz wspomnianego 

wy� ej pola dodatkowego polegaj� cego na lekkim odchyleniu przy
o� onego pola, 

uwzgl� dnia
em sta
e w czasie, losowo zmienne w przestrzeni (od komórki do komórki) 

pole dodatkowe, zgodnie z jednym z równa� : 
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 (6.1) 

gdzie:  

· �  jest skalarnym czynnikiem reguluj� cym wielko��  („si
� ”) pola dodatkowego, o 

wymiarze A/m,  

· grnd(i,j,k) jest wektorow�  funkcj� , której argumentem jest indeks komórki (i,j,k); 

funkcja grnd ma losowy kierunek i jednostkow�  warto�� , |grnd| = 1, 

· frnd(i,j,k) jest skalarn�  funkcj� , której argumentem jest indeks komórki (i,j,k); 

funkcja frnd ma losow�  warto��  z przedzia
u [0,1]. 

Koercja dla modelowanej p� tli histerezy jest przedstawiona na Rys. 6-1 oddzielnie dla 

ka� dego rodzaju uwzgl� dnionego pola dodatkowego (6.1).  
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Rys. 6-1 Koercja niesko� czonego ferromagnetycznego drutu (o�  pionowa) o promieniu 40 nm i sta
ych 

materia
owych takich, jak w ust. 4.1. Rezultat modelowania zgodnego z ust. 4.1.2. Teoretyczna warto��  

koercji, 83 mT, jest zaznaczona poziom�  przerywan�  kresk�  (patrz ust. 4.1.1). Wyniki modelowania przy 

uwzgl� dnieniu ró� nych pól dodatkowych (ang. offset field) o ró� nej sile (o�  pozioma). Modelowanie 

metod�  minimalizowania energii (ust. 2.2). 

 

Na wykresie tym wida� , � e modelowana koercja silnie zale� y od wielko�ci losowego 

pola dodatkowego. Parametr �  za ka� dym razem by
 ustawiany tak, by maksymalne 

warto�ci pola |Hoffset| odpowiada
y poszczególnym warto� ciom osi poziomej z Rys. 6-1. 

Dla ma
ych warto�ci �  widoczna jest niestabilno��  wyników. Z kolei, dla du� ych 

warto�ci �  pole Hoffset jest na tyle du� e, � e zaczyna wp
ywa�  na modelowan�  koercj� . 

Dla � rednich wielko�ci �  obserwujemy plateau, jest to obszar gdzie pole dodatkowe 

nieznacznie wp
ywa na rezultaty modelowania, pozwala jednak na unikni� cie 

niestabilno�ci. Podobny wykres mo� na wykona�  dla metody „równania dynamicznego” 

(zamiast szukania minimum energii, ust. 2.2), patrz Rys. 6-2. 
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Rys. 6-2 Wykres analogiczny do Rys. 6-1, tym razem modelowanie z wykorzystaniem metody „równania 

dynamicznego” (ust. 2.2). 

 

Podsumowuj� c, stosuj� c pole dodatkowe zgodne z jednym ze wzorów (6.1) i 

przyjmuj� c takie a, � e maksymalne warto�ci pola s�  równe mniej wi� cej 1 mT, mo� na 

unikn��  pojawiania si�  niestabilno�ci. Poniewa�  wszystkie typy rozwa� anego pola 

dodatkowego (6.1) przynosz�  ten sam efekt (Rys. 6-1 i Rys. 6-2), prezentowane w 

rozdziale czwartym wyniki s�  uzyskane korzystaj� c z Hoffset = a grnd, gdzie � 0a = 1 mT. 

Wybran�  wielko��  pola dodatkowego mo� na okre� li �  jako ma
�  poprzez porównanie jej 

z warto�ci�  namagnesowania nasycenia, � 0Ms, która dla popularnych metali 

ferromagnetycznych jest rz� du jednej tesli. Dalej, wprowadzenie losowego pola Hoffset 

mo� na porówna�  z modelowaniem efektów temperaturowych w mikromagnetyzmie, 

gdzie stosowane jest losowe, zmienne w czasie i przestrzeni, pole Langevina [101, 102]. 

W zagadnieniach numerycznych � rednia warto��  tego pola jest równa [56] 
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gdzie a i g  to odpowiednio wspó
czynnik t
umienia i wspó
czynnik giromagnetyczny – 

omówione w ust. 2.1.6, kB to sta
a Bolzmanna, T to temperatura, Dt to skok czasu przy 

numerycznym rozwi� zywaniu równania Landaua-Lifshitza-Gilberta (2.13), � 0 to 

przenikalno��  pró� ni, Ms to namagnesowanie nasycenia, a Vel to obj� to��  komórki 

dyskretyzacji. Przyjmuj� c, � e wspó
czynnik a ma warto�ci z przedzia
u 0.01—0.1,  czas 

Dt jest najcz�� ciej z zakresu 0.01 ps—1 ps, 52 10 m / Asg » ´ , � 0Ms �  1 T, a komórka 

ma obj� to��  oko
o (1 nm)3 [56] otrzymujemy nast� puj� ce warto�ci 
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Wida�  zatem, � e dla przyj� tych warto�ci parametrów Hth �  |Hoffset|. 

 

6.2 Opis obs
ugi modu
u OOMMF-PBC 

Pliki konfiguracyjne dla programu OOMMF s�  napisane w j� zyku zbli� onym do j� zyka 

Tcl (patrz np. [103]). Zanim przedstawi�  zasady korzystania z napisanego przeze mnie 

modu
u umo� liwiaj � cego korzystanie z periodycznych warunków brzegowych (PBC), 

chcia
bym pokaza�  ogólne zasady obowi� zuj� ce przy pisaniu plików konfiguracyjnych 

dla programu OOMMF. Przyk
adowy fragment prostego pliku konfiguruj� cego jest 

przedstawiony poni� ej.  
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...  
# Wymiary próbki: 10nm x 20nm x 40nm 
Specify Oxs_BoxAtlas:atlas {  

  xrange { 0 10e-9 }  

  yrange { 0 20e-9 }  

  zrange { 0 40e-9 }  

}  
# Oddzia
ywanie wymienne. Sta
a wymiany: 13 pJ/m 
Specify Oxs_UniformExchange  {  
  A  13e-12 
}  
# Oddzia
ywanie dipolowe 
Specify Oxs_Demag {  

}  
... 
Przedstawiona powy� ej definicja zawiera:  

· komentarze poprzedzone znakiem #, 

· okre� lenie kszta
tu (tu: prostopad
o�cian) i rozmiarów próbki*, 

· stwierdzenie, � e trzeba uwzgl� dni�  oddzia
ywania wymienne o podanej warto� ci 

sta
ej wymiany A (próbka jest jednorodna), 

· stwierdzenie, � e trzeba uwzgl� dni�  oddzia
ywania dipolowe. 

Aby uwzgl� dni�  PBC w jednym wymiarze (wzd
u�  osi z) i skorzysta�  z napisanego 

przeze mnie modu
u nale� y zamiast standardowo dost� pnych w OOMMF obiektów 

Oxs_UniformExchange i Oxs_Demag skorzysta�  odpowiednio z obiektów†: 

Klm_UniformExchange i Klm_Demag_PBC. Te nowe obiekty – tak naprawd�  s�  to 

klasy C++ – zostan�  poni� ej szczegó
owo opisane. 

 

6.2.1 Klasa Klm_UniformExchange 

Klasa ta ma taki sam parametr obowi� zkowy „A”, jak jej odpowiednik 

Oxs_UniformExchange. Oprócz tego jest jednak dost� pny parametr opcjonalny: 

                                                

* Wielko� ci fizyczne w OOMMF s�  podawane w jednostkach SI. 
† Zanim skorzystamy z modu
u OOMMF-PBC, trzeba go najpierw poprawnie zainstalowa� . Nie b� d�  

tego kroku szczegó
owo tu opisywa� , jest on opisany w instrukcji do modu
u. G
ównym problemem w 

instalacji jest z regu
y skompilowanie ca
ego standardowego programu OOMMF, co z kolei jest 

szczegó
owo opisane w instrukcji obs
ugi OOMMF. 
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· kernel  

Mo� liwe warto� ci (“ 6ngbr ”  domy� lne): 

o “ 6ngbr ” 

Taka warto��  odpowiada „standardowemu” zachowaniu OOMMF, a 

wi� c brakowi PBC. 

o “ 6ngbrzperiod ” 

Taka warto��  odpowiada 1D PBC wzd
u�  osi z. 

o Parametr kernel  mo� e mie�  te�  inne warto�ci, nieudokumentowane w 

instrukcji OOMMF. Nie b� d�  ich tutaj omawia� , gdy�  s�  one rzadko 

stosowane, poza tym dotycz�  sytuacji braku periodycznych warunków 

brzegowych. 

 

6.2.2 Klasa Klm_Demag_PBC 

Aby uwzgl� dni�  w modelowaniu oddzia
ywania dipolowe, w przypadku braku PBC 

korzystamy z klasy Oxs_Demag, która nie ma � adnych parametrów. Je� eli chcemy 

narzuci�  1D PBC i skorzysta�  z klasy Klm_Demag_PBC mamy do dyspozycji szereg 

parametrów. Dla u
atwienia, wszystkie one maj�  warto�ci domy� lne, s�  to wi� c 

parametry nieobowi� zkowe. Nale� y jednak pami� ta� , by ustawi�  warto�ci 

najwa� niejszych z tych parametrów. Oto lista parametrów: 

· z_period  

Mo� liwe warto� ci zmiennopozycyjne (domy� lnie: 0.0) okre� laj�  d
ugo��  

modelowania w metrach. Zerowa warto��  oznacza d
ugo��  równ�  d
ugo� ci 

obszaru modelowania wzd
u�  osi z, np. zrange  z przyk
adu pokazanego w 

ust. 6.2. 

Wielko� ci wi� ksze ni�  rozmiar obszaru modelowania odpowiadaj�  przypadkowi 

nie stykaj� cych si�  “wysp” oddzielonych obszarem pró� ni. Umo� liwia to 

modelowanie periodycznych macierzy, takich jak w ust. 4.5. 

Wielko� ci mniejsze s�  dopuszczalne, ale wy� wietlany jest ostrzegawczy 

komunikat. 
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· progress_script  

Warto�ci tekstowe (domy� lnie: ””) opisuj�  po
o� enie skryptu kl_progress.tcl  

umo� liwiaj � cego � ledzenie post� pu pracy modu
u OOMMF-PBC (autorem 

skryptu kl_progress.tcl jest Michael Donahue z NIST). Nale� y tu stosowa�  

konwencje opisu plików zgodn�  z instrukcj�  OOMMF [28]. Poniewa�  liczenie 

tensora NPBC mo� e by�  czasoch
onne, wskazane jest korzystanie z tego 

parametru. Warto��  ”” oznacza brak informacji o post� pie oblicze� .  

Uwaga! Zamkni� cie okna post� pu prowadzi do przerwania oblicze� ! 

· tensor_file_name  

Mo� liwe warto� ci tekstowe (domy� lnie: ””) opisuj�  nazw�  � cie� ki lub pliku, 

gdzie zostan�  umieszczone obliczone warto�ci tensora NPBC. Przy nast� pnym 

uruchomieniu modu
u zapisane warto� ci zostan�  w miar�  mo� liwo�ci* ponownie 

u� yte. Nale� y tu stosowa�  konwencje opisu plików zgodn�  z instrukcj�  

OOMMF [28]. Poniewa�  liczenie tensora NPBC mo� e by�  czasoch
onne, 

wskazane jest korzystanie z tego parametru. Warto��  ”” oznacza nie korzystanie 

z tej funkcjonalno�ci. Z powodów technicznych, ka� dorazowo s�  tworzone dwa 

pliki o nazwie ko� cz� cej si�  na „1” i „2”. 

Mo� liwe s�  dwie sytuacje: 

o Pliki s�  zapisywane zawsze pod ta sam�  nazw� . 

W takiej sytuacji parametr tensor_file_name  musi zawiera�  nazw�  

pliku, do której zostan�  dodane jeszcze odpowiednie ko� cówki. Na 

przyk
ad, je� eli tensor_file_name= ”/tmp/dt_” , to pod kontrol�  

systemu Windows zostan�  utworzone dwa pliki: C:\tmp\dt_1.ovf  i 

C:\tmp\dt_2.ovf .  

                                                

* Aby przy ponownym uruchomieniu programu móc skorzysta�  z zapisanych w pliku warto� ci NPBC, nie 

mo� na w mi� dzyczasie zmieni�  parametrów wp
ywaj� cych na te warto� ci, jak np. fidelity_level . 

Zmiana takich parametrów skutkuje ponownym obliczeniem NPBC i od�wie� eniem informacji w pliku. 
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o Pliki s�  zapisywane zawsze na tej samej �cie� ce, ich nazwa zale� y od 

rozmiaru siatki.  

W takiej sytuacji parametr tensor_file_name  musi zawiera�  nazw�  

� cie� ki, czyli musi si�  ko� czy�  znakiem ”/” . Na tej �cie� ce b� d�  

umieszczane pliki o nazwach skonstruowanych zgodnie z regu
� :  

t-<x-cells>-<y-cells>-<z-cells>-<z_period>-

[1|2]<tensor_file_suffix> , gdzie <x-cells>  oznacza liczb�  

komórek wzd
u�  osi x (analogicznie dla osi y i z), a warto��  <z_period>  

jest wyra� ona ilo�ci�  komórek. Przyk
adowo, dla konfiguracji 

przedstawionej w ust. 6.2.3 pod kontrol�  systemu Windows zostan�  

utworzone dwa pliki*: C:\demag_tensors\t-10-20-40-40-1.ovf  i 

C:\demag_tensors\t-10-20-40-40-2.ovf.  

· fidelity_level  

Mo� liwe warto� ci zmiennopozycyjne (domy� lnie: 10–10) okre� laj�  parametr 

kontroli b
� dów e wprowadzony w ust. 3.5. 

· max_no_sum_elements  

Mo� liwe warto� ci ca
kowite (domy� lnie: 105) definiuj�  liczb�  sumowanych 

elementów (indeks g z Rys. 3-6) w przypadku, gdy N��  = 0, czyli w 

przypadkach, gdy nie mo� na stosowa�  kryterium opartego na fidelity_level , 

patrz ust. 3.5.  

· no_of_sum_elements  

Mo� liwe warto� ci ca
kowite (domy� lnie: 0) definiuj�  liczb�  sumowanych 

elementów. Jest to alternatywna metoda ustalania promienia R2. Preferowan�  

metod�  jest jednak operowanie fidelity_level . Je� eli no_of_sum_elements= 

0, wtedy stosowanym kryterium jest fidelity_level . 

· tensor_file_suffix  

Mo� liwe warto� ci tekstowe (domy� lnie: ”.ovf”) opisuj�  przyrostek dodawany na 

ko� cu nazw plików zawieraj� cych warto�ci NPBC. 

                                                

* Zak
adaj� c rozmiar komórki równy (1 nm)3 i parametr tensor_file_name  równy ”/demag_tensors/”.  
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· error_A_img_diag, error_A_dip_diag,  

error_A_img_OFFdiag, error_A_dip_OFFdiag   

Mo� liwe warto� ci s�  liczbami zmiennopozycyjnymi odpowiadaj� cymi 

odpowiednio parametrom cube sphr cube sphr
xx xx xy xy, , ,B B B B  ze wzoru (3.10). Ich warto��  

domy� lna jest taka, jak w tym wzorze. 

Warto�ci parametrów p ze wzoru (3.10) s�  ustawione w programie na sta
e. Jest 

to uargumentowane analiz�  wykonan�  poprzez rozwijanie na szereg Tylora 

przez Donahue [82]. 

· include_inf_tails  

Mo� liwe warto� ci s�  liczbami 0 lub 1 (domy� lnie: 1) decyduj� cymi czy 

uwzgl� dnia�  (warto�� : 1), lub nie uwzgl� dnia�  (warto�� : 0) sk
adnik Ncont w 

sumie (3.11).  

· compute_stats  

Mo� liwe warto� ci s�  liczbami 0 lub 1 (domy� lnie: 0) decyduj� cymi czy 

zapisywa�  (warto�� : 1), lub nie zapisywa�  (warto�� : 0) w pliku okre� lonym 

poprzez tensor_file_name  dodatkowe informacje statystyczne. 

Do najcz�� ciej stosowanych parametrów zaliczy�  nale� y: progress_script  i 

tensor_file_name . Parametrami fidelity_level  i max_no_sum_elements  

operujemy, gdy chcemy podwy� szy�  lub obni� y�  domy� lny poziom akceptowalnych 

b
� dów. Parametr z_period  jest niew� tpliwie te�  wa� ny, ale tylko dla modelowania 

specyficznych przypadków. Reszta parametrów ma mniejsze znaczenie. 

 

6.2.3 Podsumowanie 

Przedstawiony w ust. 6.2 fragment pliku konfiguracyjnego nale� y zmodyfikowa�  w 

nast� puj� cy sposób, aby zamiast modelowania prostopad
o�ciennej próbki analizowa�  

niesko� czon�  belk� , której o�  jest równoleg
a do osi z, korzystaj� c z 1D PBC: 
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... 
# Wymiary okna modelowania: 10nm x 20nm x 40nm 
Specify Oxs_BoxAtlas:atlas {  

  xrange { 0 10e-9 }  

  yrange { 0 20e-9 }  

  zrange { 0 40e-9 }  

}  
# Oddzia
ywanie wymienne. Sta
a wymiany: 13 pJ/m 
# 1D PBC wzd
u �  osi z 
Specify Klm_UniformExchange  {  
  A  13e-12 
  kernel "6ngbrzperiod" 
}  
# Oddzia
ywanie dipolowe 
# 1D PBC wzd
u �  osi z 
Specify Klm_Demag_PBC {  

}  
... 
Na zako� czenie warto przypomnie�  ograniczenia zaimplementowanej metody 

narzucania periodycznych warunków brzegowych: 

· Periodyczne warunki brzegowe w jednym wymiarze, wzd
u�  osi z. 

· Stosowane s�  kubiczne komórki sieci. 

· Niewykorzystanie periodyczno�ci opisanej w punkcie C) ust. 3.2. Implementacja 

takiej funkcjonalno�ci jest trudna ze wzgl� du na skomplikowan�  struktur�  klasy 

Oxs_Demag. W celach testowych dokona
em takiej implementacji w 

pomocniczej klasie Klm_SimpleDemag_PBC, b� d� cej odpowiednikiem klasy 

Oxs_SimpleDemag, która jest standardowym elementem programu OOMMF. 

Rezultaty tego testu s�  zgodne z oczekiwaniami: w sprzyjaj� cych warunkach 

mo� na zrezygnowa�  z procesu „uzupe
niania zerami” i znacznie przy� pieszy�  

obliczenia (patrz ust. 3.2). 

· Niewykorzystanie niektórych symetrii, które mog
yby przyspieszy�  obliczenia 

(np. parzysto� ci/nieparzysto� ci elementów N�� ). 
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