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Rozdziat 1

Wstep

Opis teoretyczny dynamiki uktadéw kwantowych jest trudnym problemem. W
odroznieniu od dobrze opracowanych algorytméw poszukiwania stanu podstawowego
uktadu kwantowego, metody rozwiazywania rownan opisujacych ewolucje uktadu kwan-
towego w czasie sa nadal przedmiotem badan i dyskusji.

Jedng z metod opisu uktadéw kwantowych ztozonych z wielu cial jest metoda poél
klasycznych [1]. Stosuje sie ona do opisu uktadéw gazéw bozonowych, w tempera-
turze nizszej niz temperatura krytyczna (temperatura kondensacji), ale wiekszej od
zera. Metoda ta pozwala na uwzglednienie w obliczeniach nie tylko frakeji atoméw
skondensowanych, ale rowniez atoméw tworzacych chmure termiczna.

Gléwnym celem mojej pracy doktorskiej jest zbadanie dynamiki kondensatu Bosego-
Einsteina w temperaturze wiekszej od zera bezwzglednego w uktadach, w ktorych frak-
cja atomow skondensowanych w uktadzie dynamicznie zmienia si¢ w czasie. Tezg mo-
jej rozprawy jest wykazanie, ze metoda poél klasycznych dostarcza wiarygodnego opisu
dynamiki zmian zachodzacych w uktadach kwantowych dalekich od réwnowagi termo-
dynamicznej. Argumentu na poparcie powyzszego stwierdzenia dostarcza poréwnanie
wynikéw przeprowadzonych przeze mnie symulacji numerycznych opisanych w tej pracy
z wynikami doswiadczalnymi znanymi z literatury.

Przedmiotem symulacji numerycznych byty procesy zachodzace w kondensacie Bosego-
Einsteina umieszczonym w zmiennej w czasie, podwojnej studni potencjatu, jakie prze-

prowadzitam pod kierunkiem doc. dr hab. Mariusza Gajdy w zespole Optyki Kwan-



towej ON 2.6 Instytutu Fizyki PAN.

W swojej pracy badatam dwa wazne zagadnienia zwigzane z dynamika kondensatu
Bosego-FEinsteina w zmiennej w czasie studni. Pierwszym zagadnieniem jest kwantowa
destylacja kondensatu Bosego-Einsteina. Druga czes¢ pracy to badanie interferometru
ztozonego z dwoch kondensatéw Bosego-Einsteina, w temperaturze wiekszej od zera
bezwzglednego, przy uwzglednieniu oddziatywan pomiedzy atomami w uktadzie. W
obu przypadkach otrzymatam wyniki numeryczne, ktore zgadzaja si¢ z danymi do-
Swiadczalnymi oraz zaproponowatam interpretacje fizyczng obu zjawisk.

Moja rozprawa doktorska sktada sie z nastepujacych czesci:

e W drugim rozdziale wprowadzam pojecie kondensatu Bosego-FEinsteina. Kréotko
przyblizam histori¢ odkrycia kondensatu, jego podstawowe wtasnosci, sposob
otrzymywania oraz najwazniejsze doswiadczenia zwigzane z kondensatem. Krotko
opisuje znaczenie badan kondensatu Bosego-Einsteina dla nauki oraz jego poten-

cjalne zastosowania.

e W trzecim rozdziale podaje¢ definicje kondensatu Bosego-Einsteina wedtug Pen-
rose’a i Onsagera, krotko przedstawiam metode Bogoliubowa opisu kondensatu
w temperaturze bliskiej zera bezwzglednego oraz metode pdél klasycznych, ktora
jest naturalnym rozszerzeniem metody Bogoliubowa na przypadki o temperatu-
rze wiekszej od zera bezwzglednego. Przytaczam tez gtéwne idee innych metod

opisu kondensatu Bosego-Einsteina w temperaturach wickszych od zera.

e W czwartym rozdziale opisuje symulacje numeryczne zwigzane z kwantowa
destylacja kondensatu Bosego-Einsteina. W ramach jednowymiarowego modelu
pokazuje, jak wyglada mechanizm znajdowania przez kondensat nowego mini-
mum, powstatego w wyniku dynamicznej zmiany potencjatu putapkujacego oraz
jak przebiega przejscie atoméw do nowego stanu podstawowego putapki. Przy
pomocy metody poél klasycznych wykazuje, ze przeptyw atomoéw ma charakter

kwantowy i jest procesem koherentnym.

e W pigtym rozdziale przedstawiam wyniki badan interferencji dwoéch konden-

satow Bosego-Einsteina o dobrze okreslonej roznicy faz, w temperaturze wickszej



od zera. Pokazuje, ze dla pewnego przedzialu czasow taczenia kondensatow, od-
dzialywania miedzy atomami, ktére normalnie zaburzaja odczyty interferometru,
prowadzg do podgrzania dwoch taczacych sie kondensatow. Stopien podgrzania
zalezy od wzglednej fazy dwoch kondensatow. Co za tym idzie, liczba skondenso-
wanych atomow w uktadzie po potaczeniu moze by¢ wykorzystana do doktadnego

pomiaru roznicy fazy miedzy kondensatami.

e W rozdziale széstym podsumowuje¢ uzyskane wyniki.



Rozdzial 2

Kondensat Bosego-Einsteina

W tym rozdziale wprowadzam pojecie kondensatu Bosego-Einsteina. Opisuje krotko
historie odkrycia kondensatu Bosego-Einsteina, jego podstawowe wtasnosci, sposéb

otrzymywania oraz najwazniejsze doswiadczenia zwigzane z kondensatem.

2.1 Wstep

Zjawisko kondensacji Bosego-Finsteina zostato przewidziane przez Einsteina w 1924
roku [3]. Einstein w swoich rozwazaniach uogélnit pomyst Bosego dotyczacy fotonéw
[2]. Einstein wykazal, ze w uktadzie bozonéw, czyli czastek o catkowitym spinie, ktére
opisane sg za pomocy statystyki Bosego, istnieje pewna temperatura krytyczna T,
ponizej ktérej makroskopowa liczba czastek ,kondensuje” w tym samym jednoczastko-
wym stanie. Jest to stan podstawowy danego uktadu. Wyjatkowa cechg kondensatu
jest to, ze jeden stan jest makroskopowo obsadzony nawet, gdy energia uktadu po-
zwala na inne roztozenie czastek po stanach. Przewidywania Einsteina dotyczyty gazu
nieoddziatujacego.

Przejscie do kondensatu zachodzi, gdy termiczna dtugosé fali de Broglie’a czastek
jest porownywalna ze srednig odlegtoscia miedzy atomami d. W miare¢ obnizania tem-
peratury dltugosé fali de Broglie’a zwieksza sie. Dla wysokich temperatur dtugos¢ fali de
Broglie’a jest mata - mniejsza od rozmiaru czastki. Wtedy mozemy traktowac czastki

jako klasyczne twarde kule. W miare zmniejszania sie temperatury dtugosé fali de Bro-
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(c) (d)

Rysunek 2.1: Schemat kondensacji gazu bozonowego. Obrazek (a) przedstawia atomy
termiczne, fala de Broglie’a zwigzana z danym atomem jest mala w poréwnaniu z roz-
miarem atomu i odlegloscia miedzy atomami d. (b) Atomy w niskiej temperaturze,
fala de Broglie’a zwigzana z atomem jest wigksza od rozmiaru atomu. (c) Gaz bo-
zonowy w temperaturze ponizej temperatury krytycznej 7., dtugo$¢ fali de Broglie’a
jest poréwnywalna z odlegltosciami miedzy atomami. Pojawia sie kondensat (makro-
skopowo obsadzony stan), a pozostate atomy tworza chmure termiczna. (d) Kondensat
w temperaturze zera bezwzglednego, znika chmura termiczna, pozostaja tylko atomy
skondensowane. Uktad opisany jest jedna globalng funkcjg falowa. Rysunek pochodzi
z pracy [4].

glie’a zwiazanej z czastka rosnie. Gdy staje si¢ poréwnywalna ze srednimi odlegtosciami
miedzy czastkami d, fale zaczynajg sie naktadac, czastki traca swoj indywidualny cha-
rakter i zachodzi kondensacja. W wiekszosci przypadkow towarzyszy temu przemiana
fazowa. Przemiana fazowa, rozumiana jako skokowa zmiana parametréow uktadu a nie
jako pojawienie sie kondensatu, nie zachodzi na przyktad dla jednowymiarowego gazu
w pudetku z periodycznymi warunkami brzegowymi, ale kondensat w takim uktadzie
istnieje. Dla temperatur bliskich zera bezwzglednego praktycznie wszystkie czastki
znajduja sie w stanie o najnizszej energii i uktad opisany jest jedna globalng funkcja
falowa. Schemat kondensacji pokazuje rysunek 2.1.

Przez dhugi czas fenomen kondensacji Bosego - Einsteina byt traktowany przez na-
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ukowcow jako ciekawostka. Uwazano, ze zanim uktad osiagnie temperature krytyczna
atomy przejda do fazy stalej lub cieklej. W tym czasie jednym eksperymentem po-
twierdzajacym zjawisko kondensacji byto zaobserwowanie nadciektosci w ciektym helu
4He. Przypuszczano, ze mimo bardzo silnych oddzialywan w ciektym helu, w uktadzie
powstawal kondensat Bosego-Einsteina i wtasnie on odpowiadal za nadciektosc¢.

Od potowy lat dziewie¢dziesiatych przedmiotem intensywnych badan stat sie kon-
densat otrzymywany w rozrzedzonym gazie atomowym.

Nalezy wspomnie¢, ze gaz atomowy ochtodzony do bardzo niskiej temperatury nie
jest uktadem stabilnym termodynamicznie — w takich warunkach uktad z reguty znaj-
duje si¢ w stanie cieklym lub statym. Istotne dla otrzymania kondensatu byto wyeli-
minowanie z uktadu zderzen trojciatowych, ktére powodujg tworzenie klastrow atomo-
wych oraz sprzyjaja przejsciu uktadu w faze gesta. Rozwigzaniem tego problemu byto
obnizenie gestosci ochtadzanego gazu. Dla przyktadu, typowe gestosci gazu poddawa-
nego kondensacji wynosza okoto 10'* atoméw na centymetr szeécienny, podczas gdy
w powietrzu w temperaturze pokojowej znajduje sie okoto 10! czastek na centymetr
szeécienny. Dla gestosci atoméw rzedu 104 atoméw na centymetr szeécienny kondensat
pojawia sie w temperaturze rzedu setek nanokelwinéw (temperatury krytyczne réznia
siec w zaleznosci od tego, jakie atomy sa ochladzane). Oczywiscie w takim przypadku
zderzenia trojciatowe nadal wystepuja, sa jednak bardzo rzadkie i sredni czas zycia
kondensatu dochodzi do kilkunastu sekund. W przypadku wszelkich doswiadczen nad
kondensatem nalezy bra¢ pod uwage straty atomoéw - czesé z nich opuszceza uktad na
skutek zderzen trojciatowych, inne wypadaja z putapek, w ktorych trzymany jest kon-
densat.

Pierwsza realizacja doswiadczalna kondensatu Bosego-FEinsteina miata miejsce w
1995 roku. Kondensat otrzymano prawie jednoczesnie w dwoch grupach doswiadczal-
nych - grupie Erica Cornella w laboratoriach JILA (Boulder, Kolorado, USA), gdzie
skondensowano atomy rubidu (]Rb) [5] oraz w grupie Wolfganga Ketterlego (w MIT,
Cambridge, Massachussets, USA), gdzie skondensowano atomy sodu (**Na) [6]. Ry-
sunek 2.2 przedstawia najstynniejsze zdjecie kondensatu wykonane w grupie Cornella.

Wida¢ na nim rozktad predkosci w chmurze atomoéw dla trzech réznych temperatur,
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Rysunek 2.2: Rozktad predkosci w chmurze termicznej dla trzech réznych temperatur.
Temperatura maleje od lewej do prawej strony. Srodek siatki odpowiada predkosci
v = 0. Rysunek po lewej stronie przedstawia uktad tuz przed kondensacja - nie ma piku
w rozkladzie predkosci, rozktad jest gtadki. Srodkowy rysunek przedstawia uktad zaraz
po kondensacji, wida¢ kondensat i chmure termiczng. Na rysunku po prawej stronie
w uktadzie jest praktycznie sam kondensat. Rysunek pochodzi ze strony laboratorium
JILA [8], przedstawia rozktad predkosci atoméw z doswiadczenia Andersona, et al. dla

atoméw rubidu &7 Rb.

temperatury maleja od lewej do prawej strony. Na lewym rysunku wida¢ uktad tuz
przed kondensacjg. Nie ma wyraznego piku w gestosci rozktadu predkosci dla v = 0,
ktory sugerowaltby, ze makroskopowa czes¢ atoméw znajduje si¢ w stanie podstawowym
uktadu. Na srodkowym rysunku wida¢ uktad w temperaturze nizszej niz temperatura
krytyczna T.. W rozktadzie jest wyrazny pik dla niskich predkosci, ale poza tym widaé
czastki o wyzszych predkosciach. Te czastki tworza chmure termiczng. Prawy rysu-
nek przedstawia kondensat w temperaturze bliskiej zera bezwzglednego. Praktycznie
wszystkie czastki znajduja sie w kondensacie. W 2001 roku Eric Cornell, Carl Wieman
i Wolfgang Ketterle zostali uhonorowani Nagroda Nobla za do$wiadczalng realizacje

kondensatu Bosego-Einsteina.
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Od tego czasu kondensat uzyskano w wielu roznych grupach badawczych, miedzy
innymi w Polsce, w laboratoriach FAMO w Toruniu w 2007 roku [7]. Atomy stosowane
w do$wiadczeniach to miedzy innymi rubid, sod, potas, lit, chrom, hel i wodor. Typowe
temperatury kondensacji wynosza od dziesigtek nanokelwinéw do kilku mikrokelwinow,
typowe gestoéci gazéw atomowych sa réwne okoto 10'2 — 10 atoméw na centymetr
szescienny, liczba czastek w kondensacie waha si¢ od kilku setek do kilku milionow.
Ksztalt kondensatu zalezy od ksztattu putapki, w ktérej trzymane sa atomy oraz sity
i znaku oddzialywan miedzy atomami. Spotyka si¢ kondensaty o symetrii sferyczne;j

(kuliste) oraz osiowej (ksztalt cygara lub dysku).

2.2 Otrzymywanie kondensatu

Otrzymywanie kondensatu Bosego-Einsteina przebiega w dwéch etapach. Najpierw
wstepnie schtodzone atomy sa poddawane chtodzeniu laserowemu w putapce magneto-
optycznej, a nastepnie przenoszone do putapki magnetycznej i chtodzone przez odpa-

rowanie. Ponizej opisano krétko oba sposoby chtodzenia.

2.2.1 Chlodzenie laserowe

Fotony niosa ped zwigzany z ich wektorem falowym k:
p = Ik, (2.1)

gdzie h to stala Plancka.

Podczas absorpcji fotonu atomowi przekazany jest ped réwny pedowi pochlonietego
fotonu. Nastepnie atom spontanicznie emituje foton w losowym kierunku. Po wielu
aktach absorpcji i emisji, wypadkowa sita zwigzana z emisja fotonéw dziatajaca na
atom usrednia si¢ do zera. Jezeli wiazka Swiatta pada na atom tylko z jednego kie-
runku, to efektywnie na czastke dziata tylko sita zwigzana z przekazem pedu podczas
absorpcji. Na tej zasadzie opiera sie idea chtodzenia laserowego [10]. Dla uproszcze-
nia opisze je dla przypadku jednowymiarowego. Dwie przeciwbiezne wiazki laserowe

o$wietlaja chmure atoméw. Czestosci promieniowania dobrane sg w taki sposob, aby
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Rysunek 2.3: Schemat putapki magnetooptycznej. Wida¢ trzy pary przeciwbieznych
wigzek laserowych oraz cewki wytwarzajace kwadrupolowe pole magnetyczne. Rysunek

pochodzi ze strony [9].

po uwzglednieniu efektu Dopplera, zwigzanego z predkoscia poruszajacego sie atomu,
odpowiadaty energii wzbudzenia atomdéw poruszajacych sie w kierunku zrodta wigzki.
Dzieki temu, swiatto absorbujg tylko atomy uciekajace z putapki. Atomy sg spowal-
niane, a wypadkowa sita, dziatajaca na czastke sprawia, ze atomy w takim uktadzie
zachowuja sie jakby ptynely w gestej cieczy, stad taki ukitad nazywany jest melasa
optyczna. W takim uktadzie spowolnione atomy poruszaja sie w obszarze przeciecia
wiazek atomowych (rysunek 2.3). Dodatkowo, aby uwiezi¢ atomy w jednym miejscu, w
uktadzie znajduja si¢ dwie cewki wytwarzajace pole magnetyczne o statym gradiencie
z zerowg warto$cia pola w centrum putapki. Pole wywoluje rozszczepienie zeema-
nowskie podpozioméw w atomach - tym wieksze im wieksze jest pole, czyli im dalej

atom znajduje sie od centrum putapki. Przy odpowiednim zsynchronizowaniu czesto-
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Sci wigzek mozna ochtodzié¢ gaz atomowy do temperatur rzedu setek mikrokelwinow.
Poniewaz przy pojedynczym procesie emisji spontanicznej fotonu atom zyskuje pewien
ped (skierowany przypadkowo) metoda ta nie pozwala na osiggniecie dowolnie niskich
temperatur. W doswiadczeniu stosuje si¢ uktad trzech prostopadtych par przeciwbiez-
nych wigzek i dwoch cewek wytwarzajacych kwadrupolowe pole magnetyczne. Taki
uktad nosi nazwe putapki magnetooptycznej, w skrocie MOT. Rysunek 2.3 przedsta-

wia schemat putapki magnetooptyczne;j.

2.2.2 Chlodzenie przez parowanie

m=-1 . m=-1

Rysunek 2.4: Schemat chlodzenia przez parowanie. Rysunek pochodzi ze strony [11].

Po schtodzeniu atoméw za pomoca laserow czastki s przepompowywane optycznie
do putapki magnetycznej i poddane chtodzeniu przez parowanie. Atomy utrzymywane
sg w kwadrupolowym polu magnetycznym. Idea chtodzenia opiera si¢ na zmianie orien-
tacji spinu najszybszych atoméw w uktadzie za pomocg promieniowania o czestosci ra-
diowej. Gdy zmienia si¢ spin czastki, zmienia si¢ znak oddzialywan zwigzanych z polem
magnetycznym i zamiast przyciagajacego potencjatu atom czuje potencjat o ksztatcie
odwréconej paraboli i ucieka z uktadu. W miare pozbywania si¢ wysokoenergetycznych

atomow czestosé jest zmniejszana, dzigki czemu usuwane sa coraz wolniejsze atomy, az
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do uzyskania temperatury kondensacji. Wazne jest dobranie odpowiedniego tempa wy-
rzucania atoméw, aby zachowana byta odpowiednia gesto$é gazu atomowego oraz aby
otrzymaé wtasciwa temperature. Schemat chtodzenia przez parowanie pokazany jest

na rysunku 2.4.

2.2.3 Doswiadczenia nad kondensatem Bosego-Einsteina

Kondensat opisany jest pojedyncza funkcja falowa. Oznacza to, ze caty obiekt ma
jedng staly faze. Przeprowadzono wiele waznych doswiadczen wykorzystujacych kon-
densat Bosego-Einsteina. Pokazano nature falowa kondensatu, miedzy innymi przepro-
wadzajac analog doswiadczenia Younga [12] i interferencje dwdch niezaleznych konden-
satow [13]. Wykazano istnienie wiréw w kondensacie [14]. Dostrzezono wiele analogii
z optyka nieliniowa, jak istnienie ciemnych i jasnych solitonéw [15, 16] oraz mieszanie
czterech fal [17]. Zaobserwowano efekt Josephsona [18], utworzono kondensat moleku-
larny oraz kondensat par Coopera [19]. Obecne metody doswiadczalne daja mozliwosci
wszechstronnego manipulowania kondensatem. Na przyktad: dzigki rezonansom Flesh-
bacha [20] mozna w szerokim zakresie kontrolowaé site oddzialtywan miedzy atomami,
a umieszczenie kondensatu w sieciach optycznych pozwala na badanie zjawisk beda-
cych wezesniej domena fizyki ciata statego, jak na przyktad przejscia Motta pomiedzy
metalem a izolatorem [21].

O ile kondensat ze wzgledu na skomplikowany proces otrzymywania i niezbyt dtu-
gie czasy zycia ma malte zastosowanie praktyczne i przemystowe, to ze wzgledu na
swoje wlasnosci jest uniwersalnym narzedziem badawczym, ktore moze poméc w zro-
zumieniu wielu procesow zachodzacych w uktadzie wielu cial, co ma duze znaczenie
dla wielu dziedzin fizyki. Zrozumienie i opis wynikéw doswiadczen nad kondensatem
Bosego-FEinsteina przyczynia sie do rozwoju metod fizyki teoretycznej. Opis zjawisk
zachodzacych w kondensacie oparty jest na mechanice kwantowej. Wyniki ekspery-
mentow pozwalajg zweryfikowaé zastosowanie metod symulacji uktadow kwantowych

ztozonych z wielu ciat.
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Rozdziat 3

Teoretyczny opis kondensatu

Teoretyczne podstawy opisu kondensatu Bosego-Einsteina w temperaturze bliskiej
zera sg dobrze znane - opisuje je metoda Bogoliubowa [22]. O wiele trudniejszym zada-
niem jest opis kondensatu Bosego-Einsteina w temperaturze wickszej od zera. Istnieje
wiele réznych podejsé do tego problemu. Jedna z nich jest metoda pdl klasycznych [1],
ktora zostata uzyta do symulacji sktadajacych sie na ta prace doktorska.

W tym rozdziale opisze metode stosowana w mojej pracy oraz przedstawie gtéwne
idee metody Bogoliubowa, ktorej naturalnym rozwinieciem jest metoda pol klasycz-

nych.

3.1 Kondensat Bosego-Einsteina - definicja Penrose’a
i Onsagera

Definicja kondensatu Bosego-Einsteina dla N oddziatujacych atoméw wedtug Pen-

rose’a i Onsagera [23] oparta jest na wlasnosciach jednoczastkowej macierzy gestosci
p(r,r'):

A

plr,r') = (U1(r)T(1")), (3.1)

gdzie Ui(r) oraz U(r) sa odpowiednio operatorami kreacji i anihilacji czastki w danym

punkcie przestrzeni, a oznaczenie < ... > okresla srednig po zespole statystycznym.
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Operatory te spelniaja bozonowe reguty komutacyjne:

A

[U(r), Ui (x)] = 6(r — 1), (3.2)

(W (), U(r')] = 0. (3.3)

Jednoczastkowa macierz gestosci jest hermitowska, dodatnio okreslona macierza i moze

by¢ zdiagonalizowana. Macierz gestosci w postaci diagonalnej wyglada nastepujaco:
p(r,1') = Zn@f(r)@(r/)a (3.4)
gdzie n; sa rzeczywistymi wartosciami wtasnymi, spetniajacymi warunek normalizacji:
> ni=N, (3.5)

a ¢;(r) sa ortonormalnymi funkcjami stanowiacymi baze w przestrzeni jednoczastkowe;.
Wartosci n; opisuja obsadzenie poszczegdlnych stanéw (liczbe czastek w danym stanie)
¢i(r). Przyjmuje sie, ze w uktadzie znajduje sie kondensat, jezeli jedna z wartosci
wlasnych jednoczastkowej macierzy gestosci, np. warto$¢ ng jest duza w porownaniu
z innymi wartosciami. Wtedy ¢o(r) odpowiada funkcji falowej kondensatu Bosego-

Einsteina, ng jest liczba czastek znajdujacych sie w kondensacie.

3.2 Metoda Bogoliubowa - opis kondensatu w tem-
peraturze bliskiej zera bezwzglednego

Metoda Bogoliubowa stuzy do opisu kondensatu Bosego-Einsteina w temperaturze
bliskiej zera bezwzglednego. W swojej pracy badatam tylko uktady w temperaturze
wigkszej od zera korzystajac z metody pol klasycznych. W tym rozdziale przedstawie
gtowne zatozenia metody Bogoliubowa, gdyz metoda pdl klasycznych jest jej natural-
nym rozszerzeniem.

W jezyku drugiej kwantyzacji hamiltonian oddziatujacego gazu bozonowego dany

jest nastepujacym wzorem:

H = / et () o (x) + / dedr B (1) I (VU (0 — ) D)D), (3.6)
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gdzie \iJT(r) i \i/(r) to odpowiednio operatory kreacji i anihilacji pola bozonowego a
U(r — r') wyznacza potencjal oddzialywania miedzy dwoma atomami. Niech hamilto-

nian H, opisuje uktad nieoddziatujacy:

h2
Ho— -2 A+ V(r,1), (3.7)

2m

gdzie h to stala Plancka, m masa atomu, a V(r,t) jest potencjatem zewnetrznym, w
ogblnosci zaleznym od czasu. W przypadku kondensatu Bosego-Einsteina mamy do
czynienia z uktadem, w ktéorym gaz atomowy jest schtodzony do bardzo niskich tem-
peratur i bardzo rozrzedzony. Typowa temperatura kondensatu jest rzedu dziesiatek
nanokelwinéw, a typowe gestosci atoméw w pulapkach wahaja sie od 10'% do 10
atomOw na centymetr szescienny. Ze wzgledu na niska gesto$é atomoéw w uktadzie,
w opisie kondensatu Bosego-Einsteina uwzgledniamy tylko procesy dwuciatowe. W
przypadku bardzo zimnych i rozrzedzonych gazow istotna role graja tylko zderzenia
centralne, ktére nie zalezg od szczegdtéw potencjatu oddzialywania, gdyz fala de Bro-
glie’a zwigzana z atomami jest tak rozmyta, ze atom ,nie czuje” szczegdltow potencjatu
oddziatywania. Centralne zderzenia opisywane sa pojedynczym parametrem, dtugoscia
rozpraszania w fali s oznaczanym symbolem a;. Warunkiem stosowania przyblizenia
krotkozasiegowego potencjatu jest mata gestos¢ atoméw, co znaczy, ze Srednia liczba
atoméw w objetosci rozpraszania musi by¢ niewielka — 7i|a,|®> << 1. W przypadku
typowego kondensatu Bosego-Einsteina ten warunek jest spetniony. Dodatkowo, w
niskich temperaturach, dtugo$¢ fali de Broglie’a jest bardzo duza - rzedu rozmiaréw
catego uktadu i potencjal oddzialtywania moze by¢ przyblizony, przez potencjat zero-
wego zasiegu:

Ul —r1')=gd(r — 1), (3.8)

gdzie g = 4wh*a,/m jest stalg sprzezenia. Dla dodatnich wartodci a, potencjal ,efek-
tywnie” dziata jak oddziatywanie odpychajace, a dla ujemnych wartosci as jak oddzia-
tywanie przyciggajace.

W zerowej temperaturze wszystkie czastki w uktadzie znajduja sie w stanie pod-
stawowym. Gléwna idea metody Bogoliubowa opiera sie na zastapieniu operatoréw

anihilacji i kreacji czastek w kondensacie przez zespolong amplitude. Prowadzi to do
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opisu uktadu w ramach przyblizenia $redniego pola. W tym przyblizeniu operator pola

bozonowego \if(r) zostaje zapisany w nastepujgcej postaci:

U = &(r) + 6U(r), (3.9)
gdzie ®(r) jest zespolona funkcja opisujaca kondensat, a 5\11(1') jest ,niewielky” czesdcia
operatorowa opisujaca nieskondensowane atomy. W przypadku temperatur bliskich
zera bezwzglednego zakltadamy, ze znaczna wiekszo$¢ atomow znajduje sie w konden-
sacie i czes¢ operatorowa traktujemy jako zaburzenie.

Po opuszczeniu wyrazoéw operatorowych, réwnanie Heisenberga (ihd, ¥ = [¥, H))
wyznacza ewolucje czasowg kondensatu. Funkcja falowa kondensatu spetnia nieliniowe
rownanie Schrodingera, zwane réwnaniem Grossa-Pitajewskiego:

ih%@(r,t} - (—;—mw FV(r,t) + gN|<D(r,t)]2) O(r, ). (3.10)

Stacjonarne rozwigzanie réwnania (3.10) dane jest wzorem:

B(r, £) = B (r)exp(—LL), (3.11)

gdzie p jest potencjatem chemicznym. Po podstawieniu rozwigzania (3.11) do réwnania

Grossa-Pitajewskiego (3.10) dostajemy nastepujace rownanie:
h2
u®do(r) = (—%VQ + V(r,t) + gN|<I>0(r,t)|2) Py (r). (3.12)

Gdy energia oddzialywania jest znacznie wigksza niz energia kinetyczna, mozna za-
stosowaé przyblizenie Thomasa-Fermiego i zaniedba¢ czton z energig kinetyczna. Stad
dostajemy wzér na postac profilu gesto$ci kondensatu:

_ H— V(I‘,t)

Oy (r,t)|?
| 0(r7 )| gN

, (3.13)

w obszarze, gdzie prawa strona przyjmuje wartosci dodatnie. W pozostatym obszarze
|®o(r)|?> = 0. W przypadku jednorodnego gazu w pudetku z periodycznymi warunkami

brzegowymi potencjat chemiczny uktadu jest rowny:

p = gN|®o(r)]* = = (3.14)
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a funkcja falowa kondensatu przyjmuje nastepujaca postac:
Oy(r) =4/ = (3.15)

gdzie V' jest objetoscia pudetka. W kolejnym przyblizeniu rozktadamy czes¢ operato-
rowa wzoru (3.9) w bazie fal ptaskich:
~ 1 )
oW =—=) ™y, (3.16)
vV K40
gdzie ay jest operatorem kreacji czastki o pedzie hk. Operatory te spetniajg bozonowe
reguty komutacyjne:

[dk’7 d;[(] = 5kk’7 (317)
i, ] = 0. (3.18)

Ze wzgledu na periodyczne warunki brzegowe w pudetku wektor falowy dany jest na-

stepujacym wzorem:

2mn, 2mn, 2mn
k = a Y z 3.19
< Ly’ L, " L. ) ( )

W pierwszym rzedzie rachunku zaburzen (w hamiltonianie uwzgledniamy tylko wyrazy

kwadratowe w ay i &IT() z rownania Heisenberga dostajemy réwnania na operatory dy:

iy = i+ T+ —al . (3.20)
Przeksztalcamy te rownania zgodnie z kanoniczng transformacjg Bogoliubowa:
i = wche M v bl et/ (3.21)

gdzie uy 1 vy sg pewnymi funkcjami skalarnymi, € jest energig elementarnego wzbudze-

nia. Operatory b spetniaja bozonowe reguty komutacyjne jesli spelniony jest warunek:
luge|* — || = 1. (3.22)

Operatory b i Z;L sg wtedy odpowiednio operatorami anihilacji i kreacji kwaziczastek
Bogoliubowa. Po podstawieniu operatoréw do réwnania (3.20) otrzymuje sie nastepu-

jace wyrazenie Bogoliubowa na energie wzbudzen:
RVGES A 2 /gN\?
“= 1\ om TV v
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Dla malych wartosci k energia wzbudzen kwaziczgstek jest liniowg funkcjg pedu. Li-
niowa relacja dyspersyjna, zgodnie z kryterium Landaua, prowadzi do nadciektosci
uktadu. Dla duzych k energia kwaziczastek jest kwadratowa funkcja pedu, tak jak w
przypadku czastek swobodnych. Moduty funkcji ux i vk sa jednoznacznie okreslone
przez warunek normalizacyjny (3.22) i réwnania ruchu powstate przez podstawienie

wzoru (3.21) do wzoru (3.20):

1 €k
2m |4
1 €
2 _ 2|k
oef* = 3 <¥ o 1) . (3.25)

Wartosci funkeji uy i vk znane sg tylko z doktadnoscig do fazy. W ten sposob metoda
Bogoliubowa pozwala na wyznaczenie funkcji falowej kondensatu oraz widma wzbu-

dzen.

3.3 Metoda pdl klasycznych

Metoda pol klasycznych jest rozwinigciem idei Bogoliubowa na przypadek tempera-
tur wigkszych od zera. W tym wypadku nie tylko stan podstawowy jest makroskopowo
obsadzony, istotne obsadzenie majg rowniez stany o wyzszych energiach. Gtéwnym za-
tozeniem metody pdl klasycznych jest zastapienie wszystkich operatoréw kreacji i ani-
hilacji odpowiadajacych jednoczastkowym stanom o makroskopowych obsadzeniach,
c-liczbowymi amplitudami i zaniedbanie wszystkich stanéw, ktorych obsadzenie jest
mate (zwykle jest to niewielka frakcja atoméw o wysokich energiach), jak pokazano
ponizej: '

U= tyd; —» U = i: Vi, (3.26)
i i=0
gdzie a; to c-liczbowe amplitudy. Wszystkie stany o ¢ > 1,,4, zaniedbujemy, gdyz ich
obsadzenie jest nieistotne.

Ten wzoér mozna stosowacé dla dowolnego uktadu z dowolnym potencjatem putapku-

jacym, o ile znane sg wektory wlasne jednoczastkowej macierzy gestosci tego uktadu.

Metode wygodnie jest wyjasni¢ na przyktadzie pudetka z periodycznymi warunkami
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brzegowymi. W tym przypadku znane sa funkcje wtasne jednoczastkowej macierzy
gestosci. Rozwazmy jako przyktad N atomowy gaz bozonowy zamkniety w pudetku z
periodycznymi warunkami brzegowymi. W jezyku drugiej kwantyzacji uktad opisany
jest hamiltonianem (3.6) a operatory kreacji i anihilacji pola spelniaja bozonowe reguty

komutacyjne (3.2,3.3). Réwnanie Heisenberga przyjmuje nastepujaca postac:

~ ~

2
iho, U (r,t) = —;—mV2\I/(r,t) + gN\If(r,t)T\If(r,t)\I/(r, t). (3.27)

W pudetku z periodycznymi warunkami brzegowymi naturalna baze stanowia fale pta-

skie. Operator pola bozonowego roztozony w tej bazie wyglada nastepujaco:
. 1 ,
U t) = —= > e ®at), (3.28)
v g

gdzie ay(t) jest operatorem anihilacji czastki o pedzie k i spelnia bozonowe reguty
komutacyjne. Po podstawieniu do réwnania Heisenberga (3.27) otrzymujemy nieskon-

czony uktad nieliniowych réwnan na operatory anihilacji czastek o danym pedzie:

ihk? 1gN . . .
a(t) — == il ()ag (t)arcsqa (t) (3.29)

q,9’

8,5&1( (t) - —

Pelne rozwigzanie tego problemu jest nie znane. Aby go rozwigza¢ stosujemy metode
pol klasycznych - zastepujemy operatory anihilacji wszystkich modéw, ktérych obsa-

dzenie jest makroskopowe przez liczby zespolone:
ka — V Nak. (330)

Kwadrat modutu amplitudy modu |ax|* daje wzgledne obsadzenie modu o pedzie k.
Zgodnie z ideg metody, w obliczeniach ograniczamy sie tylko do pewnej liczby modéw.
Liczb¢ modow, ktére bierzemy pod uwage w symulacjach wyznacza nam siatka, na
ktérej rozwigzujemy numerycznie réwnanie. Krok przestrzenny siatki A, wyznacza
maksymalny ped dostepny w uktadzie:

™

Kmaz = ~—- 31
max Ar (33)

Maksymalny ped wyznaczony przez A, nazywamy pedem obciecia. W przypadku
uktadu jednorodnego liczba punktow siatki jest rowna liczbie fal ptaskich, ktore uwzgled-
niamy w ewolucji uktadu. Po podstawieniu klasycznych amplitud i opuszczeniu czeg-

Sci operatorowej otrzymujemy skonczong liczbe rownan opisujacych ewolucje czasowa
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ukladu:

Bt = — T at) - X3 0 (g (Bresq o) (3.32)

2m ’
q,q
Mozemy zwing¢ powyzszy uktad réwnan podstawiajac do wzoru nastepujacag funkcje

falowa pola $redniego:
1 )
U=—) aqe ™, 3.33
Y (333)

Po takim podstawieniu, ewolucje funkcji ¥(r, ¢) opisuje réwnanie Grossa-Pitajewskiego:

z’h%\lf(r,t) = (—j—mw F V() + gN\\IJ(r,t)\2> U(r,t). (3.34)

Wazng cechg tego rownania jest to, ze ewolucja dowolnego stanu o danych parametrach:
wielkosci siatki, dtugosci rozpraszania i wielkosci pudetka, prowadzi uktad do stanu
rownowagi termodynamicznej. W odréznieniu od metody Bogoliubowa, w metodzie
pol klasycznych funkcja falowa W opisuje zaréwno kondensat jak i chmure termiczng.
Aby rozdzieli¢ kondensat i mody wzbudzone postugujemy sie kryterium Penrose’a i
Onsagera. Identyfikujemy kondensat jako stan odpowiadajacy najwiekszej wartosci

wlasnej jednoczastkowej macierzy gestosci:
p(r,r’) = U(r) ¥(r), (3.35)

Aby rozdzieli¢ kondensat i chmure termiczng usredniamy po czasie jednoczastkows

macierz gestosci:

1 t+At
p(ry,ra) = E/ Vi (ry, 7)Y (re, T)dT. (3.36)

Usrednianie macierzy gestosci niszczy koherencje miedzy modami wlasnymi i przepro-

wadza klasyczne pole ze stanu czystego w stan mieszany. Po diagonalizacji macierzy

gestosci otrzymujemy:

p(ri,rz) = Z ni¢; (r1)¢i(ra), (3.37)
gdzie ¢;(r) sa jednoczastkowymi orbitalami a n; ich wzglednymi obsadzeniami. Stan
o najwiekszym wzglednym obsadzeniu jest kondensatem, a pozostale stany tworza
chmure termiczng.

Proces usredniania macierzy gesto$ci odpowiada fizycznemu pomiarowi, polegaja-

cemu na robieniu zdjecia chmury atomow - kamera ma skonczony czas wykonywania
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zdjecia (rzedu milisekund) oraz skonczona rozdzielczo$¢é przestrzenna (piksele kamery
maja wielkosci rzedu mikrometréw). W przypadku jednorodnego uktadu z periodycz-
nymi warunkami brzegowymi analiza macierzy gestosci jest bardzo prosta. Stanami
wlasnymi jednoczastkowej, usrednionej po czasie macierzy gestosci sa fale ptaskie a
ich obsadzenia to usrednione po czasie kwadraty moduléw amplitud poszczegdlnych
modow ny =< |ak(t)]* >.

Energie poszczegdlnych modéw wyznacza wzor podobny do wzoru Bogoliubowa

(3.23):
k2 gNo\o (g0’
x = +22) — ([ £2
2m V V

gdzie Ny to liczba atoméw znajdujacych sie w kondensacie.

1
2

, (3.38)

Metoda pdl klasycznych wprowadza kolejny parametr opisujacy uktad, oprocz ener-
gii i geometrii uktadu. Jest nim ped obcigcia k... Parametr ten wyznaczony jest przez
rozmiar uktadu oraz liczbe punktow siatki, ktore okreslaja krok przestrzenny. Stad,
na podstawie przyjetego kroku przestrzennego wyznaczamy k., (wzor (3.31)). Liczba
stanow uwzglednionych w ewolucji, a co za tym idzie, liczba punktow siatki bezposred-
nio méwi o liczbie czastek w uktadzie. Nalezy zaznaczy¢, ze w réwnaniu wystepuje
parametr g, ktory jest iloczynem liczby atoméw N i sity sprzezenia g. Wielkosci g i
N nie wystepuja w rownaniu Grossa-Pitajewskiego niezaleznie. To, jaka doktadnie jest
sita sprzezenia i ile jest czastek w uktadzie mozemy ustali¢ dopiero po wygenerowaniu
stanu. Gléwna ideg metody pdl klasycznych jest uwzglednienie w obliczeniach tylko
stanéw, ktérych obsadzenie jest makroskopowe. W przypadku pudetka z periodycz-
nymi warunkami brzegowymi jest to tatwe, gdyz znamy stany wtasne takiego uktadu
- sg to fale ptaskie. W przypadku gdy uktad nie ma takiej symetrii powinno sie ko-
rzysta¢ ze stanow wlasnych odpowiedniej macierzy gestosci. Czesto wyliczenie tych
stanéw jest skomplikowane. Pokazano, ze dobre wyniki daje obliczenia prowadzone w
bazie sktadajacej sie z pewnej liczby fal ptaskich. Jezeli przyjety zestaw fal ptaskich do-
brze oddaje stany wlasne uktadu, wyniki sa doktadne. Jedyna réznica polega na tym,
ze czesé nieklasyczna (stany o znikomym obsadzeniu) ma niewielkie niezerowe rzuty

na wybrana baze fal ptaskich, dlatego kilka stanéw o najmniejszych warto$ciach wta-
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snych odrzucamy w koncowej analizie. Algorytm opisu kondensatu Bosego-Einsteina

w metodzie pél klasycznych wyglada nastepujaco:
e tworzymy stan réwnowagowy, o danej energii, w uktadzie o zadanej geometrii;

e diagonalizujemy usredniong jednoczgstkowa macierz gestosci i otrzymujemy war-

tosci wlasne;

e znajdujemy ostatni klasyczny stan w uktadzie (stan, ktérego obsadzenie jest od-

powiednio duze);

e zakladajac, ze obsadzenie ostatniego stanu ma by¢ makroskopowe, czyli musi

sie w nim znajdowa¢ pewna liczba czastek Ny mozemy napisaé nastepujaca

proporcje:
Nnkmaac - Nkmaaﬂ (339)

gdzie ny, . jest wartoscia wlasna odpowiadajaca ostatniemu klasycznemu sta-
nowi (stanowi, ktéry ma istotne obsadzenie), czyli wzglednym obsadzeniem tego

stanu.

Dobranie odpowiedniego pedu obciecia k4, 1 co za tym idzie pokazanie, jakie jest
minimalne dopuszczalne obsadzenie stanu, aby mogl byé uznany za klasyczny jest
skomplikowanym zagadnieniem. Jest wiele podej$¢ do tego problemu. W tej pracy
omé6wie jedno opisane w pracach grupy warszawsko-biatostockiej [29, 30].

Wyznaczenie pedu obciecia zalezy od temperatury, stanu jaki badamy oraz geo-
metrii uktadu. W pracy [29] autorzy dobieraja ped obciecia tak, aby temperatura
krytyczna wyliczona za pomocg metody pol klasycznych zgadzata sie z temperatura
krytyczna nieoddziatujacego gazu bozonowego dla danej putapki. Opieraja si¢ tu na
zalozeniu, ze temperatura krytyczna stabo zalezy od sity oddziatywan miedzy atomami
i jest bliska tej dla gazu nieoddziatujacego (dla typowego przypadku gazu bozonowego
réznica wynosi okoto 5%). Autorzy pokazuja, ze dla przypadku tréjwymiarowego pu-
detka z periodycznymi warunkami brzegowymi, optymalne obsadzenie ostatniego stanu
klasycznego powinno wynosi¢ okoto Ny = 0.7 czastki. W kolejnej pracy [30] autorzy

pokazali, ze w rozktadzie kanonicznym, w metodzie p6l klasycznych mozna tak dobra¢
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ped obciecia, zeby wyniki zgadzaly sie z kwantowym opisem kondensatu w niezerowej
temperaturze dla gazu nieoddziatujacego. Obliczenia zostaly przeprowadzone dla roz-
nych temperatur i r6znych geometrii uktadu. W przypadku jednowymiarowej putapki
harmonicznej baze oscylatorowa nalezy ograniczy¢ do standéw o liczbie kwantowej nie

wickszej niz:
1
Nmaz = 7>
hw(

gdzie Npq. jest gtéwna liczbg kwantowsa, w jest czestoscia putapki harmonicznej, 5 =

(3.40)

1/kgT, kg jest stata Boltzmana a T to temperatura. W przypadku dwu- i tréjwymia-
rowych uktadow opis jest bardziej skomplikowany, gdyz dochodzi degeneracja stanow.

W przypadku wiekszej liczby wymiaréw wzér na ped odciecia wyglada nastepujaco:
hwnmamﬁ = [C(D)<D - 1)(D - 1)!]1/(1)71)7 (341)

gdzie D jest wymiarowoscia uktadu a ((D) jest funkcja zeta Riemana. Powyzszy wzor
zalezy tylko od temperatury i geometrii uktadu. Majac wzér na n,,,, wiadomo ile funk-
cji oscylatorowych nalezy uwzgledni¢ w obliczeniach. Majac dang warto$é¢ n,,q, mozna
rowniez policzy¢ ile czastek znajduje sie w modzie o tym pedzie. Stosujac powyzsza
metode pokazano, ze dla optymalnego wyboru bazy, w przypadku tréjwymiarowej pu-

tapki harmonicznej liczba czastek w ostatnim modzie wynosi okoto: N, = 0.48.

Nmaz
Wielko$¢ ta praktycznie nie zmienia sie z temperatura w zakresie temperatur (0,7,),
gdzie T, to temperatura krytyczna. Analogiczne obliczenia zostaty przeprowadzone
dla pudetka z periodycznymi warunkami brzegowymi. W przypadku tréjwymiarowego

pudetka wzor na ped obciecia wyglada w nastepujaco:

e e

2m

; (3.42)

Wartoéci parametru 577 |Kpaz|/2m wynosza odpowiednio dla jedno-, dwu i tréjwymia-
rowego uktadu 0.29, 0.68, 1.34. W przypadku tréojwymiarowym odpowiada to obsa-

dzeniu ostatniego stanu klasycznego Ny = 0.75 czastki na mod, wielkos¢ ta jest

max

praktycznie stata dla temperatur z przedziatu od 0 do 0.57,, dla wyzszych wartosci T

jest troche mniejsza. Warto$¢ ta zgadza sie z wynikami przedstawionymi w pracy [29].
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3.4 Inne metody opisu BEC w temperaturze wiek-
szej od zera bezwzglednego

Istnieje kilka innych podej$é¢ do opisu kondensatu w skonczonej temperaturze. W
tym podrozdziale opiszemy kréotko kilka innych metod.

Réwnolegle z praca [1] ukazata si¢ praca grupy oxfordzkiej [31], w ktorej zapro-
ponowano metode opisu kondensatu w temperaturze wigkszej od zera bezwzglednego.
Metoda ta rézni sie od metody pél klasycznych jedynie drobnymi szczegbétami w imple-
mentacji numerycznej. W szczegélnosci autorzy uzywaja innej techniki do wyznaczenia
temperatury uktadu. Aby ograniczy¢ dynamike jedynie do klasycznych modow pola, w
kazdym kroku symulacji stosowana jest technika rzutowania pola atomowego na arbi-
tralnie wybrane mody. Metoda ta, znana jest pod nazwa ,Projected Gross-Pitaewski
equation”.

Metoda grupy francuskiej [32] opiera sie na opisie skondensowanego gazu za po-
moca Wignerowskiej reprezentacji N-czastkowego operatora gestosci. Jest ona de facto
odmiang metody poél klasycznych dla przypadku kanonicznego opisu kondensatu: kon-
densat Bosego-Einsteina znajduje sie w rownowadze termodynamicznej ze zbiornikiem
cieplnym.

Istnieje réwniez metoda kanadyjsko-japoriska [33]. W tej metodzie uktad podzie-
lony jest na dwa sktadniki: kondensat, ktorego ewolucje opisuje réwnanie Grossa-
Pitajewskiego, oraz chmure termiczna opisang za pomocg funkcji rozktadu w prze-
strzeni fazowej. Réwnania opisujace dynamike kondensatu i chmury termicznej sa ze
sobg sprzezone przez czton umozliwiajacy wymiane atoméw miedzy sktadnikami. Naj-
wiekszym sukcesem tej metody byt opis zaleznosci czestosci drgan wtasnych kondensatu
i chmury termicznej od temperatury ukltadu [34].

Wszystkie wspomniane wyzej metody skupiaja sie na opisie przypadkéw stacjo-
narnych. W swojej rozprawie doktorskiej pokazatam, ze metoda pél klasycznych daje

dobre wyniki rowniez w przypadku uktadéw dynamicznych.
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Rozdziatl 4

Kwantowa destylacja kondensatu
Bosego-Einsteina — wyniki

numeryczne

4.1 Wstep

W tym rozdziale przedstawi¢ wyniki numeryczne dotyczace kwantowej destylacji
kondensaty Bosego-Einsteina. W uktadzie, w ktérym znajduje sie pojedynczy konden-
sat zostalo wytworzone nowe minimum, oddzielone od starej studni bariera. Wysokosé
i grubos¢ bariery zostata dobrana w taki sposéb, aby atomy z kondensatu nie mogty
bezposrednio przeptyna¢ do nowej studni. Roéwniez prawdopodobienstwo tunelowania
atoméw przez bariere jest bardzo mate. W tym rozdziale pokaze w jaki sposob uktad
dowiaduje sie o nowym stanie podstawowym i jaki jest mechanizm przeptywu czastek
do nowego minimum.

Symulacje numeryczne zainspirowane zostaly doswiadczeniem [35] wykonanym w

laboratoriach MIT przez grupe Wolfganga Ketterlego.

30



(@ (b) (©

Rysunek 4.1: Schemat destylacji kondensatu Bosego-Einsteina w podwdjnej studni
potencjatu. (a) Kondensat zostal umieszczony w pojedynczej putapce optycznej. (b)
Nastepnie putapka zostata przeksztatcona: utworzono nowe minimum i obnizyta sie
bariera miedzy studniami. (c) Atomy przemieszczaja sie do prawej studni. (d) Stan
koncowy, kondensat znajduje sie w prawej studni. Potencjal opisany jest nastepujacymi
parametrami: dU - réznica gltebokosci miedzy studniami oraz V, - wysoko$¢ bariery

pomiedzy studniami, liczona od dna lewej studni.

4.1.1 Doswiadczenie

Schemat do$wiadczenia [35] przedstawia rysunek 4.1. W pulapce magnetyczne;
zostal wytworzony kondensat skladajacy sie z atoméw sodu *Na w stanie | F =
1,mp = 1 >. Nastepnie atomy przeniesiono do pulapki optycznej (rysunek 4.1a).
Gleboko$¢ pojedynczej putapki wynosita U = kg x 2400nK a jej czestotliwodcei ra-
dialna i osiowa, odpowiednio 830H z i 12.4Hz. Potencjat chemiczny kondensatu wy-
nosit y = kp x 300nK. Liczba atoméw skondensowanych wynosita Ny = 1.1 x 106,
Poniewaz w doswiadczeniach trudno doktadnie okresli¢ liczbe skondensowanych ato-
méw przyjmuje, ze w kondensacie znajdowato sie od 90% do 100% atoméw. Nastepnie
potencjal putapkujacy zostal adiabatycznie przeksztalcony i wytworzono w nim nowe
minimum w postaci prawej studni (rysunek 4.1b). Nowy potencjal charakteryzuja na-
stepujace wielkosci: Vj, - wysokos$¢ bariery mierzona od dna lewej studni, dU - gltebokosé
prawej studni oraz d = 15.9um - odleglo$¢ miedzy studniami (rysunek 4.1d). Potencjat
chemiczny jest mniejszy od wysokosci bariery. Dodatkowo parametry putapki zostaty
dobrane tak, aby prawdopodobienstwo tunelowania byto zaniedbywalne.

Podczas ewolucji zaobserwowano przeniesienie kondensatu z lewej studni i pojawie-
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nie sie go w prawej studni. Kondensat zaczal pojawia¢ sie w prawej studni po czasie
okoto 0.4sek. Po czasie 3.5sek w prawej studni znajdowalo sie ok. 50% atomdéw. W
lewej studni pozostata bardzo niewielka frakcja kondensatu (rzedu 4000 atoméw) czyli
uktad jeszcze nie osiggnal stanu réwnowagi. Autorzy badali liczbe atoméw skonden-
sowanych w prawej i lewej studni oraz temperature w obu studniach w funkcji czasu.
Poniewaz uktad w czasie ewolucji nie jest w stanie rownowagi, jako temperature przy-
jeto stosunek liczby atomow skondensowanych do catkowitej liczby atoméw w danej
studni. Zauwazono, ze po skonczeniu doswiadczenia catkowita liczba atomoéw wynosita
0.6 x 105 atoméw, czyli mniej niz wynikaloby z czasu zycia kondensatu (ok. 12sek).
Roéwniez zmiana temperatury uktadu byta mniejsza niz przewidywano. Prawdopo-
dobnie zwiazane jest to z parowaniem wysokoenergetycznych czastek. Wyniki zostaty
zinterpretowane jako destylacja: kondensat w lewej studni paruje, nastepnie wysoko-
energetyczne atomy z chmury termicznej przeptywaja ponad bariera i kondensuja w
nowej studni. Taka interpretacja implikuje catkowicie niekoherentny transfer atomow

z jednej studni do drugie;j.

4.2 Obliczenia numeryczne

Celem badan byto teoretyczne zbadanie procesu destylacji. Aby uprosci¢ problem,
ograniczytam sie do przypadku jednowymiarowego. W modelu zachowane zostaty war-
tosci niektorych parametrow zastosowanych w eksperymencie, np: poczatkowa frak-
cja atoméw skondensowanych, wysoko$¢ potencjatu putapkujacego, wysokos¢ bariery
miedzy studniami, réznica gtebokosci studni, potencjat chemiczny, itd. Przejscie z
przypadku tréojwymiarowego do jednowymiarowego moze wplynaé¢ na wyniki symu-
lacji, dlatego wyniki symulacji nie powinny by¢ ilosciowo poréwnywane z wynikami
eksperymentu [35]. Przypuszczam jednak, ze oba przypadki sa do siebie podobne a
wyniki beda sie r6zni¢ tylko iloSciowo nie jakosciowo. W obliczeniach stosowatam me-
tode split-operator, bazujaca na rozktadzie Fourierowskim funkcji falowej. Obliczenia
byly przeprowadzane w ograniczonej bazie fal ptaskich.

W symulacjach numerycznych wprowadzono nastepujace jednostki:
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e jednostka dtugosci - jako jednostke dtugosci przyjeto szerokos¢ studni ay = 12um;

e jako jednostke energii przyjeto charakterystyczna energie dla prostokatnej studni,

dang wzorem:

h2
o= ——. 41
°7 ma? (41)
i w przypadku atoméw sodu 2 Na wynoszaca ey = kg x 0.14nK;
e typowa jednostka czasu to:
h
to = —, 4.2
=2 (12

co dla powyzszej wartosci eq daje ty = 0.05sek.

4.3 Potencjalt pulapkujacy

W obliczeniach numerycznych przyblizono potencjat putapkujacy przez prostokatna
studnie o wygltadzonych brzegach (aby uniknaé¢ bledéw numerycznych na brzegach
studni). Taki ksztalt studni pozwala na latwa modyfikacje glebokosci studni oraz
wysokosci bariery miedzy studniami bez zmiany ich ksztattu. Dla stanu poczatkowego

potencjal numeryczny dany jest nastepujacym wzorem:
Vin(z, 21, 25) = hltgh(z — 1) — tgh(x — z3)], (4.3)

gdzie h jest wysokoscig putapki a x1 i x5 to potozenia krawedzi lewej studni, jak poka-

zano na rysunku 4.2 (linia z6tta). Potencjal zmienia sie w czasie zgodnie ze wzorem:
V(.’L t) = V;n(il?, L1, .%’2) + a(t)‘/;n(x, T3, 1’4) - b(t)‘/;n(l‘, L2, 333), (44>

gdzie parametr a(t) steruje glebokoscia prawej studni, b(t) odpowiada za wysokosé
bariery miedzy studniami, x3 i x4 sa potozeniami krawedzi prawej studni. W trakcie
transformacji potencjalu oba parametry zmieniajg sie liniowo. Glebokos¢ prawej studni
zmienia si¢ w czasie od wartosci 18000e (brak studni, ¢ = 0) do —3500eq (t = 10ty).
Poczatkowa wysoko$é¢ bariery wynosita 18000eq dla czasu t = 0. Koncowa wysokosé
bariery zmieniata si¢ w przedziale od 2600ey do 3500ey w zaleznosci od symulacji. Zero

energii liczone jest od dna lewej studni. We wszystkich przypadkach czas transformacji
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Rysunek 4.2: Potencjal V(x,t) w réznych chwilach transformacji (od gory: 0 to, 2 to,
4 tg, 6 to, 8 to 1 10 tg) w funkcji odlegtosci. Czas transformacji potencjalu wynosi
ty = 10tg. Wysoko$¢ bariery zmienia sie¢ od 18000ey, do 3500ey a gltebokos¢ prawej
studni zmienia sie od 18000¢y do -3500 eg.

potencjatu wynosi t; = 10ty. Potencjal putapkujacy dla réznych chwil czasu pokazany
jest na rysunku 4.2. Czas transformacji jest znacznie dtuzszy niz charakterystyczny

czas zwiazany z oddzialywaniami nieliniowymi (1/gNgy).

4.4 Przyblizenia

W symulacjach zostaly zrobione dwa bardzo istotne uproszczenia. Po pierwsze
ograniczono geometrie uktadu do jednego wymiaru. W do$wiadczeniu obie rozdzie-
lone barierg putapki miaty ksztatt cygar, ktorych dhugie osie byty rownolegte do siebie.
Transfer atoméw odbywat sie w kierunku prostopadtym do dtugiej osi. Tylko ten kieru-
nek zostal uwzgledniony w moich obliczeniach. Kierunek aksjalny, o stosunkowo matej
energii wzbudzen zostal pominiety. Po drugie zalozono, ze putapki maja ksztaltt prosto-
katnych studni o wygtadzonych brzegach. W tej czesci omdéwione zostana konsekwencje

tych uproszczen. W dyskutowanym uktadzie numerycznym parametry dobrano w taki
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sposob, aby prawdopodobienstwo tunelowania byto bliskie zeru. Prawdopodobienstwo
tunelowania jest proporcjonalne do nastepujacego wyrazenia:

2md?(Vy, —
R~ oy |20, (45)

gdzie p to potencjat chemiczny, d - szerokos¢ bariery, V;, - wysokos¢ bariery. Dla ba-
riery o wysokosci V;, = 2600¢q czas tunelowania wynosi t,, = 1/R = 0.5 x 10'%¢; a dla
bariery V;, = 3500¢eq - tyn = 0.33 x 102',. Przy calkowitym czasie ewolucji réwnym
t, = 10*ty wplyw tunelowania mozna zaniedbaé¢. W zwigzku z tym transfer atoméw po-
wyzej bariery moze nastapi¢ tylko na skutek szeregu wzbudzen poprzez stany posrednie
lezace ponizej bariery. Przy zaniedbaniu oddzialywan, poziomy wzbudzen jednoczast-
kowych zaleza od ksztaltu putapki, np: w putapce harmonicznej (jaka byla uzyta w
eksperymencie [35]) poziomy energetyczne sa réwnoodlegle. Dla czestosci radialnej
(fr = 830Hz) odlegto$¢ miedzy poziomami wynosi AE = kg x 36nK a dla czestosci
aksjalnej (f, = 12.4Hz2) - AE = kpx0.6nK. W przypadku studni prostokatnej réznica
miedzy sasiednimi poziomami energetycznymi roézni sie w zaleznosci od stanu, z kto-
rego czastka jest wzbudzana. W przypadku prostokatnej studni, energia wzbudzenia
ze stanu podstawowego wynosi AFE = kg X bnkK, ale energia wzbudzenia ze stanu o
energii rzedu wysokosci bariery (E ~ 3500¢eq) jest znacznie wieksza - AE = kg x T0nK.
Energie wzbudzen w prostokatnej studni sa okoto stu razy wicksze niz w przypadku
putapki harmonicznej. Zatozono, ze przez zmiane¢ geometrii putapki oraz usuniecie z
obliczen kierunku, w ktorym czastki tatwo sie wzbudzaja, skale czasowe wszystkich

procesow zwiekszg sie o dwa rzedy wielkosci.

4.5 Stan poczatkowy

Aby odtworzyé numerycznie eksperyment [35], w pojedynczej studni potencjatu
(rysunek 4.2, czerwony wykres) zostal przygotowany stan poczatkowy.

Przygotowanie stanu poczatkowego zaczetam od wytworzenia stanu podstawowego
dla poczatkowej putapki. Stan podstawowy otrzymatam za pomoca metody czasu uro-

jonego. Nastepnie stan podstawowy zostal zaburzony losowa faza i poddany termaliza-
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cji. Jak wspomniano wczesniej, swobodna ewolucja dowolnego stanu prowadzi do stanu
rownowagowego. Przeprowadzanie stanu o zadanej energii do stanu rownowagowego o
tej samej energii nazywamy termalizacjg. Aby upewnic sie, ze stan poczatkowy osig-
gnal rownowage termodynamiczng monitorowatam wartosci wlasne macierzy gestosci
w roznych chwilach czasu. Termalizacja koniczy sie, gdy wartosci wtasne dla réznych
chwil czasu fluktuuja wokot pewnej statej wartosci.

Energia stanu poczatkowego wynosita 1580.3eq i jest o 20% wieksza niz energia
stanu podstawowego. Stan poczatkowy zawiera 92% atomoéw skondensowanych. Pozo-
state atomy znajduja si¢ w stanach wzbudzonych i tworza chmure termiczng. Trudna
kwestiag jest wyznaczenie liczby czastek w uktadzie. Idea metody poél klasycznych za-
ktada uwzglednienie w obliczeniach tylko tych stanow, ktorych obsadzenie jest makro-
skopowe. W tym przypadku obliczenia sa przeprowadzane w ograniczonej bazie fal
ptaskich. Wszystkie stany, ktérych ped byt wigkszy niz ped obcigcia zostalty zanie-
dbane. Czes¢ nieklasycznych stanéw posiada nieznikajace rzuty na przestrzen rozpieta
przez wybrang baze fal ptaskich - stad w rozkltadzie jednoczastkowej macierzy gesto-
Sci stanu réwnowagowego pojawiaja sie bardzo mate wartosci wtasne. Liczba takich
wartosci jest mata w poréwnaniu z catkowita liczba funkcji bazowych i nie bratam ich
pod uwage w koncowej analizie wynikow. Podsumowujac, spektrum jednoczastkowej

macierzy gestosci dla stanu réwnowagi ma nastepujaca strukture:

e jedna, dominujaca warto$¢ wlasna, rowna wzglednemu obsadzeniu kondensatu

Ny /N;;

e wiele niewielkich wartosci wtasnych, odpowiadajacych obsadzeniu stanow ter-

micznych, w sumie te stany tworza chmure termiczna;

e kilka bardzo matych wartosci wtasnych odpowiadajacych stanom nieklasycznym,
ktore sg pominiete w analizie wynikow. Obecnosé tych stanéw wynika z uzycia
bazy fal ptaskich zamiast prawdziwych stanéw wtasnych jednoczgstkowej macie-

rzy gestosci.

Rysunek 4.3 (linia ciagla) pokazuje przyktadowy rozktad wartosci whasnych. Obsa-

dzenie kondensatu w tym stanie wynosi ok. 92%. W praktyce koniec plateau wartosci
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Rysunek 4.3: Wzgledne obsadzenie modéw dla stanu poczatkowego (czerwona, ciagla
linia) i stanu po skonczonej ewolucji, dla czasu t = 10000t (zielona, przerywana linia).
Pionowa linia pokazuje miejsce cut-offu dla stanu konicowego. Linia pozioma pokazuje
liczbe makroskopowo obsadzonych moddéw dla stanu poczatkowego. Liczba atoméw w

ukladzie jest réwna N = 2 x 10%. Wykres jest w skali logarytmiczne;j.

wlasnych wyznacza ostatni klasyczny mod i odpowiadajacy mu ped obciecia. Zna-
jac wzgledne obsadzenie ostatniego modu klasycznego mozna wyznaczy¢ liczbe czastek
w uktadzie. W obliczeniach przyjetam, ze liczba czastek w ostatnim modzie wynosi
Ny,... = 1. Jest to pewne przyblizenie, ale potencjal w rozpatrywanym uktadzie nie
jest ani harmoniczny, ani nie jest pudetkiem z periodycznym warunkami brzegowymi.
Inna wartos$¢ obciecia odpowiadataby uktadowi z inng liczbg czastek oraz inng sitg
oddziatywania miedzy atomami. Liczbe czastek wyznacza sie ze wzoru N = 1/n,,
gdzie n; jest ostatnig ,klasyczng” wartosciag wlasng. Dzieki temu obsadzenie wszyst-
kich stanow uzytych w ewolucji jest makroskopowe. Poprzednie badania pokazaly, ze
takie przyjecie wartosci pedu obcigcia daje wyniki zgodne z doswiadczeniami, jak na
przyktad z oszacowaniem temperatury krytycznej gazu.

W przypadku obliczen w stanie rownowagi termodynamicznej liczba makroskopowo

obsadzonych standéw pozostaje stata w czasie. W tym przypadku jest inaczej - stan
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uktadu zmienia sie dynamicznie. Po transformacji potencjatu uktad dazy do nowego
stanu rownowagi odpowiadajacemu wyzszej temperaturze niz poczatkowa, a liczba ma-
kroskopowo obsadzonych stanéw rosnie. Sa dwa sposoby uwzglednienia tej sytuacji:
pierwszy to dynamiczna zmiana liczby klasycznych stanow. Ten sposdb wigze sie ze
zmiang liczby punktow siatki w trakcie dynamiki i jest niezwykle trudny. Drugim spo-
sobem jest dobranie liczby stanéw tak, aby odpowiadata stanom o makroskopowym
obsadzeniu w chwili konicowej. W tych obliczeniach zastosowano drugie rozwiazanie.
Rysunek 4.3 pokazuje wzgledne obsadzenie modéw dla stanu poczatkowego (czerwona,
ciagla linia) i stanu po skonczonej ewolucji, dla czasu ¢t = 10000t (zielona, przery-
wana linia). Numer stanu, ktéry odpowiada ostatniemu makroskopowo obsadzonemu
stanowi w chwili konicowej jest zaznaczony linig pozioma. Wszystkie stany powyzej tej
linii majg makroskopowe obsadzenie (sa klasyczne). Taki cut-off daje liczbe atoméw
w uktadzie réwna N, = 2 x 10*. Jednakze dla takiej liczby czastek tylko pierwszych
91 modéw w stanie poczatkowym jest makroskopowo obsadzonych (pionowa linia na
rysunku 4.3). Pozostale stany sa nieklasyczne i nie stosuje sie do nich metoda pdl kla-
sycznych. Zostaly one uwzglednione, gdyz w pdzniejszej ewolucji stang sie klasyczne.
W tym miejscu nasuwa sie pytanie czy takie przyblizenie moze wptyna¢ na dynamike
uktadu.

Transfer atoméw do standéw o znikomym obsadzeniu zachodzi na skutek proce-
sow spontanicznych. Te procesy nie sa uwzglednione w metodzie pdl klasycznych,
ktora uwzglednia tylko procesy wymuszone. Obliczenia nie dawatyby dobrych wyni-
kow, gdyby wszystkie stany klasyczne znajdowalyby sie ponizej poziomu bariery. Aby
to sprawdzi¢, przypisalam energie stanom wtasnym jednoczastkowej macierzy gestosci

p(ry,r2). Aby to zrobi¢ badatam charakterystyczna czesto$é amplitudy danego stanu:
ai(t) = / 67 (1)U (x, £)dr. (4.6)

a;(w) = /e_mai(t)dt, (4.7)
gdzie ¢;(r,t) jest i-tym stanem wlasnym jednoczastkowej macierzy gestosci, a;(t) jest
amplituda i-tego stanu, a d;(w) rozktadem spektralnym amplitudy a;(¢). W przypadku

jednorodnego gazu pokazano, ze jednoczastkowe energie standéw policzone za pomoca
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metody poél klasycznych opisane sa wzorem Bogoliubowa-Popowa (3.38).
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Rysunek 4.4: Liczba atoméw w danym modzie w funkcji energii odpowiadajacej da-
nemu modowi dla stanu poczatkowego. Pionowa linia oznacza wysokosé¢ bariery pomieg-

dzy studniami, Vj, = 3500¢e,. Calkowita liczba atoméw w ukladzie wynosi N = 2 x 10%

atomow. Wykres jest w skali logarytmicznej.

Na rysunku 4.4 pokazane jest obsadzenie stanoéw o niskich energiach. Pionowa
linia pokazuje poziom bariery pomiedzy studniami. Jak wida¢ na rysunku 4.4, tylko
pierwsze kilka stanéw ma energie ponizej bariery. Pozostate stany maja wigksze energie.
Obsadzenie tych stanéw jest makroskopowe, a transfer atomow do tych stanéw jest
zdominowany przez procesy wymuszone i dlatego opis przy pomocy klasycznych modow
dobrze opisuje transport atomow do nowego minimum. Na rysunku 4.5 pokazany jest
rozktad gestosci funkcji falowej oraz wybrane wektory wtasne jednoczgstkowej macierzy

gestosci dla stanu poczatkowego.

4.6 Wiyniki

W tej czesci przedstawiam wyniki obliczenn numerycznych. Catkowity czas ewo-

lucji wynosi t. = 10000¢5. Podczas symulacji jednoczastkowa macierz gestosci jest
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Rysunek 4.5: Rozktad gestosci funkeji falowej (a) oraz wybrane wektory wlasne usred-
nionej macierzy gestosci (b) - (f) dla stanu poczatkowego w funkeji polozenia. Krawe-
dzie studni - 1 = —2ag i 9 = —lay. Obsadzenie stanéw wtasnych jest nastepujace:
ng = 92.56% (b), n; = 3.84% (c), na = 0.90% (d), ng = 0.53% (e) i ng = 0.4% (f).

Wszystkie wektory wlasne sa zlokalizowane w lewej studni.

usredniana po czasie At = 0.1ty, ktory odpowiada 0.5 msek. Jest to czas poréwny-
walny z czasem pomiaru. Dtuzsze usrednianie macierzy gestosci nie wpltywa na wyniki.
Transfer atoméw do nowego minimum mozna obserwowa¢ na roézne sposoby. Jednym
ze sposobow jest monitorowanie zaleznosci energii potencjalnej od czasu. Energia po-

tencjalna dana jest nastepujacym wzorem:
By = / U (2)V (2)U(x)da, (4.8)

gdzie V(x) jest potencjalem putapkujacym. Gdy czastki zaczynaja pojawiaé sie w
obszarze nowego minimum energia potencjalna zaczyna spadac¢. Jest to zwiazane z
wartoscia potencjalu w tym obszarze — V(x) = —3500. Na rysunku 4.6 pokazano
wykresy energii potencjalnej uktadu w funkcji czasu dla réznych koncowych wysoko-
Sci bariery. Nagly spadek wartosci energii potencjalnej jest zwiazany z przeptywem

atoméw do nowego minimum. We wstawce na rysunku 4.6 pokazano czas przejscia
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Rysunek 4.6: Energia potencjalna w funkcji czasu dla réznych koncowych wysokosci
bariery. Wykresy odpowiadaja wysoko$ciom bariery (od lewej): V, = 2600¢eq, Vj =
2800eq, V; = 3000¢eq, V;, = 3200ey oraz V, = 3500¢ey. Glebokosé prawej studni wynosi

dU = —3500ey. We wstawce czas przejscia w funkcji koncowej wysokosci bariery.

dla réznych koncowych wysokosci bariery. Dla badanych koncowych wysokosci barier
czas przejscia wzrasta liniowo wraz ze wzrostem wysokosci bariery V;,. Rysunek 4.7
przedstawia zmiane procentowej liczby atoméw w réznych obszarach putapki (w ob-
szarze prawej studni, lewej studni oraz bariery) w czasie. Liczbe atoméw uwiezionych

w danym obszarze mozna przyblizy¢ wzorem:

Nloe — / Y (e, ) e, (4.9)

gdzie z; i x5 to odpowiednio potozenie poczatku i konca danego obszaru. Trzeba za-
znaczy¢, ze ten wzor daje nieco zawyzony wynik. Brane sg pod uwage nie tylko atomy
uwiezione na przyktad w lewej studni ale, réwniez te czastki, ktére znajduja si¢ powyzej
bariery i moga poruszaé sie w obrebie catej putapki a akurat w tej chwili znajdowaty
sie nad lewa studnia. Naglemu spadkowi energii potencjalnej uktadu (rysunek 4.7)
towarzyszy szybki przeptyw atoméw do obszaru nowego minimum. Zaraz po przepty-

wie liczba atoméw w lewej studni i w obszarze bariery stabilizuje si¢ na tym samym
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Rysunek 4.7: Wzgledna liczba atoméw w obszarze lewej i prawej studni oraz w obszarze
bariery w funkcji czasu. Wysokos¢ bariery wynosi V, = 3500ey a glebokos¢ nowej,

prawej studni dU = —3500e.

poziomie. Na rysunku 4.8 pokazano frakcje kondensatu w lewej i prawej studni (obsa-
dzenie stanu podstawowego danej studni). Liczba skondensowanych atoméw w prawe;
i lewej studni jest znormalizowana do liczby atoméw w danym obszarze. Normalizacja
jest rozna w obu studniach i zmienia si¢ w czasie. Frakcja skondensowanych atomow
w danej studni jest odwrotnie proporcjonalna do ,temperatury” w danej studni - im
wieksza jest frakcja kondensatu tym nizsza jest ,temperatura”. Z racji tego, ze uktad
nie znajduje si¢ w stanie rownowagi, nie mozna wyznaczy¢ prawdziwej temperatury
uktadu. Na podstawie rysunku 4.8 wyrdézniamy trzy fazy ewolucji uktadu (rysunek
4.8 przedstawia wyniki dla uktadu, w ktérym wysoko$é¢ bariery wynosi Vi, = 3500¢y a

gltebokosé nowej, prawej studni dU = —3500¢):

e czas 0—5000t, - atomy sa uwiezione w lewej studni i powoli si¢ wzbudzaja, liczba

atomow skondensowanych zmniejsza sie do ok. 80%;
e czas 5000 — 6000t - kondensat znika z lewej studni i pojawia si¢ w prawej studni;

e czas 6000 — 10000¢y - uktad dochodzi do stanu rownowagi termodynamicznej.
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Rysunek 4.8: Liczba atoméw w stanie podstawowym nowego i starego minimum, nor-
malizowana do liczby atoméw w danej studni. Uwaga: N!¢ < N oraz ng/N jest
mniejsze niz ng/N¢, gdzie N to catkowita liczba czastek w uktadzie a N to liczba

czastek w danym obszarze. Wysoko$¢ bariery wynosi V, = 3500eq a glebokos$¢ nowej,

prawej studni dU = —3500¢.

Ponizej opisane zostang poszczegdlne etapy destylacji kondensatu. Pokazane zostanie
jak kondensat znajduje nowe minimum i jaki jest mechanizm przeptywu. Ponizsze wy-
niki dotycza przypadku, gdy koncowa wysokos$é¢ bariery wynosi V;, = 3500¢y a koncowa

gleboko$¢ studni wynosi dU = —3500e.

4.6.1 Poszukiwanie nowego minimum

Kazdemu stanowi wlasnemu mozna przypisa¢ jego obsadzenie, ktore jest wartoscig
wlasng jednoczastkowej macierzy gestosci odpowiadajaca temu stanowi, oraz oszacowac
jego jednoczastkowsq energie. Wiedzac jak wygladaja stany wtasne hamiltonianu dla
prostokatnej studni potencjalu, mozna powiedzie¢, ze im wigksza jest liczba miejsc
zerowych funkcji falowej opisujacej dany stan, tym wieksza jest jego jednoczastkowa

energia. Stad piszac o stanie podstawowym i kolejnych stanach wzbudzonych mam na
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mysli ich potozenie na skali energii, ktére moge uszeregowac znajac ich funkcje wtasne,
a obsadzenie wyznacza odpowiadajaca danemu stanowi wartos¢ wtasna.

W dalszej analizie zastosuje dwa rézne uporzadkowania zbioru stanéw. Pierwszym
sposobem jest klasyfikacja na podstawie ich energii. W zastosowanym przeze mnie
algorytmie nie wyznaczam doktadnie energii poszczegdlnych standéw, ale na podstawie
ksztaltu odpowiednich funkeji whasnych (liczba zer funkcji falowej) jestem w stanie
uszeregowac je na skali energii. Piszac o stanie podstawowym i wzbudzonych mam
na mysli ich uszeregowanie na skali energii. Drugi sposob odnosi sie do obsadzenia
stanow. Procedura diagonalizujaca wykorzystywana w symulacjach sortuje stany pod
wzgledem obsadzenia. Dlatego stan o najwigkszym obsadzeniu ma zawsze numer 0
i odpowiada mu wartos¢ wtasna oznaczona ng. Kolejne stany posortowane sg pod
wzgledem obsadzenia - czyli obsadzenie stanu o numerze 7 jest zawsze wieksze od
obsadzenia stanu o numerze i+ 1 (n; > n;41). Piszac o kondensacie mam na mysli stan
o numerze 0 i wartosci wlasnej ny.

Po transformacji potencjatu uktad nie znajduje sie juz w rownowadze termodyna-
micznej. Przez czas t = 5000ty kondensat pozostaje w poczatkowej studni. Liczba
czastek w lewej studni praktycznie si¢ nie zmienia. Zmienia si¢ obsadzenie wektorow
wtasnych jednoczastkowej macierzy gestosci. Dla krétkiego czasu ewolucji ¢ = 200¢,
wickszos¢ czastek jest zlokalizowana w lewej studni. Mozemy jednak zaobserwowac
transfer atoméw do standéw o wyzszej energii. Na przyktad obsadzenie pierwszego
stanu wzbudzonego réwne jest ny = 0.22% i jest wieksze od obsadzenia szdstego stanu
wzbudzonego ng = 0.12%. Obsadzenia trzeciego, czwartego i pigtego stanu wzbu-
dzonego sa mniejsze niz obsadzenie széstego stanu wzbudzonego. Widzimy, ze atomy
wzbudzaja si¢ i wspinaja po drabince stanéw energetycznych. Pojawiaja si¢ wektory
wlasne znajdujace sie powyzej bariery (Rysunek 4.9a,b). Niewielka liczba czastek - ok.
0.02% populacji pojawia sie w obszarze prawej studni - sg to atomy, ktoére znajduja
si¢ ponad bariera. Dla czasu ¢t = 200¢y nie ma jeszcze zadnych wektoréw wtasnych
zlokalizowanych w prawej studni.

Dla czasu t = 3500t; kondensat nadal pozostaje w poczatkowym minimum. Nie-

wielka liczba atoméw pojawia sie w nowej studni. W lewej studni atomy sie wzbudzaja,
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Rysunek 4.9: Wybrane wektory wtasne dla czasu t = 200ty w funkcji potozenia. Ob-

sadzenie stanéw wynosi odpowiednio: (a) ns = 0.07% i (b) ngs = 0.02%.

Rysunek 4.10:

Wybrane wektory wlasne dla czasu ¢ = 3500ty w funkcji poltozenia.

Obsadzenie stanéw wynosi odpowiednio: (a) nis = 0.13%, (b) nyy = 0.11%, 1 (c)

n3g = 0.04%. W prawej studni zaczyna sie pojawiaé¢ kondensat.
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w prawej studni dzieje sie co$ przeciwnego - atomy schodza po drabince stanéw energe-
tycznych. Stan podstawowy prawej studni oraz catego uktadu (Rysunek 4.10b) ma ob-
sadzenie rowne nyy = 0.11%. Stany o wyzszej energii majg nadal wicksze obsadzenie niz
stan podstawowy - na przyktad drugi stan wzbudzony ma obsadzenie nis = 0.13% (Ry-
sunek 4.10a). W pierwszym stanie wzbudzonym jest nadal malo czastek: nzg = 0.04%

(Rysunek 4.10c).

4.6.2 Nagly transfer atoméow

Rysunek 4.11: Wybrane wektory witasne dla czasu ¢ = 5500ty w funkcji potozenia.
Obsadzenie stanéw wynosi odpowiednio: (a) ng = 16.1%, (b) n; = 11.92%, (d) ny =
9.53% i (c) ng = 7.43%. W uktadzie pojawiaja sie dwa oddzielne kondensaty w prawej

i lewej studni.

Gwaltowny transfer atoméw zaczyna sie dla czasu t = 5000t,. Calkowity czas
przej$cia wynosi okoto 1000t5. W chwili ¢ = 5500ty w uktadzie znajduja sie dwa
poduktady - pierwszy umieszczony w lewej studni (Rysunek 4.11a,c) i drugi w prawe;
studni (Rysunek 4.11b,d). Liczba czastek w obu tych podukltadach jest poréwnywalna.

W kazdym poduktadzie znajduje sie kondensat. Obsadzenie obu kondensatow jest
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Rysunek 4.12: Transfer kondensatu i atoméw termicznych. Ciagta, czerwona linia
pokazuje wzgledne obsadzenie kondensatu w prawej studni, znormalizowane do liczby
czastek w tym minimum. Przerywana, zielona linia oznacza liczbe atomow w prawej
studni znormalizowang do liczby atoméw w catym uktadzie. Przerywana niebieska linia

oznacza liczbe atoméw w lewej studni znormalizowang do liczby atoméw w ukladzie.

podobne - w lewej studni wynosi ng = 16% a w prawej - n; = 12%.

Schemat przejscia mozna przesledzi¢ na rysunku 4.12. W chwili ¢ = 5000ty wigk-
szo$¢ atoméw zlokalizowana jest w obrebie poczatkowej studni, a tylko okoto 10%
znajduje sie¢ w obszarze nowego minimum. Tylko 10% z atomoéw znajdujacych sie w
nowej studni jest w stanie podstawowym i tworzy nowy ,kondensat”. W tym przy-
padku przez ,kondensat” rozumiemy atomy, ktére znajduja sie w stanie podstawowym
danego poduktadu. Dla uktadu w stanie rownowagi ta definicja jest rownowazna z
definicja Penrose’a i Onsagera. Tutaj uzywam jej dla przypadku uktadu, ktory zmie-
nia sie w czasie i nie ma mowy o rownowadze, stad stowo ,kondensat” zostato uzyte
kolokwialnie i wziete w cudzystow.

Nagty transfer atoméw z lewej do prawej studni zaczyna sie wtedy, gdy obsadzenie
stanu podstawowego prawej studni zaczyna dominowa¢ nad obsadzeniem innych sta-

now w tej studni. Wszystkie przechodzgce atomy zasilaja nowy kondensat. Atomy nie
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przechodza do chmury termicznej. Na rysunku 4.12 wida¢, ze transfer atomow do pra-
wej studni konczy sie w tym samym czasie, w ktorym liczba atomoéw skondensowanych
w uktadzie osiaga maksimum. Zaraz po przeptywie (¢t = 5600¢y) wzgledne obsadze-
nie kondensatu w ukladzie wynosi okoto 75%. Dla czasu t = 6000ty liczba atoméw
skondensowanych spada do 40%.

Temu opisowi nie odpowiada klasyczny scenariusz destylacji, w ktérym atomy naj-
pierw parujg z kondensatu, potem chmura termiczna przeptywa ponad bariera do pra-
wej studni gdzie kondensuje. W tym przypadku widzimy cos przeciwnego - nagty
przeptyw kondensatu do nowej studni a nastepnie parowanie. Przypomina to stynny
efekt fontanny zaobserwowany w ciektym helu [36, 37, 38, 39]. Taki przebieg prze-
plywu swiadczy o kwantowym charakterze zjawiska i wskazuje na spojny przeptyw

kondensatu.

4.6.3 Dochodzenie do stanu ré6wnowagi

Nagty transfer atoméw konczy sie w chwili ¢ = 5600t,. Prawie wszystkie atomy
sg zlokalizowane w obrebie prawej studni. Podczas termalizacji obsadzenie kondensatu
w prawej studni spada. Po przeptywie kondensatu nie ma zadnych atoméw zlokalizo-
wanych tylko w lewej studni. Pierwsze trzy wektory wtasne jednoczastkowej macierzy
gestosci sa zlokalizowane w obrebie nowego minimum uktadu (Rysunek 4.13,a-c). Ob-
sadzenie kondensatu, liczone wzgledem caltkowitej liczby atoméw wynosi ng = 28%.
Trzy pierwsze stany lewej studni sa przedstawione na rysunku 4.13,d-f. Ich obsadzenie
jest bardzo mate - rzedu 1%. Kazdy z tych stanéw jest zlokalizowany w obu studniach,
co $wiadczy o spojnym przeptywie atomoéw. Te wektory nadal ,,przeciekaja” do nowego
minimum.

Dla czasu t = 9000ty wickszos$¢ atomow jest zlokalizowana w prawej studni (rysunek
4.14a). Obsadzenie kondensatu wynosi 34%. Wszystkie stany o niezaniedbywalnym
obsadzeniu sa zlokalizowane w prawej studni (rysunki 4.14b-f). Niewielka liczba ato-

mow znajduje sie powyzej bariery.
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Rysunek 4.13: Wybrane wektory wtasne dla czasu t = 5600ty w funkcji potozenia.
Obsadzenie stanéw wynosi odpowiednio: (a) ny = 28.2%, (b) ny = 13.75%, (c)
ny = 6.85%, (d) ng = 1.23%, (e) ny = 1.47%, (f) ny; = 0.93%. Trzy pierwsze
stany (podstawowy i dwa wzbudzone) w lewej studni maja szybko oscylujaca czesé

w obszarze prawej studni. Swiadezy to o spéjnym transferze atoméw.
4.7 Whnioski

W tym rozdziale pokazatam wyniki symulacji numerycznych przeptywu konden-
satu do nowego, dynamicznie stworzonego minimum. W obliczeniach wykorzystatam
metode pol klasycznych. Pokazatam, ze w przypadku jednowymiarowym przeptyw
jest procesem kwantowym, przypominajgcym przeplyw atomoéw w nadciektym helu.
Proces moze by¢ podzielony na trzy etapy. Na poczatku uktad zaczyna poszukiwac
nowego minimum. Wigkszo$¢ atomoéw pozostaje w starej studni, zwieksza sie nato-
miast obsadzenie kolejnych stanéw wzbudzonych. Pewna cze$¢ atomdéw termicznych
zaczyna przechodzi¢ ponad barierg i penetruje obszar nowego minimum. Atomy uwie-
zione w nowej studni zaczynaja termalizowa¢. Po pewnym czasie stan podstawowy
prawej studni zaczyna by¢ obsadzony. Gdy obsadzenie stanu podstawowego dominuje

nad obsadzeniem innych stanéw w nowym minimum, nastepuje gwattowny przeptyw
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Rysunek 4.14: Gesto$¢ atomowa i wybrane wektory wtasne dla czasu t = 9900ty w
funkeji potozenia. Obsadzenie standéw wynosi odpowiednio: (b) ny = 33.85%, (c)
ny = 17.04%, (d) ne = 6.02%, (e) n3 = 3.36% i (f) ny = 1.94%. Wzgledne obsadzenie

stanow jest znormalizowane do liczby czastek w uktadzie Ny;.

atomow z lewej studni do prawej. Na poczatku wigkszos¢ przepltywajacych atomow
zasila stan podstawowy nowej studni. Nastepnie podczas termalizacji czes¢ atomow
paruje z nowego kondensatu i zasila chmure termiczna. Obliczenia pokazuja, ze prze-
plyw atoméw w takim uktadzie ma kwantowa nature oraz, ze metoda pol klasycznych
sprawdza sie przy badaniu uktadéw dynamicznie zmieniajacych si¢ w czasie.

Przedstawione w tym rozdziale wyniki symulacji zostaty opublikowane w pracy [40].
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Rozdzial 5

Interferencja oddzialujacych

kondensatéw — wyniki numeryczne

W tym rozdziale prezentuje wyniki badan nad rolg oddzialywan miedzy atomami w
interferencji dwoch kondensatéw. W szczegdlnosci, pokazuje jak liczba atomoéow skon-
densowanych otrzymana pod koniec procesu taczenia dwoch kondensatow zalezy od
wzglednej fazy i czasu taczenia kondensatéw. Pokazuje, ze dla pewnych czasow tacze-
nia kondensatow oddziatywania sprawiaja, ze stopien podgrzania uktadu podczas ich

taczenia zalezy od réznicy faz pomiedzy kondensatami.

5.1 Wstep

Interferencja jest zjawiskiem typowym dla fal. Fakt wystepowania tego efektu dla
czastek wskazuje na ich falowa nature. W przypadku interferencji kondensatow, gdzie
atomy poczatkowo znajdujg si¢ w putapkach, istnieja dwa scenariusze taczenia. W
pierwszym dwie chmury atoméw sg uwalniane z putapek i tacza sie podczas swobodnej
ekspansji. Drugi scenariusz to taczenie kondensatéw uwiezionych w putapkach - ba-
riera pomiedzy putapkami zostaje usunicta i chmury sie tacza, ale nie rozptywaja sie w
przestrzeni jak w przypadku pierwszego scenariusza. Taki schemat taczenia chmur ato-
mowych czesto realizowany jest przy pomocy chipéw atomowych [41]. Interferometry

na chipach sa intensywnie badane, ze wzgledu na ich maty rozmiar i szerokie zastoso-
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wanie. W opisie teoretycznym interferencji czesto zaniedbuje si¢ oddziatywania miedzy
atomami. Oddzialywania zwykle prowadza do zaburzenia odczytow interferometréow,
poprzez niekontrolowane zderzenia i podgrzewanie uktadu. Aby zminimalizowaé¢ ten
efekt w realizacjach doswiadczalnych taczy sie chmury, ktére zostaly uwolnione z pu-
tapek i rozprzestrzeniaty sie balistycznie. Dzigki temu zmniejsza sie gestos¢ atomow
interferujacych, a co za tym idzie, rowniez oddzialtywania miedzy atomami. Drugie
podejscie zaktadato taczenie sputapkowanych chmur gazéw o bardzo matej gestosci.
Pozwalato to na zmniejszenie negatywnych efektow oddziatywan miedzy atomami. Jed-
nak takie uktady nie pozwalajg na dokladne wyznaczenie wzglednej fazy i s trudne
do uzyskania.

Kolejny problem stanowig atomy termiczne, ktore maja niszczacy wplyw na wi-
doczno$é¢ prazkow interferencyjnych. Wzgledna liczba skondensowanych atomoéw bez-
posrednio wiaze sie z widoczno$cig prazkow interferencyjnych. Jest ona zalezna frakcji
skondensowanych atoméw w uktadzie. Wiemy, ze kondensat ma globalna faze. Na-
suwa sie nastepujace pytanie: jezeli taczymy dwa kondensaty o tej samej temperaturze
ale o innej fazie to ile skondensowanych atoméw bedzie w uktadzie po potaczeniu?
Odpowiedz zalezy od czasu tgczenia kondensatéw. Przy szybkim taczeniu kondensaty
sie podgrzeja, ale jesli taczymy je w sposéb adiabatyczny to pierwszg nasuwajaca sie
odpowiedzia jest, ze liczba skondensowanych atoméw jest sumag atomoéw w obu kon-
densatach, a frakcja atoméw skondensowanych bedzie éredniag wazona frakcji z obu
kondensatéw. Jednak takie podejscie nie uwzglednia poczatkowej réznicy faz miedzy
kondensatami. Po potaczeniu dostajemy jeden kondensat o jednej globalnej fazie, czyli
w trakcie tgczenia musi sie réwniez wyréwnaé¢ faza obu kondensatéw, a to generuje
atomy termiczne w uktadzie. W tym rozdziale zaprezentujemy obliczenia pokazujace
jak liczba atomow skondensowanych otrzymana po potaczeniu dwoch kondensatéw za-

lezy od wzglednej fazy i czasu taczenia.
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5.2 Doswiadczenie

W pracy [42] autorzy pokazali, ze taczenie chmur atoméw w putapce, bez ich uprzed-
niej ekspansji balistycznej (czyli gestosé atoméw jest taka jak typowa gestosé w pu-
tapce — 10'? — 10' atoméw na centymetr szedcienny) prowadzi do podgrzania uktadu.
Pokazali rowniez, ze dla pewnych czaséw rekombinacji chmur atomowych podgrzanie
uktadu jest zalezne od wzglednej fazy miedzy dwoma chmurami i moze by¢ uzyte jako
doktadna metoda pomiarowa.

W doswiadczeniu autorzy [42] przygotowywali dwa kondensaty o dobrze okreslonej
wzglednej fazie a nastepnie taczyli je zmieniajac czas rekombinacji putapek.

Poczatkowo pojedynczy kondensat zostal przygotowany w putapce harmonicznej
o ksztalcie cygara. Parametry putapki wynosily odpowiednio: czesto$¢ radialna -
w, = 1000H z, czestos¢ osiowa w, ~ 10H z. Nastepnie rozdzielono go na dwa niezalezne
kondensaty wzdtuz dtugiej osi putapki. Czas rozdzielania byt na tyle duzy, aby proces
byt adiabatyczny (t; = 75msek). Nastepnie obu kondensatom pozwolono niezaleznie
ewoluowa¢ w putapkach. Poniewaz kondensaty nie byty rozdzielone réwnomiernie i
po podziale r6znity sie¢ liczbg czastek, w wyniku ewolucji wytworzyta sie¢ miedzy nimi
réznica faz 6. Autorzy [42] pokazali, ze proces rozdzielania jest powtarzalny i réznica
faz miedzy kondensatami zalezy tylko od czasu ewolucji uktadu. Nastepnie konden-
saty zostaly potaczone i badano liczbe atoméw skondensowanych w uktadzie. Auto-
rzy pokazali, ze dla bardzo krétkich (poréwnywalnych z czestoscia radialng putapki,
tm = lmsek) i bardzo dlugich (proces adiabatyczny t,, = 100msek) czaséw taczenia
interferometr nie byt wrazliwy na réznice faz miedzy kondensatami. Wykazali rowniez,
ze dla pewnego zakresu czaséw taczenia dwoch kondensatéow (¢, € (5,10)msek) inter-
ferometr wykazuje zwiekszong wrazliwo$¢ na roznice faz miedzy dwoma kondensatami.
Roéznica miedzy wzgledng liczbg skondensowanych atoméw dla stanu o wzglednej fazie

¢ = 01 stanu o ¢ = 7™ wynosita okoto 20%.
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5.3 Wyniki numeryczne

W tej czesci przedstawie wyniki symulacji numerycznych, ktorych celem byto poka-
zanie jak wzbudzenia termiczne i rézne czasy taczenia dwoch kondensatow wpltywaja na
doktadnosé interferometru. Poniewaz opisywany uklad mial temperature wieksza od
zera bezwzglednego oraz wpltyw atoméw termicznych byt istotny do obliczen stosowa-
tam metode pdl klasycznych, opisang w rozdziale 3.3, ktora pozwala na uwzglednienie
zaréwno kondensatu jak i stowarzyszonej z nim chmury termiczne;j.

W obliczeniach badatam przeptyw atomoéw z kondensatu do chmury termicznej.
Pokazatam, ze w przypadku badania interferencji na podstawie strat liczby skonden-
sowanych atomow, czutos¢ interferometru zalezy od czasu w jakim kondensaty byty
taczone.

Aby skroci¢ czas obliczen i uprosci¢ model w symulacjach ograniczytam sie do
dwoch wymiaréw przestrzennych. Tylko kierunek dtugiej osi putapki y oraz kierunek,
w ktorym kondensat byt rozdzielany a nastepnie taczony — z zostat wziety pod uwage.
Pomimo tych uproszczen nadal uwzgledniona zostata mozliwosé wzbudzen czastek w
SJatwej” | dlugiej osi putapki.

W obliczeniach rozwiazywatam rownanie Grossa-Pitajewskiego:

0 1

—U = —=V2, +V(x,y,t N|W]? |, 5.1
i = (~5Vh + V(0 + aNw) 5.0
gdzie V(z,y,t) jest dwuwymiarowym, zmiennym w czasie potencjatem putapkujacym
a gN jest stalg charakteryzujaca oddzialywania miedzy czastkami. Roéwnanie jest

zapisane w jednostkach oscylatorowych. Jednostki dlugosci, energii i czasu dane sg

wzorem:
h
= 5.2
Qo e, (5.2)
ep = hwy, (5.3)
1
to = — 5.4
0 wTa ( )

gdzie w, jest radialng czestoscig putapki. Dla parametrow wzietych z eksperymentu

[42] jednostki oscylatorowe wynosza odpowiednio: ag = 0.64um, ey = 1kHz X h,
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to = 0.16ms. Wspdétezynnik gN dla zrenormalizowanego réwnania (5.1) w dwoch wy-
miarach wynosi gN,; = 12800¢/(ag)?. Wspodlczynnik zostal dobrany w taki sposob,

aby wartosci numeryczne energii uktadu i potencjatu chemicznego zgadzaty si¢ z war-
tosciami dos$wiadczalnymi.

V(x.y)egt=TI2 ——

V(x,y)egt=0t=T ——
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Rysunek 5.1: Potencjal putapkujacy. Po lewej stronie przedstawiono ksztatt potencjatu
dla czasu t = 0 lub t = 7. Potencjal ma ksztalt pojedynczej, harmonicznej putapki.
Czestosci putapki wynosza: czestosé radialna - w, = 1%, czestosé osiowa - w, = 128%.
Po prawej stronie potencjal dla czasu t = 7/2 - podwéjna studnia potencjatu. Wy-

soko$¢ bariery miedzy studniami wynosi V;, = 10ey, odlegtosé miedzy srodkami studni

wynosi d = 10ay.

Zalezny od czasu potencjat putapkujacy w dwoch wymiarach dany jest wzorem:

i Py
V(l'ay7t) = 2($2w2+d2> + 9 (55)

gdzie d = asin®(nt/7), a = 4.7ay. Warto$é T moze przyjmowaé dwie wartosci: pierwsza

gdy 7 = 2t,,, gdzie t,, to czas taczenia dwoch kondensatow lub 7 = 2t,, gdzie t, to czas

rozdzielania dwoch kondensatow.
Na rysunku 5.1 pokazano dwa stany potencjatu putapkujacego — dla czasu t = 0 i

t = 7 potencjat ma posta¢ pojedynczej harmonicznej studni o czestosciach: radialnej —
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w, = 1 oraz osiowej — w, = 128. Dla czasu t = 7/2 bariera ma najwyzsza wysoko$¢ i po-
tencjal sktada sie z dwoch symetrycznych studni. Wysokosé bariery miedzy studniami
wynosi V, = 10ey a odlegto$¢ miedzy srodkami studni — d = 10ag. Pomiedzy czasem
t =0 at = 7/2 potencjal zmienia sie z pojedynczej studni w podwdjng. Pomiedzy

czasem t = 7/2 a t = 7 dwie studnie sie tacza.

5.4 Stan poczatkowy

ey —

0.0006
0.0005
0.0004
0.0003
0.0002

0.0001

Rysunek 5.2: Gesto$¢ atomdéw stanu poczatkowego w pojedynczej studni potencjatu.

Rysunek przedstawia gesto$¢ stanu w przestrzeni |¥(z,y)[?. Energia stanu wynosi

E = 5.8¢y a wzgledna liczba atoméw skondensowanych ng = 93%.

Przygotowanie stanu poczatkowego wygladato podobnie jak w przypadku destylacji
kondensatu (rozdziat 4). Najpierw, za pomoca metody czasu urojonego, w pojedynczej
studni potencjatu zostal przygotowany stan podstawowy. Energia stanu podstawowego
wynosita Fy = 3.85ey. Nastepnie stan zaburzono zwigkszajac jego energie kinetyczna.
Stan termalizowano tak dtugo, az osiggnat stan réwnowagi termodynamicznej. Kon-
cowa energia stanu po zaburzeniu wynosita E = 5.8¢q, co stanowi okoto 150% energii

stanu podstawowego, a liczba atoméw skondensowanych wynosita ng = 93%. Rysunek
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Rysunek 5.3: Gesto$¢ atomoéw stanu poczatkowego w podwojnej studni potencjatu.

Rysunek przedstawia gesto$¢ stanu w przestrzeni |U(z,y)[?. Energia stanu wynosi

E = 5.03ey a wzgledna liczba atoméw skondensowanych ng = 90%.

5.2 przedstawia przyktadowy stan poczatkowy w pojedynczej studni potencjatu. Uzy-
skano jedenascie stanow poczatkowych o takiej samej energii i liczbie skondensowanych
atomow. Stany poczatkowe odpowiadaly réznym chwilom ewolucji uktadu znajduja-
cego sie w stanie réwnowagi termodynamicznej w stanie rownowagi termodynamicznej.

Aby upewni¢ sie, ze po rozdzieleniu réznica faz miedzy kondensatami bedzie wy-
nosita zero, kazdy z jedenastu stanow zostat adiabatycznie podzielony na pot wzdtuz
osi y. Czastki w obu studniach byly od siebie oddzielone barierg i nie oddziatywaty.
Czas rozdzielania wynosit t; = 470ty i odpowiadal doswiadczalnemu czasowi rozdzie-
lania kondensatéw ts = 75ms. Po rozdzieleniu wzgledna liczba atomoéow skondenso-
wanych w kazdym stanie poczatkowym wynosita okoto ng(t = 0) = 90% a energia —
E(t = 0) = 5.03¢p. Przyktadowy stan poczatkowy w podwdjnej studni potencjatu
pokazany jest na rysunku 5.3.

Parametry uktadu numerycznego byty nastepujace:

e rozmiary uktadu: L, = 20ag, L, = 2560a0;
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e liczba punktéw siatki: n, = 64, n, = 8192.

5.5 Wyniki

Na poczatku ewolucji faza 6 z zakresu od 0 do 7 byla nadpisywana na prawy
kondensat. Dla z > 0:
U(x,y) — U(z,y) x . (5.6)

W tym przypadku nadpisanie fazy odpowiada doswiadczalnemu poddaniu konden-
satu swobodnej ewolucji, podczas ktorej zmienia sie faza kondensatu. W eksperymencie
poczatkowy, pojedynczy kondensat zostat podzielony na dwie czesci i pozwolono im nie-
zaleznie ewoluowaé przez pewien okres czasu, w wyniku czego wytworzyta sie¢ réznica
faz miedzy kondensatami. Jak wcze$niej wspomniano, autorzy pokazali, ze réznica faz
zalezy od czasu swobodnej ewolucji kondensatéw i wynik jest powtarzalny.

Nastepnie obie studnie byty taczone przez czas t,,. W czasie ewolucji monitorowano
zmiany liczby skondensowanych atoméw w czasie, dla réoznych czaséw taczenia studni
t,, oraz dla réoznych nadpisanych faz. Macierz gestosci byta usredniana po uktadzie 11

stanéw i po przestrzeni (kierunek y).

5.5.1 Szybkie taczenie — t,, = 6ty

W przypadku bardzo szybkiego, nieadiabatycznego taczenia kondensatéw (¢, = 6t
co odpowiada fizycznej wartosci czasu t,, = 1lms) nie wystepuje zjawisko zwiekszonej
czutosdci interferometru. Rysunek 5.4 przedstawia wzgledna liczbe skondensowanych
atoméw w czasie dla wybranych wartosci réznicy faz miedzy kondensatami. Rysunek
5.5 przedstawia wzgledng liczbe skondensowanych atomoéw dla czasu ewolucji réwnego
t. = 106ty w funkcji réznicy faz miedzy kondensatami. Dla dtugich czaséow ewolucji
liczba skondensowanych atoméw w uktadzie nie jest wrazliwa na warto$¢ nadpisanej
fazy. Tylko dla duzych faz z zakresu od 0.77 do 7 wystepuja pewne roéznice w od-
czytach. Nagly spadek liczby atoméw skondensowanych na poczatku ewolucji jest
prawdopodobnie spowodowany gwattownym potaczeniem obu kondensatow, ktore pro-

wadzi do podgrzania ukladu. Dla krotszych czaséw ewolucji doktadnosé dla duzych
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Rysunek 5.4: Frakcja kondensatu ny w funkcji czasu dla wybranych roznic faz miedzy

kondensatami. Czas taczenia kondensatéw wynosit ¢, = 6.
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Rysunek 5.5: Wzgledna liczba skondensowanych atoméw dla czasu ¢t = 106t, w funkcji

nadpisanej fazy. Czas taczenia kondensatow wynosit t,, = 6.

roznic faz miedzy kondensatami jest nieco wieksza.
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5.5.2 Rezim zwiekszonej czulosci — ¢, = 32¢, i t,, = 64
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Rysunek 5.6: Frakcja kondensatu ny w funkcji czasu dla wybranych roznic faz miedzy

kondensatami. Czas taczenia kondensatéw wynosit ¢, = 32t,.
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Rysunek 5.7: Frakcja kondensatu ny w funkcji czasu dla wybranych roznic faz miedzy

kondensatami. Czas taczenia kondensatéw wynosit ¢, = 64t,.
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Rysunek 5.8: Wzgledna liczba skondensowanych atomoéw dla czasu t = 50ty w funkcji

nadpisanej fazy. Czas laczenia kondensatéow wynosit ¢, = 321.
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Rysunek 5.9: Wzgledna liczba skondensowanych atomoéow dla czasu t = 82ty w funkcji

nadpisanej fazy. Czas taczenia kondensatow wynosit ¢, = 64t.

W przypadku posrednich czaséw taczenia kondensatow: t,, = 32ty oraz t,, = 64t
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obserwujemy zwiekszona czuto$é¢ interferometru ze wzgledu na nadpisana faze. Czasy
laczenia odpowiadaja czasom w doswiadczeniu [42] i wynosza odpowiednio ¢, = bms i
t,, = 10ms. Rysunki 5.6 1 5.7 przedstawiaja czasowq zalezno$¢ wzglednej liczby atomow
skondensowanych dla réznych nadpisanych faz dla czasu taczenia kondensatéw odpo-
wiednio: t,, = 32ty i t,,, = 64ty. Rysunki 5.8 oraz 5.9 przedstawiaja liczbe skondenso-
wanych atoméw w funkeji nadpisanej fazy dla czasu ewolucji réwnego t. = t,, + 18t,.
W obu przypadkach wida¢ zalezno$¢ liczby skondensowanych atomoéw od nadpisanej
fazy. Roéznica liczby skondensowanych atoméow w przypadku fazy 6§ = 01 0 = 7 wy-
nosi okoto 15% dla czasu tgczenia t,, = 32ty i okoto 10% dla t,, = 64t,. Dla malych
faz (0 —0.27) réznice we wzglednym obsadzeniu kondensatu sg niewielkie. Poczatkowy
spadek liczby atoméw skondensowanych jest zwiazany z przeptywem kondensatu ponad
barierg w chwili, gdy wysokos¢ bariery jest poréwnywalna z potencjatem chemicznym
kondensatu. W przypadku braku roéznicy faz miedzy studniami, uktad po potaczeniu
wraca do rownowagowego stanu poczatkowego. W tych obliczeniach nie brano pod

uwage strat atomow podczas ewolucji uktadu.

5.5.3 Laczenie adiabatyczne — t,, = 300t

W przypadku powolnego taczenia kondensatow — t,, = 300ty co odpowiada fizycz-
nemu czasowi taczenia t,, = 48ms, rOwniez nie zaobserwowatam zwigkszonej czutosci
interferometru. Na rysunku 5.11 wida¢, ze liczba skondensowanych atoméw pod koniec
ewolucji nie zalezy od nadpisanej fazy. Réznice pomiedzy skrajnymi obliczeniami (dla
0 =016 = m) wynosza mniej niz 2%. Podobnie jak w poprzednim przypadku poczat-
kowy spadek liczby atoméw skondensowanych jest spowodowany przeptywem atomow

ponad obnizajaca sie bariera.
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Rysunek 5.10: Frakcja kondensatu ny w funkcji czasu dla wybranych roéznic faz miedzy

kondensatami. Czas taczenia kondensatéw wynosit ¢, = 300t,.
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Rysunek 5.11: Wzgledna liczba skondensowanych atoméw dla czasu t = 318ty w funkcji

nadpisanej fazy. Czas taczenia kondensatow wynosit t,, = 300%,.
5.6 Rezim zwiekszonej czulosci — t,, = 32ty i t,, =
64ty, przypadek ze stratami atomoéow

Wyniki symulacji daja nam podobna doktadnosé jak w doswiadczeniu [42]. Rdznig

sie natomiast liczba atoméw skondensowafigch pod koniec ewolucji — w przypadku do-
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Rysunek 5.12: Frakcja kondensatu ny w funkcji czasu dla wybranych roéznic faz miedzy

kondensatami w przypadku ze stratami. Czas taczenia kondensatéw wynosit ,,, = 32t.
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Rysunek 5.13: Wzgledna liczba skondensowanych atomoéw dla czasu t = 50ty w funkcji
nadpisanej fazy w przypadku, ze stratami (czerwona, ciagta linia) i bez strat (zielona,

przerywana linia). Czas laczenia kondensatow wynosit ¢, = 32t,.
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$wiadczenia [42] na koricu jest ich znacznie mniej niz wykazuja obliczenia dla modelu,
w ktorym nie uwzgledniamy ucieczki atoméw z uktadu. Spowodowane jest to stratami
atoméw w uktadzie doswiadczalnym. W przypadku, gdy uwzgledniamy straty w na-
szym uktadzie, liczba atoméw skondensowanych zmniejsza sie podczas ewolucji. Aby
uwzgledni¢ straty w ukladzie skorzystatam ze sposobu opisanego w [43]. Réwnanie

opisujace ewolucje uktadu ze stratami wyglada nastepujaco:

i = (—32 4 Vi) + gl - ol ) . 5.7
gdzie v méwi o stratach atoméw na skutek zderzen trojciatowych. Wspodtezynnik
zostal dobrany w taki sposob, aby podczas ewolucji z uktadu uciekta odpowiednia
liczba czastek. W tym przypadku liczba atoméw w uktadzie zmniejszyta sie o 3% w
czasie ewolucji uktadu ¢, = 50¢,.

Rysunek 5.12 przedstawia liczbe skondensowanych atomow w uktadzie jako funkcje
czasu dla wybranych réznic faz miedzy kondensatami. Rysunek 5.13 przedstawia liczbe
skondensowanych atoméw pod koniec ewolucji (t = 50¢) jako funkcje nadpisanej fazy
dla przypadku ze stratami (czerwona, ciagla linia) i dla przypadku bez strat (zielona,
przerywana linia). Jak widaé¢ na rysunkach, uwzglednienie strat nie wptywa na wraz-

liwos¢ interferometru, zmniejsza sie za to liczba atomow skondensowanych w uktadzie

pod koniec ewolucji.

5.7 Wnioski

Wyniki numeryczne sa jakosciowo podobne do wynikéw doswiadczalnych [42]. Dla
krétkich czaséw taczenia kondensatéow (t,, = 6ty) zaobserwowano duzy spadek liczby
atomow skondensowanych i malg wrazliwo$¢ na nadpisang faze. Dla bardzo dtugich
czaséw taczenia (t,, = 300ty) liczba atoméw skondensowanych pod koniec ewolucji jest
praktycznie taka sama jak dla stanu w pojedynczej studni. Ma to zwiazek z tym, ze w
obliczeniach nie uwzgledniono strat, a potencjat zmieniany byt w sposob adiabatyczny.
Czutos¢ na nadpisang faze jest znikoma. Dla czaséw tgczenia réwnych t,, = 32t
oraz t,, = 64ty uktad jest wrazliwy na nadpisana faze. W obliczeniach osiggnieto

podobna czutosé jak w doswiadczeniu [42], ale straty liczby atoméw skondensowanych
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w uktadzie s dwukrotnie mniejsze. Zakladam, ze ma to zwiagzek z nieuwzglednieniem
ucieczki atomoéw z putapki w przeprowadzonych obliczeniach. W przypadku uktadu z
uwzglednionymi stratami pokazano, ze czutos¢ interferometru pozostaje na tym samym

poziomie, ale zmniejsza si¢ liczba atoméw skondensowanych pod koniec ewolucji.
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Rozdzial 6

Whnioski

Gléwnym celem mojej pracy doktorskiej byto zbadanie metodami symulacji kom-
puterowych dynamiki kondensatu Bosego-Einsteina w temperaturze wigkszej od zera
bezwzglednego w uktadach, w ktérych frakcja atomoéw zmienia si¢ w czasie. Symulacje
polegatly na rozwigzywaniu réwnania Grossa- Pitajewskiego w oparciu o metode pol
klasycznych [1]. Pokazatam, ze metoda p6l klasycznych moze byé¢ z powodzeniem za-
stosowana do symulacji uktadow nie bedacych w stanie rownowagi termodynamicznej,
rowniez takich w ktorych potencjal putapkujacy zmienia sie dynamicznie w czasie.

W mojej pracy zajmowatam sie dwoma zagadnieniami zwigzanymi z ultrazimnym
gazem bozonowym w podwojnych studniach potencjatu. Motywacja do przeprowadze-
nia symulacji dla takich uktadéw byty prace doswiadczalne przeprowadzone w grupie
Wolfganga Ketterlego [35, 42]. Pierwsze zagadnienie dotyczylo kwantowej destylacji
kondensatu Bosego-Einsteina. Drugie zagadnienie zwigzane byto z interferometrem
sktadajacym sie z dwoch kondensatéw, z uwzglednieniem oddziatywan miedzy ato-
mami w uktadzie. W obu przypadkach badatam uktady znajdujace sie w temperaturze
wigkszej od zera bezwzglednego, czyli w obliczeniach uwzgledniatam nie tylko konden-
sat ale réwniez chmure termiczna. W tej rozprawie przedstawiam wyniki symulacji
numerycznych. Dla obu rozpatrywanych uktadéw wyniki zgadzaja si¢ jakosciowo z
doswiadczeniami, co prowadzi do wniosku, ze metoda poél klasycznych dobrze opisuje
uktady zmienne w czasie.

W rozdziale czwartym przedstawitam symulacje numeryczne kwantowej destyla-
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c¢ji kondensatu Bosego-Einsteina. W uktadzie z pojedyncza studnig potencjatu zostato
wytworzone nowe minimum. Nowa studnia byta oddzielona od poczatkowej bariera,
ktorej wysokos$¢ nie pozwalata na bezposredni przeptyw atomow powyzej przeszkody
a prawdopodobienstwo tunelowania byto zaniedbywalnie malte. Dzigki metodzie pél
klasycznych wyjasnitam jak wyglada mechanizm stojacy za przeplywem atoméw do
nowego minimum. Najwazniejszym wynikiem tych symulacji byto pokazanie, ze w
przyblizeniu jednowymiarowego modelu przeptyw atoméw jest koherentnym procesem
kwantowym, a nie klasyczng destylacja jak sugerowali autorzy doswiadczenia [35]. Po
pojawieniu si¢ nowego minimum i obnizeniu bariery migdzy studniami atomy z chmury
termicznej penetrujg obszar nowego minimum. Atomy z obszaru nowego minimum za-
czynajg wchodzi¢ do nowej studni, podobne jak w przypadku zwyktej destylacji. Po
pewnym czasie w obrebie nowej studni pojawia sie ,kondensat” - atomy obsadzaja
stan podstawowy nowej studni. Gdy stan podstawowy nowej studni staje sie istotnie
obsadzony w poréwnaniu z obsadzeniem innych stanéw w tej studni, nastepuje nagty
przeptyw atomow ze stanu podstawowego poczatkowej putapki do stanu podstawowego
nowej studni. Dopiero pdézniej nowy kondensat (makroskopowo obsadzony stan pod-
stawowy nowej studni i jednoczesnie najsilniej obsadzony stan catego uktadu) paruje i
termalizuje dochodzac do stanu réwnowagi.

Pewien niedosyt pozostawia fakt, ze wyniki numeryczne zgadzaja sie z doswiad-
czeniem [35] tylko jakosciowo. W symulacjach numerycznych skale czasowe sa okoto
stu razy wieksze niz w eksperymencie. Powodéw takiego zachowania moze by¢ kilka,

zostaly one pokrotce wypunktowane ponizej.

e Najpowazniejszym przyblizeniem byto ograniczenie wymiarowosci uktadu z trzech
do jednego wymiaru. Poniewaz nowe minimum zostato wytworzone rownolegle do
dtugiej osi kondensatu a w symulacjach uwzglednitam tylko kierunek przeptywu
atoméw (prostopadty do diugiej osi kondensatu) uktad stracit  tatwy” kierunek
wzbudzen. Konsekwencje tego przyblizenia zostaly doktadnie oméwione w pod-

rozdziale 4.4.

e Metoda pdl klasycznych nie uwzglednia proceséw spontanicznych, a jedynie pro-
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cesy wymuszone. W badanym procesie uktad przechodzi do nowego stanu, w
szczegolnosci atomy zasiedlaja poczatkowo puste mody w nowej studni. Inicjacja
obsadzenia tych modéw jest niewatpliwie zwigzana z przejsciami spontanicznymi.
W moich symulacjach numerycznych stany w nowym minimum byty poczatkowo
obsadzone jedynie poprzez wyktadniczo zanikajacy ,ogon”. Zbadanie roli przej$é¢
spontanicznych w destylacji kondensatu Bosego-Einsteina jest zadaniem bardzo
trudnym, wymagajacym opisu w pelni kwantowego. Jak dotad nie udato sie

sformutowaé takiego satysfakcjonujacego i efektywnego opisu.

e Arbitralno$¢ wyboru parametru obciecia. Poniewaz w uktadzie liczba stanow
makroskopowo obsadzonych zmienia sie wraz z geometrig potencjatu putapkuja-
cego nie jest jasne jak dobra¢ parametr obciecia. Moj wybér parametru obciecia
zwigzany byt z liczba makroskopowo obsadzonych stanéw w chwili koncowej. W
ten sposob na poczatku symulacji dopuszczono istnienie wielu modéw nieklasycz-
nych, ktore staja sie klasyczne w podczas ewolucji uktadu. Wydaje mi sie, ze
to przyblizenie nie miato wigkszego wptywu na szybkos¢ przejscia atomoéw do

nowego minimum. Przyblizenie to jest doktadniej dyskutowane w rozdziale 4.5.

W rozdziale pigtym przedstawitam wyniki symulacji dotyczacych interferometru
sktadajacego sie z dwoch kondensatéw w putapkach, ktore nastepnie sa taczone. Wy-
jatkowe w obliczeniach byto to, ze zostaly w nich uwzglednione oddziatywania miedzy
atomami, ktore w wiekszosci przypadkéw sg pomijane w opisie teoretycznym interfe-
rencji. W symulacjach taczono ze soba dwa kondensaty o dobrze okreslonej wzgledne;j
fazie. Pokazano, ze dla pewnych czasow taczenia putapek oddzialywania prowadza
do podgrzania sie uktadu, a stopien podgrzania ukitadu zalezy od réznicy faz mie-
dzy kondensatami. Przez podgrzanie uktadu zmniejsza sie liczba atoméw skondenso-
wanych. Najwazniejszym wynikiem tych symulacji byto pokazanie, ze pomiar liczby
atomow skondensowanych po potaczeniu obu putapek moze by¢ wykorzystany jako
sposob mierzenia wzglednej fazy uktadow. Wiyniki dobrze zgadzaja sie zaréwno ilo-
Sciowo jak i jakosciowo z doswiadczeniem [42]. W tych obliczeniach réwniez poczyni-

tam podobne przyblizenia jak w przypadku symulacji kwantowej destylacji kondensatu
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Bosego-FEinsteina jednak w przypadku interferometru nie majg one wiekszego znaczenia
i wyniki numeryczne dobrze zgadzaja sie z do$wiadczeniem [42].

W obu badanych zagadnieniach zaobserwowalam dobra jakosciowa zgodnosé wy-
nikéw symulacji z wynikami do$wiadczalnymi. Swiadezy to o tym, ze metoda pdl
klasycznych moze byé¢ z powodzeniem zastosowana do opisu dynamiki zjawisk wielo-
ciatlowych w ultrazimnych gazach bozonowych. Metoda ta jest tatwa w implementacji
numerycznej i mozna ja stosowac dla uktadéw o dowolnej wymiarowosci i dla dowolnych
ksztaltéw potencjatu putapkujacego. Metoda poél klasycznych pozwala na wyjasnienie
wynikoéw eksperymentéw i daje wglad w nature proceséw zachodzacych w kondensacie

Bosego-FEinsteina.
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