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Koleżankom i Kolegom
a w szczególności

dr Krystynie Kolwas,
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Streszczenie

Praca niniejsza obejmuje opis doświadczalnego badania ewolucji chmury klasterów
sodowych wywoÃlywanych światÃlem, model tworzenia i ewolucji klasterów oraz inter-
pretacjȩ niektórych z obserwowanych zależności.
Doświadczenie obejmowaÃlo badanie zależności natȩżenia światÃla rozpraszanego na

klasterach w komórce od radialnego poÃlożenia wia̧zki detekcyjnej i natȩżenia wia̧zki
wywoÃluja̧cej. Pomiary przeprowadzono dla różnych parametrów termodynamicznych
ustalanych w komórce.
Prezentowany model jest próba̧ opisu obserwowanych efektów w jȩzyku równań

transportu i prostej termodynamiki. Wiele zależności opisano fenomenologicznie.
W oparciu o rozważania modelowe, próbowano symulować ewolucjȩ klasterów, a w
szczególności jej zależność od odlegÃlości od osi komórki oraz od mocy wia̧zki wywoÃluja̧cej.
Interpretacja otrzymanych wyników doświadczalnych opiera siȩ na modelu rozprasza-

nia Rayleigha-Gansa oraz na analitycznie uzyskanych rozwia̧zaniach modelowych. Doty-
czy ona miȩdzy innymi:

• przestrzennego rozkÃladu koncentracji klasterów na wczesnym etapie ewolucji;

• wystȩpowania maksimum koncentracji klasterów leża̧cego poza osia̧ komórki na
późniejszych etapach ewolucji;

• przestrzennego rozkÃladu średniej szybkości wzrostu klasterów;
• rozrzutu (lokalnej) prȩdkości wzrostu;
• przestrzennego rozkÃladu końcowego stabilnego promienia klastera oraz koncen-
tracji klasterów;

• zależności końcowego stabilnego promienia klastera oraz koncentracji klasterów
od mocy wia̧zki indukuja̧cej.
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Symbole

α+ wspóÃlczynnik rekombinacji jonów Na+2
αa wspóÃlczynnik czȩstości zderzeń jonów Na+2 i atomów sodu

aabsmet fenomenologiczny wspóÃlczynnik absorpcji światÃla przez ciekÃly sód
Am wspóÃlczynniki ortonormalizacji szeregu Fouriera-Bessela
bcol parametr zderzenia jonu Na+2 z atomem sodu
C dodatnia staÃla
D+ wspóÃlczynnik dyfuzji jonów Na+2
Da wspóÃlczynnik dyfuzji atomów sodu
dabs przekrój czynny na absorpcjȩ kwantu 488 nm przez dimer sodowy
Dd wspóÃlczynnik dyfuzji dimerów sodowych
De wspóÃlczynnik dyfuzji elektronów
Dk wspóÃlczynnik dyfuzji klasterów
e− Ãladunek elektronu, e− = 1, 602 · 10−19 C

E488 energia kwantu 488 nm, E488 = 4, 1 · 10−19 J
f funkcja rozkÃladu prȩdkości wzrostu
γ napiȩcie powierzchniowe ciekÃlego sodu w helu

γcol dodatnia staÃla
γ0m zera funkcji Bessela zerowego rzȩdu pierwszego rodzaju J0
I0 natȩżenie światÃla padaja̧cego na klastery

Ienv obwiednia natȩżenia światÃla rozproszonego
Iosc czȩść oscyluja̧ca natȩżenia światÃla rozproszonego
Iscatt natȩżenie światÃla rozproszonego przez zbiór klasterów

k staÃla Boltzmanna, k = 1, 3806 · 10−23 J/K
λ wspóÃlczynnik przewodności cieplnej helu
l+ droga swobodna jonu Na+2
m+ masa jonu Na+2
ma masa atomu sodu
M masa molowa sodu

MHe masa molowa helu
n+ koncentracja jonów Na+2
ne koncentracja elektronów
na koncentracja atomów sodu
NA liczba Avogadro, NA = 6, 022 · 1023 1/mol

nabarrier koncentracja atomów konieczna do zaj́scia kondensacji
nk koncentracja klasterów
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p+ przekrój czynny cza̧steczki Na2 na dwufotonowa̧ jonizacjȩ
pd prawdopodobieństwo dysocjacji Na2 po pochÃloniȩciu kwantu 488 nm
pHe císnienie helu
Plas moc indukuja̧cej wia̧zki laserowej
q dodatnia staÃla
qp ciepÃlo kondensacji sodu
ρa gȩstość atomowej pary sodu [kg/m3]

ρadis gȩstość przesycenia atomowej pary sodu
ρar gȩstość pary nad powierzchnia̧ zakrzywiona̧

ρasat gȩstość nasyconej atomowej pary sodu
ρc gȩstość ciekÃlego sodu
ρd gȩstość dimerowej pary sodu

ρdsat gȩstość nasyconej dimerowej pary sodu
R staÃla gazowa, R = 8.3144 J/mol·K
r+ promień jonu Na+2
r0 szerokość poÃlówkowa wia̧zki indukuja̧cej
rf odlegÃlość od osi wia̧zki indukuja̧cej
rfs promień komórki
rk promień klastera
rk0 pocza̧tkowy (najmniejszy) promień klastera
rklin pocza̧tkowy promień liniowego wzrostu klastera
rkfin ko ncowy (najwiȩkszy) promień klastera
t czas
T okres oscylacji natȩżenia Iscatt światÃla rozproszonego

tevol czas ewolucji
tmax czas po którym nk osia̧ga maksimum
Tk temperatura powierzchni klastera
Tf temperatura komórki
u∗a energia potencjalna ,,zetkniȩtego” jonu Na+2 i atomu sodu
vk szybkość wzrostu klasterów
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Definicje
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1. Wstȩp

Fizyka klasterów staÃla siȩ już rozlegÃla̧ dziedzina̧ wiedzy, a samo pojȩcie klastera
używane jest przez wiele dyscyplin naukowych. W ogólności klaster można zdefin-
iować jako grupȩ obiektów zgromadzonych lub wzrastaja̧cych razem, przy czym ani
skala wielkości klastera ani obiektów skÃladowych nie jest określona i może rozcia̧gać
siȩ od obszarów submolekularnych do astrofizycznych. Dla potrzeb fizyki (chemii,
biologii molekularnej) przyjmuje siȩ klaster jako cza̧stkȩ zÃlożona̧ z 3÷107 atomów [1].
Wraz z postȩpem wiedzy o klasterach pojawiÃla siȩ konieczność pewnej systematyza-

cji zjawisk z ich udziaÃlem. Dla zilustrowania zÃlożoności tego zagadnienia wystarczy
skupić siȩ na jego dwóch aspektach. W tabeli 1.1 podajȩ za [1] pewien wybór sposobów
produkcji klasterów:

a) Kondensacja atomów (przesycenie w parach, cieczach, ciałach stałych)
Atomy wytwarzane poprzez: grzanie: opornościowe, wiązką laserową lub elektronową

rozpylanie: wiązką fotonów, atomów, molekuł lub jonów,
impulsami elektrycznymi, wyładowaniem elektrycznym

W wiązkach

Źródła o pracy ciągłej:
• agregacja gazowa
• ekspansja adiabatyczna

(z lub bez gazu nośnego)
• emisja polowa

(źródła ciekło-metaliczne)

Źródła impulsowe:
• odparowywanie laserowe
• impulsowe dysze gazu

nośnego

b) Rozdrabnianie materiału z bryły lub osadzanie
• rozpylanie
• impulsy elektryczne,

eksplodujący drut
• wyładowanie łukowe

(Svedberg)
• odparowywanie laserowe,

ablacja

+ dyfuzja powierzchniowa

Na powierzchniach

• osadzanie atomów

• miękkie lądowanie

• osadzanie klasterów
z wiązki klasterowej

• zagęszczanie materiału
nanokrystalicznego

W matrycach

• odparowywanie atomów substratu
wraz z materiałem matrycy
(izolacja matrycowa)

• dyfuzja w/do matrycy
• fotoredukcja (materiały fotograficzne)
• rozpylanie do matrycy ciekłej
• chemiczna redukcja w cieczach

(z lub bez jąder kondensacji):
     generacja koloidów
     związki metalorganiczne:
     powłoki ligandowe

• odparowywanie klasterów wraz
z materiałem matrycy

• wyładowanie łukowe w cieczach
• wciskanie w matrycę porowatą
• chemiczna redukcja w zeolitach
• rozrdabnianie ultradźwiękami

(emulsje)

Tabela 1.1: Niektóre metody produkcji klasterów

9



Na rysunku 1.1 natomiast, przedstawiam natomiast próbȩ czȩściowej klasyfikacji
klasterów pod wzglȩdem materiaÃlu użytego do ich wytworzenia i rodzaju ośrodka, w
którym sa̧ osadzone:

w ciele stałym

! zeolity [17,18]
! aero-żele [19]
! szkła porowate [20,21]
! ......
! pęcherzyki próżni w metalach
(klastery próżniowe) [22]

! izolacja matrycowa [23,24]
! centra barwne [25-27]
! materiały fotograficzne

swobodne

w gazachw próżni

aerozole
[6,7]

dym
klasterowy

[4,5]

wypełnianie
porów

wbudowywanie
w strukturę

Klastery

metalowe [1]

dielektryczne półprzewodnikowe

klastery stabilizowane
ligandami [14-16]

! poddźwiękowe
! ponaddźwiękowe

na powierz-
chniach [2] fizyka i chemia

koloidów [8-10]
- matryce ciekłe

pasywne [11]

klasyczne [12,13]

klastery
w szkłach [28-30]

i polimerach [31-33]

wiązki
klasterowe [3]

aktywne

Rysunek 1.1: Klasyfikacja klasterów pod wzglȩdem materiaÃlu użytego do ich wyt-
worzenia i ośrodka, w którym sa̧ osadzone
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Klasyfikacjȩ można również prowadzić na podstawie stanu skupienia klasterów,
rozmiarów wytworzonych klasterów, czy nawet metody badania zjawiska.
Wśród bogactwa metod produkcji klasterów istnieja̧ również metody optyczne, ale

być może skutkiem niejednorodności ich klasyfikacji (prawie każda metoda jest zorien-
towana na konkretne zjawisko i opiera siȩ na innych zasadach) sa̧ one rzadko cytowane
i rzadko wykorzystywane (nie wszystkie również sa̧ wymienione w tabeli 1.1). Obej-
muja̧ one szeroki zakres zjawisk, pocza̧wszy od laserowego grzania i ablacji, poprzez
optyczne polaryzowanie i modyfikacjȩ siÃl van der Waalsa (tworzenia koagulacyjnych
agregatów klasterowych) [1] aż do optycznie indukowanych reakcji chemicznych.
Klastery sodowe w ośrodku gazowym, które badam, można by sklasyfikować jako

dym klasterowy (termiczny rozkÃlad ruchu klasterów i stosunkowo wysoka czȩstość
zderzeń), chociaż ich koncentracja, a tym samym i czȩstość zderzeń, zmienia siȩ od
dużej implikuja̧cej dość silne oddziaÃlywania (zderzenia, odpychanie kulombowskie)
do maÃlej (klastery swobodne), a w czasie wzrostu pokrywaja̧ spory zakres ,,rozmiarów
klasterowych” (chociaż średni bieża̧cy promień klastera zdaje siȩ wykazywać niewielka̧
dyspersjȩ): od bardzo maÃlych (3 atomy) do (bardzo) dużych (109 atomów). Jeśli
chodzi o technikȩ produkcji, metoda opracowana przez zespóÃl prof. Kolwasa, której
używaÃlem, powinna zostać sklasyfikowana jako kondensacja z pary atomowej, chociaż
sposób osia̧gania przesycenia wydaje siȩ w swojej istocie inny od używanego w znanych
z literatury aparaturach do wytwarzania klasterów, jako że używamy fotodysocjacji
dimerów sodowych.
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2. UkÃlad doświadczalny

Rysunek 2.1: UkÃlad doświadczalny.

Na rysunku 2.1 prezentowany jest ukÃlad doświadczalny.
Używalísmy dwóch wia̧zek światÃla laserowego:

• wia̧zki o dÃlugości fali 488 nm pochodza̧cej z lasera Ar+ (niebieskiej, pobudzaja̧cej)
jako wytwarzaja̧cej klastery,

• wia̧zki o dÃlugości fali 632 nm z lasera He-Ne (czerwonej) jako próbkuja̧cej.

Wia̧zka niebieska miaÃla moc caÃlkowita̧ regulowana̧ w przedziale 90 - 700 mW,
natomiast wia̧zka czerwona miaÃla staÃla̧ moc caÃlkowita̧ 2 mW. Obie wia̧zki byÃly liniowo
spolaryzowane pionowo i miaÃly gaussowski rozkÃlad gȩstości mocyWlas(rf ) o szerokości
poÃlówkowej: 1.62 mm dla wia̧zki niebieskiej (dla 300 mW) i 0.62 mm dla wia̧zki
czerwonej (rysunek 2.2).
Wia̧zka niebieska pokrywaÃla siȩ z dÃluższa̧ osia̧ komórki, natomiast wia̧zka czerwona

przebiegaÃla przez komórkȩ równolegle do niebieskiej w określonej od niej odlegÃlości.
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Rysunek 2.2: RozkÃlad gȩstości mocyWlas(r) dla wia̧ki niebieskiej (488 nm) i czerwonej
(632 nm).

Obie wia̧zki leżaÃly w pÃlaszczyźnie poziomej. Wia̧zka czerwona mogÃla być przesuwana
poziomo z zachowaniem równolegÃlości do osi komórki.
ŚwiatÃlo o dÃlugości 488 nm pochodza̧ce z lasera Ar+ jest rezonansowe w stosunku

do przej́scia
X1Σ+g (v, j) = (3, 43)→ B1Πu(v, j) = (6, 43)

w dimerze sodowym, które jest odpowiedzialne za wzbudzenie zielono-żóÃltej fluores-
cencji dimerów widocznej poprzez boczne okienka wzdÃluż drogi wia̧zki niebieskiej.
Powstawanie klasterów pod wpÃlywem światÃla laserowego mogÃlo być obserwowane
goÃlym okiem jako niebieska mgÃla (elastyczne rozpraszanie niebieskiego światÃla) po-
jawiaja̧ca siȩ na zielono-żóÃltym tle 0.1 s ÷ 5 s po wÃla̧czeniu wia̧zki indukuja̧cej.
Natȩżenie światÃla rozproszonego pod ka̧tem prostym wzglȩdem osi komórki mier-

zone byÃlo fotopowielaczami sprzȩgniȩtymi z monochromatorami dostrojonymi odpowied-
nio do dÃlugości fali 488 i 632 nm. Rejestrowalísmy czasowa̧ zależność natȩżenia światÃla
rozproszonego od momentu wÃla̧czenia wia̧zki niebieskiej aż do ustalenia siȩ natȩżenia
światÃla rozproszonego.
Dodatkowo, przy pomocy fotodiody poprzedzonej filtrami: absorpcyjnym i inter-

ferencyjnym, mierzylísmy natȩżenie czerwonego światÃla przechodza̧cego przez komórkȩ,
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grzałka

chłodzeniewlot wody odpływ wody

rura ze stali kwasoodpornej

okienko kwarcowe

do pompy
próżniowej

Rysunek 2.3: Komórka ze stali kwasoodpornej

co umożliwiaÃlo sprawdzanie jednorodności warunków termodynamicznych w komórce.
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3. Zjawisko

Jeśli traktować klastery sodowe jako krople cieczy zawieszone w gazie (,,aerozol”)
Ãlatwo zauważyć, że moga̧ one powstawać, gdy atomowe pary sodu sa̧ w dostate-
cznym stopniu przesycone. W nieobecności ja̧der kondensacji agregacja mogÃla by siȩ
rozpocza̧ć wtedy, gdy para osia̧gnie gȩstość zbliżona̧ do gȩstości równowagowej pary
nad powierzchnia̧ zakrzywiona̧ o promieniu krzywizny porównywalnym z rozmiarami
molekuÃl (autoagregacja) [43]. W naszym przypadku odpowiadaÃloby to przesyceniu
rzȩdu 4. Jednakże, wielkość przesycenia koniecznego do zapocza̧tkowania przej́scia
fazowego (para-ciecz), może być obniżona dziȩki obecności ja̧der kondensacji: jonów,
wzbudzonych cza̧steczek, zanieczyszczeń (w szczególności substancji rozpuszczalnych
w ciekÃlym sodzie) itp. Obecność jonów byÃla obserwowana przy okazji prac nad
wywoÃlywaniem klasterów światÃlem w obecności pola elektrycznego [40]. Najefek-
tywniejszym kanaÃlem produkcji jonów wydaje siȩ być, w naszym przypadku, dwu-
fotonowa jonizacja cza̧steczek Na2 niebieskim światÃlem lasera Ar+ [39].
Nadmiar atomów sodu (przesycenie) może powstawać dziȩki dysocjacji dimerów.

Dysocjacja z kolei, może zachodzić skutkiem zderzeń rezonansowo (488 nm) wzbud-
zonych dimerów z atomami helu. Należy w tym miejscu zaznaczyć, że bezpośrednia
obserwacja zmniejszenia zielonej i wzrostu żóÃltej fluorescencji nie jest, jak dota̧d,
przekonuja̧ca, ze wzglȩdu na zaburzenie propagacji wyemitowanego światÃla przez pow-
staja̧ce klastery. Warto też zauważyć, że dysocjacyjny mechanizm powstawania przesyce-
nia ogranicza je do okoÃlo 1.01, ze wzglȩdu na to, że równowagowa gȩstość par dimerowych
jest o okoÃlo dwa rzȩdy wielkości mniejsza niż par atomowych.
Powstaja̧ce klastery rosna̧ dziȩki kondensacji pary atomowej na ich powierzchni.

Wzrost klasterów poprzez kondensacjȩ przebiega tak dÃlugo jak dÃlugo gȩstość pary
w komórce jest wyższa od gȩstości pary nad (zakrzywiona̧) powierzchnia̧ klastera dla
określonej temperatury jego powierzchni. Para dimerowa nie kondensuje na powierzchni
klastera skutkiem jej przesuszenia poprzez dysocjacjȩ dimerów. W przypadku sodu
parowanie dimerów z powierzchni klastera nie zachodzi. Z kolei koalescencjȩ klasterów
należy wykluczyć ze wzglȩdu na Ãladunek elektryczny, który klastery, skutkiem kon-
densacji na jonie Na+2 , posiadaja̧ od pocza̧tku, a ponadto powiȩkszaja̧ w trakcie swego
wzrostu na drodze oddziaÃlywania z ośrodkiem ([40]).

3.1. Ruch klasterów

Obserwowany ruch klasterów może zachodzić z kilku powodów, których wpÃlywy jednak
w dużej mierze mieszaja̧ siȩ:

• dyfuzja i ruchy Browna - o dyfuzji bȩdzie szczegóÃlowo mowa w dalszej czȩści
pracy, gdyż stanowi ona jej gÃlówne zagadnienie;
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• konwekcja - zależy silnie od warunków termodynamicznych w komórce i od jej
geometrii; stanowi trudne do oceny źródÃlo bÃlȩdów przy porównywaniu opisu z
wynikami;

• opadanie grawitacyjne - przy maÃlym natȩżeniu pra̧dów konwekcyjnych obserwuje
siȩ opadanie grawitacyjne (zob. też ,,́snieg laserowy” w [41]).

Nie wydaje siȩ natomiast, aby można byÃlo obserwować uwiȩzienie klasterów w
wia̧zce indukuja̧cej (czego ewentualnie można by siȩ spodziewać wobec sugestii pracy
[42]) czyli trzeba by wykluczyć bezpośredni przekaz pȩdu fotonów do klasterów.
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4. Model

Konstruuja̧c równania różniczkowe czterech dyfuzyjnych procesów (wzrostu klasterów,
dyfuzji pary atomowej, dyfuzji pary dimerowej oraz dyfuzji klasterów), można zbu-
dować model opisuja̧cy jakościowo wiȩkszość obserwowanych zachowań ukÃladu (szcze-
gólnie w interesuja̧cej mnie dziedzinie przestrzennej). PowstaÃly ukÃlad równań różnicz-
kowych można rozwia̧zywać analitycznie poczyniwszy pewne zaÃlożenia upraszczaja̧ce.

4.1. Równanie wzrostu klasterów

Opis wzrostu pojedynczego klastera zostaÃl skonstruowany z wykorzystaniem wyników
pracy [43]. Rozważam klaster jako sferyczna̧ kroplȩ ciekÃlego sodu. Kropla taka, un-
osza̧ca siȩ w parach sodu i oświetlona wia̧zka̧ laserowa̧ rośnie (maleje) dziȩki trans-
portowi (dyfuzji) atomowej pary sodu do (z) jej powierzchni.
Niech ρ bȩdzie gȩstościa̧ pary atomowej w odlegÃlości r od środka kropli a Da

wspóÃlczynnikiem dyfuzji atomów sodu w helu. Wtedy transport masy przez dowolna̧,
koncentryczna̧ z kropla̧, powierzchniȩ sferyczna̧ o promieniu r wynosi

4πr2Da
dρ

dr
= A1 (4.1)

CaÃlkuja̧c 4.1 od ∞ do rk (promień klastera) otrzymujemy

A1 = 4πrkDa (ρa − ρar (rk, Tk)) , (4.2)

gdzie ρa jest gȩstościa̧ pary atomowej w dużej odlegÃlości od środka kropli, a

ρar (rk, Tk) = ρasat (Tk) exp

Ã
C0
rkTk

!
(4.3)

jest gȩstościa̧ równowagowa̧ pary atomowej nad powierzchnia̧ zakrzywiona̧ o promie-
niu rk i temperaturze Tk, a ρasat (Tk) jest gȩstościa̧ nasyconej pary atomowej w temper-
aturze Tk. WprowadziÃlem też staÃla̧ C0 =

2Mγ
Rρc
, gdzie R jest staÃla̧ gazowa̧, ρc gȩstościa̧

ciekÃlego sodu, M masa̧ molekularna̧ sodu, a γ napiȩciem powierzchniowym ciekÃlego
sodu w helu.
Gȩstość ρc ciekÃlego sodu, w rozważanym zakresie parametrów termodynamicznych

zmienia siȩ niewiele, dziȩki czemu można jej zmiany uwzglȩdniać już w gotowych
rozwia̧zaniach, traktuja̧c ρc na etapie rozwia̧zywania równań jako parametr. Z kolei,
efektywne napiȩcie powierzchniowe γ dla maÃlych promieni jest znacznie modyfikowane
obecnościa̧ Ãladunku elektrycznego na kropli i w ośrodku [40]. Tȩ zależność γ(rk)
od promienia, należaÃloby w ogólności uwzglȩdnić przy rozwia̧zywaniu równania. Nie
mam jednak możliwości zbadania doświadczalnego zjawisk zachodza̧cych na bardzo
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wstȩpnym etapie, gdy promień klastera jest maÃly (t < 1 s), a tym samym zwery-
fikowania modelu. Bȩdȩ siȩ w zwia̧zku z tym szczegóÃlowiej zajmowaÃl tylko etapem
ewolucji, na którym γ(rk) można uznać za staÃle.

Oczywistym jest, że szybkość wzrostu masy kropli musi być równa różnicy stru-
mieni masy: wpÃlywaja̧cego i wypÃlywaja̧cego z kropli:

4πr2kρc
drk
dt
= 4πrkDa (ρa − ρar (rk, Tk)) (4.4)

Jako że gȩstość pary atomowej na (przy) powierzchni kropli zależy od lokalnej
temperatury (temperatury powierzchni Tk), która może być wyższa niż temperatura
dalszego otoczenia kropli (temperatura wnȩtrza komórki) Tf , skutkiem uwalniania
na powierzchni ciepÃla kondensacji oraz bezpośredniego grzania powierzchni kropli
światÃlem lasera, muszȩ rozważyć równanie przepÃlywu ciepÃla.
Równanie transportu ciepÃla konstruujȩ analogicznie do równania transportu masy:

4πr2kqpρc
drk
dt

(4.5)

jest strumieniem ciepÃla kondensacji uwalnianego na powierzchni kropli (możliwy jest
proces odwrotny), gdzie qp jest ciepÃlem kondensacji sodu;

πr2k ·Wlas (rf ) · aabsmet (4.6)

jest absorpcja̧ światÃla laserowego na powierzchni kropli (gÃlȩbokość wnikania światÃla
widzialnego jest rzȩdu pojedyńczych nm [44]), gdzie aabsmet jest fenomenologicznym
wspóÃlczynnikiem absorpcji światÃla, a Wlas(rf) jest gȩstościa̧ mocy w wia̧zce laserowej
w funkcji odlegÃlości od osi komórki rf .
Sumaryczny strumień ciepÃla (4.5+4.6) wypÃlywa z powierzchni z szybkościa̧

4πr2kλ
dT

dr
= B1 (4.7)

gdzie T jest temperatura̧ w odlegÃlości r od środka kropli, a λ jest wspóÃlczynnikiem
przewodności cieplnej mieszaniny helu i par sodu (wÃlaściwości helu dominuja̧ ze wzglȩdu
na jego dużo wyższe císnienie parcjalne). Gȩstość mocy w wia̧zce laserowej w funkcji
odlegÃlości od osi komórki rf wyraża siȩ z kolei wzorem:

Wlas (rf ) =
Plas exp

µ
−r

2
f

r20

¶
πr20

µ
1− exp

µ
−r

2
fs

r20

¶¶ , (4.8)

gdzie rfs i r0 sa̧ odpowiednio: promieniem komórki i szerokościa̧ poÃlówkowa̧ wia̧zki
laserowej, a Plas jest caÃlkowita̧ moca̧ wia̧zki laserowej. Postać 4.8 można znacznie
uprościć dziȩki spostrzeżeniu, iż

1− exp
Ã
−r

2
fs

r20

!
≈ 1 gdyż

rfs
r0
> 10 .
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Powtarzaja̧c przej́scie 4.1→4.2 oraz Ãla̧cza̧c 4.5 z 4.6 i 4.7 otrzymujemy

4πrkλ (Tf − Tk) = 4πr2kqpρc
drk
dt
+ πr2k ·Wlas (rf) · aabsmet (4.9)

UkÃlad równań 4.4 i 4.9 opisuje ewolucjȩ rk, ale jego dokÃladnego rozwia̧zania nie
można znaleźć analitycznie. Aby znaleźć przybliżone rozwia̧zanie rozwijam ρar(Tk)
wokóÃl ρar(Tf) przy zaÃlożeniu, że Tf , Tk À Tf−Tk = ∆T , które to zaÃlożenie z Ãlatwościa̧
powinno być speÃlnione dziȩki znacznej przewodności cieplnej helu pod císnieniem rzȩdu
500 torrów:

ρar (rk, Tk) = ρar (rk, Tf) +
dρar (rk, T )

dT

¯̄̄̄
¯
Tf

·∆T + ... (4.10)

W 4.10 zaniedbaÃlem wszystkie, z wyja̧tkiem dwóch pierwszych wyrazów.
Z drugiej strony z 4.3 znajdujȩ:

dρar (rk, T )

dT
= exp

Ã
C0(rk)

rkT

!
·
Ã
dρasat (T )

dT
− ρasat

C0(rk)

rkT 2

!
(4.11)

Gȩstość atomowych par sodu można opisać empirycznym [46] wzorem:

ln ρasat(T ) =
1

lg e

µ
ANa − lg R

133M
− BNa

T
+ CNaT

¶
+ (DNa − 1) · lnT (4.12)

gdzie ANa, BNa, CNa i DNa sa̧ staÃlymi stablicowanymi we wspomnianej pracy:

ANa = 10.86423
BNa = 5619.406
CNa = 0.00000345
DNa = −1.04111

Zatem, po podstawieniu 4.10, 4.11 i 4.12 do 4.9 otrzymujȩ:

ρar (rk, Tk) = ρar (rk, Tf )

Ã
1 + C1 (rk, Tf) · 1

λ

Ã
rkqp

drk
dt
+ C2 (rf ) rk

!!
(4.13)

gdzie przyja̧Ãlem oznaczenia

C1 (rk, Tf ) =

Ã
BNa
lge
− 2Mγ

Rρcrk

!
1

T 2f
+
DNa − 1
Tf

+
CNa
lge

(4.14)

C2 (rf ) =
1

4
Wlas (rf ) · aabsmet (4.15)

Po dokonaniu postawienia 4.13 do 4.4 otrzymujȩ ostatecznie:
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1

2

dr2k
dt

Ã
1 +

Da
ρc

ρar (rk, Tf)
C1
λ
qp

!
=
Da
ρc

µ
ρa − ρar (rk, Tf)

µ
1 +

C1C2
λ
rk

¶¶
(4.16)

Równanie 4.16 pozostaje w mocy dla kropel prawie każdej substancji, wytwarzanych
omawiana̧ metoda̧. Dla sodu niektóre wyrazy sa̧ zaniedbywalne. ÃLatwo zauważyć, że
Da
ρc
ρar (rk, Tf)

C1
λ
qp ¿ 1 dla ciekÃlego sodu, choć nie byÃloby takie dla wody. Z kolei

wyraz C1C2
λ
rk daleko od stanu równowagi (zobacz: 4.23) gra niewielka̧ rolȩ dla niewiel-

kich mocy, których używalísmy (<500 mW), ale mógÃlby odgrywać znacza̧ca̧ rolȩ dla
wiȩkszych mocy, w szczególności jeśli aabsmet(rk) posiada rezonanse. Ostatecznie, dla
sodu w dowolnych warunkach termodynamicznych otrzymujȩ:

1

2

d (r2k)

dt
=
Da
ρc

Ã
ρa − ρasat exp

Ã
C0
rkTf

!Ã
1 +

C1C2 (rf)

λ
rk

!!
(4.17)

Pocza̧tkowy promień klastera (warunek pocza̧tkowy równania), traktowanego makroskopowo,
powinien być porównywalny z miȩdzyja̧drowa̧ odlegÃlościa̧ w cza̧steczce Na+2 (ja̧dro kon-
densacji):

rk(0) ≡ rk0 ∼= 0.16 nm (4.18)

Pocza̧tkowy promień klastera rk0 nie zależy od poÃlożenia w komórce (odlegÃlości od osi
rf ).

4.1.1. Liniowy wzrost promienia

Dla promieni rk w spodziewanym zakresie 10−7 ÷10−5 m wyraz exp
³
C0(rk)
rkTf

´
zmienia

siȩ stosunkowo nieznacznie (ca. 50%) i można go rozwina̧ć w szereg potȩgowy wokóÃl,
na przykÃlad, rk = 10

−6 m a nastȩpnie urwać go na drugim wyrazie (γ(rk) = const⇒
C0(rk) = C0):

exp

Ã
C0
rkTf

!¯̄̄̄
¯
rk'10−6

' 1− 1012C0
Tf
rk (4.19)

Jeśli ponadto zaÃlożyć, że gȩstość pary atomowej (przesycenie) jest ustabilizowana,
to po zaniedbaniu maÃlych wyrazów otrzymuje siȩ wówczas uproszczone zwyczajne
równanie różniczkowe:

rk
drk
dt
=
Da
ρc

"
ρa − ρasat

Ã
1− 1012C0

Tf
rk

!Ã
1 +

C1C2 (rf)

λ
rk

!#
(4.20)

które prowadzi do liniowej w czasie zależności rk(t):

rk(rf , t) = rklin(rf) +

Ã
1012

C0
Tf
+
C1C2 (rf)

λ

!
Da
ρc

ρasat · t (4.21)

gdzie rklin(rf ) odgrywa rolȩ promienia pocza̧tkowego różnego od rk0 ze wzglȩdu na
ograniczony zakres stosowalności równania 4.20.
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Warto też zauważyć, że szybkość wzrostu promienia określona wyrazem stoja̧cym
przy t, zależy poprzez C2 (rf) od gȩstości mocy. Skutkiem tego może dziedziczyć:

• przestrzenny gaussowski rozkÃlad gȩstości mocy w wia̧zce indukuja̧cej (zobacz
Dodatek B.3);

• fluktuacje gȩstości mocy wia̧zki indukuja̧cej (porównaj rozdziaÃl 5.1.2).

Jak siȩ okaże, ma to kluczowe znaczenie dla rozrzutu wielkości promienia klasterów.

4.1.2. Promień końcowy

Proces wzrostu klasterów na końcowym etapie można opisać uproszczona̧ postacia̧
równania 4.17 nastȩpuja̧co (porównaj Dodatki B.4.1 oraz B.4.2):

rk
drk
dt
=
Da
ρc

"
ρa (rf , t→∞)− ρasat exp

Ã
C0
rkTf

!Ã
1 +

C1C2(rf)

λ
rk

!#
(4.22)

Stabilizacja promienia oznacza dr
dt
= 0 . Zatem równanie 4.22 przyjmie postać:

ρa (rf , t→∞) = ρasat exp

Ã
C0

rkfinTf

!Ã
1 +

C1C2(rf)

λ
rkfin

!
(4.23)

gdzie rkfin jest końcowym promieniem kulki. ÃLatwo zauważyć, że wyraz
C1C2(rf )

λ
rk

jest odpowiedzialny za stabilizacjȩ promienia. Przy jego braku równanie 4.22 ma
rozwia̧zanie metastabilne. Bezpośrednie grzanie powierzchni klastera światÃlem laserowym
jest zatem kluczowe dla istnienia stabilnego rozmiaru klastera. W przypadku istnienia
rezonansowej zależności aabsmet(rk), końcowy promień klastera może być zwia̧zany z
takim rezonansem.
Używaja̧c ponownie rozwiniȩcia 4.19 oraz pomijaja̧c maÃle wyrazy można z równania

4.23 znaleźć przybliżona̧ wartość końcowego promienia klastera:

rkfin(rf) '
ρa (rf , t→∞)− ρasat

ρasat
³
C1C2(rf )

λ
− 1012C0

Tf

´ (4.24)

Wyraz
C1C2(rf )

λ
przyjmuje wartości kilkakrotnie mniejsze niż 1012C0

Tf
, a koncentracja

pary atomowej ρa (rf , t→∞) wykazuje (co bȩdzie pokazane dalej) sÃlaba̧ zmienność
w przestrzeni, zatem końcowy promień klastera rkfin(rf) jest również prawie staÃly w
przestrzeni (zobacz rozdziaÃl 5.2.1 oraz Dodatek B.5.1).
Podobne rozumowanie prowadzi do wniosku, iż końcowy promień klastera rkfin(Wlas)

jest sÃlabo zależny od gȩstości mocy światÃla indukuja̧cego (zobacz rozdziaÃl 5.2.2 oraz
Dodatek B.5.1).
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4.2. Równanie transportu atomowych par sodu

W ogólnym przypadku, transport pary atomowej jest opisywany równaniem dyfuzji
(bez źródeÃl i strat):

∇2 (Daρa (rf , t))− ∂ρa
∂t

= 0 (4.25)

W szczególnym, rozważanym przeze mnie przypadku, należy wyposażyć równanie 4.25
w wyrazy opisuja̧ce źródÃla i straty.
ŹródÃlem pary atomowej jest w tym przypadku dysocjacja dimerów. W celu opisa-

nia go, konstruujȩ heurystyczna̧ formuÃlȩ przepÃlywu masy. Każdy foton pochÃloniȩty
przez dimer (przekrój czynny na absorpcjȩ jest traktowany geometrycznie) powoduje
z pewnym prawdopodobieństwem pd dysocjacjȩ dimeru na 2 atomy (zielone świecenie
dimerów oraz fakt istnienia jonów w ośrodku świadczy o tym, że nie każdy dimer
dysocjuje pod wpÃlywem światÃla). Gȩstość strumienia fotonów w funkcji odlegÃlości

od osi komórki może być wyrażona jako
Wlas(rf)
E488

, gdzie E488 jest energia̧ fotonu 488
nm. Przekrój czynny jednostki objȩtości pary dimerowej na absorpcjȩ fotonu (przy
zaniedbaniu przesÃlaniania dalszych dimerów przez bliższe) może być przedstawiony
jako ρd (rf)

NA
2M
dabs , gdzie ρd(rf) jest gȩstościa̧ pary dimerowej, NA jest liczba̧ Avo-

gadro, a dabs jest przekrojem czynnym dimera sodowego na absorpcjȩ kwantu 488 nm.
Zatem, liczba aktów dysocjacji na sekundȩ w jednostce objȩtości wynosi:

Wlas (rf )

E488
ρd (rf)

NA
2M

dabspd (4.26)

co implikuje, że przepÃlyw masy wynosi:

Plas exp
µ
−r

2
f

r20

¶
πr20E488

· ρd · dabs · pd (4.27)

gdzie gȩstość mocy w wia̧zce zostaÃla wyrażona jawnie zgodnie ze wzorem 4.8.
Straty gȩstości pary sa̧ zwia̧zane z kondensacja̧ na klasterach i rekombinacja̧ przesyce-

nia do dimerów. Rekombinacjȩ tȩ można pomina̧ć wobec niewielkich zmian caÃlkowitej
gȩstości pary atomowej (patrz dalej). Skupiaja̧c siȩ zatem na stratach na drodze
kondensacji, korzystam z relacji 4.2, która̧ caÃlkujȩ z bieża̧ca̧ koncentracja̧ klasterów
nk(rk, t)drk o promieniach z przedziaÃlu

³
rk − dr

2
, rk +

dr
2

´
po wszystkich dostȩpnych

promieniach:

4π

rkfinZ
rk0

rkDa (ρa − ρar (rk, Tk))nk (rk, t) drk . (4.28)

Ostatecznie, zapisuja̧c laplasjan we wspóÃlrzȩdnych cylindrycznych i wprowadzaja̧c
oznaczenie

C8 (Plas) =
Plasdabspd
πr20E488

(4.29)
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otrzymujȩ kompletne równanie:

Da

Ã
1

rf

∂

∂rf
ρa +

∂2

∂r2f
ρa

!
− ∂ρa

∂t
= 4π

rkfinZ
rk0

rkDa [ρa − ρar (rk, Tk)]nk (rk, t) drk −

−C8 (Plas) ρd exp
Ã
−r

2
f

r20

!
(4.30)

do którego doÃla̧czam nastȩpuja̧ce warunki brzegowo-pocza̧tkowe:

• gȩstość pary jest zawsze mierzalna (skończona):
ρa (0, t) <∞ (4.31)

• ściany komórki sa̧ zwilżone ciekÃlym sodem, a rfs À rk, zatem powierzchnia
ciekÃlego sodu na ściankach może być traktowana jako pÃlaska, co implikuje rów-
nowagȩ z para̧ nasycona̧ (proces jest prawie stacjonarny):

ρa (rfs, t) = ρasat (4.32)

Masa wpÃlywa (lub ewentualnie wypÃlywa) przez ściankȩ w zależności od prze-
suniȩcia punktu równowagi wewna̧trz komórki. Taki warunek brzegowy nie
uwzglȩdnia faktu, iż przepÃlyw masy przez ściankȩ cylindra odbywa siȩ fizycznie
na drodze parowania (kondensacji), co nakÃlada pewne ograniczenia, na przykÃlad
na szybkość takiego transportu.

• w nieobecności światÃla (na pocza̧tku) system jest w równowadze:

ρa (rf , 0) = ρasat (4.33)

Warto w tym miejscu uczynić spostrzeżenie, iż caÃlkowita̧ gȩstość atomowej pary
sodu można traktować jako sumȩ gȩstości pary nasyconej oraz gȩstości przesycenia
(powstaja̧cego na drodze dysocjacji dimerów):

ρa = ρasat + ρadis. (4.34)

Tylko gȩstość przesycenia zależy od gȩstości mocy światÃla. Skutkiem tego, że gȩstość
nasyconej pary dimerowej jest o okoÃlo 2 rzȩdy wielkości niższa niż gȩstość nasy-
conej pary atomowej, należy oczekiwać niskiego przesycenia (nie wiȩkszego 1%). W
niektórych przypadkach można wiȩc poÃlożyć ρa(rf , t) ' const lub wrȩcz ρa(rf , t) '
ρasat .
Ponieważ przepÃlyw masy do klasterów jest ograniczany szybkościa̧ parowania sodu

ze ścianek cylindra, spodziewam siȩ, iż wyraz

rkfinZ
rk0

rkDa [ρa − ρar (rk, Tk)]nk (rf , rk, t) drk
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jest wolnozmienny we czasie i przestrzeni w stosunku do pozostaÃlych wyrazów równania
4.30. Skoro zatem zmienne nk i rk wystȩpuja̧ wyÃla̧cznie w wyrazach tego typu i jed-
nocześnie jako iloczyn, można je na etapie rozwia̧zywania zagadnienia 4.30 traktować
jako parametry a ich zmienność uwzglȩdnić w gotowym rozwia̧zaniu. Ryzykiem takiej
operacji jest utrata informacji o czȩści szybkich procesów zwia̧zanych z ,,przelewaniem
siȩ” przesycenia w masȩ klasterów. Z kolei ρd(t) ustala siȩ dużo szybciej niż pozostaÃle
wielkości i z tego powodu uwzglȩdniam wyÃla̧cznie jej zmienność przestrzenna̧.
Wobec poczynionych zaÃlożeń równanie 4.30 można rozwia̧zać analitycznie typowymi

metodami (podstawienie, metoda Fouriera) prezentowanymi w Dodatku A i w rezulta-
cie otrzymuje siȩ typowe dla tej klasy problemów rozwia̧zanie:

ρa (rf , t) =
∞X
m=1

fm(t)

C3m
[exp (−C3mDat)− 1]AmJ0

Ã
γ0m
rfs
rf

!
+ ρasat (4.35)

gdzie

fm(t) = −
rfsZ
0

4π
rkfinZ
rk0

rknk (rf , rk, t) [ρar (rk, Tk)− ρasat ] drk +
C8 (Plas) ρd(rf)

Da exp
µ
r2
f

r20

¶
 ·

·AmrfJ0
Ã
γ0m
rfs
rf

!
drf (4.36)

Am =

√
2

rfsJ1 (γ0m)
jest wspóÃlczynnikiem ortonormalizacji szeregu Fouriera-Bessela,

C3m(t) =

Ã
γ0m
rfs

!2
+ 4π

rkfinZ
rk0

rknk (rk, t) drk,

γ0m jest m-tym zerem funkcji Bessela zerowego rzȩdu.
Przy zaÃlożeniu wa̧skiego (deltopodobnego) rozkÃladu promieni klasterów wokóÃl wartości

średniej caÃlkȩ po rozkÃladzie można zasta̧pić koncentracja̧ kropel o promieniu średnim.

4.2.1. Końcowa gȩstość pary

Dla dostatecznie dÃlugich czasów gȩstość pary można wyrazić rozwia̧zaniem asympto-
tycznym (zobacz Dodatek B.2.3):

ρa (rf , t→∞) = ρasat −
∞X
m=1

Amfm(t→∞)
C3m(t→∞)

J0

Ã
γ0m
rfs
rf

!
(4.37)
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4.3. Równanie transportu pary dimerowej

Transport pary atomowej jest nierozÃla̧cznie zwia̧zany z transportem pary dimerowej,
dysocjacja dimerów bowiem, przesycaja̧c parȩ atomowa̧, zubaża jednocześnie parȩ
dimerowa̧. Strumień masy zwia̧zany z dysocjacja̧ jest w zwia̧zku z tym oczywíscie
opisany tym samym wyrażeniem (4.27) co w przypadku pary atomowej. Ubytku
dimerów na drodze dwufotonowej jonizacji można nie uwzglȩdniać, jeśli spodziewamy
siȩ, że jest on znacznie mniejszy niż na drodze dysocjacji, która jest procesem jed-
nofotonowym (dziaÃlaja̧ fotony o tej samej energii). W przypadku pary dimerowej
należaÃloby jednak uwzglȩdnić proces odwrotny, czyli powstawanie dimerów z przesyce-
nia pary atomowej (źródÃlo).
Rekombinacjȩ atomów do dimerów można zwia̧zać z czȩstościa̧ zderzeń atomów,

która jest proporcjonalna do kwadratu gȩstości pary atomowej ρ2a. Korzystaja̧c ze
wzoru 4.34 oraz zauważaja̧c, iż wyraz ρ2asat odpowiadaja̧cy za stan równowagi, jest
równoważony samoistna̧ dysocjacja̧ i w zwia̧zku z tym nie uwzglȩdnia siȩ go, uzyskuje
siȩ wyrażenie

∂ρ
(rec)
d

∂t
∝ 2ρasatρadis

przy czym wyraz ρ2adis zostaÃl zaniedbany jako maÃly. Takie podej́scie prowadzi jednak
do nierozwia̧zywalnego analitycznie równania. Użyjȩ zatem podej́scia bardziej przy-
bliżonego i intuicyjnego, opartego na spostrzeżeniu, iż rekombinacja hamuje zubożenie
pary dimerowej, co można uwzglȩdnić zastȩpuja̧c w wyrażeniu 4.27 faktyczna̧ gȩstość
pary ρd poprzez gȩstość pary nasyconej ρdsat .
Powtarzaja̧c zatem czȩściowo rozumowanie z poprzedniego rozddziaÃlu otrzymuje

siȩ równanie dla gȩstości pary dimerowej:

Dd

Ã
1

rf

∂

∂rf
ρd +

∂2

∂r2f
ρd

!
− C8 (Plas) ρdsat exp

Ã
−r

2
f

r20

!
− ∂ρd

∂t
= 0 (4.38)

gdzieDd jest wspóÃlczynnikiem dyfuzji dimerów sodowych w helu (dla danych warunków
termodynamicznych).
Parametry brzegowo-pocza̧tkowe sa̧ ustalane na drodze analogicznego rozumowa-

nia jak 4.31-4.33:

ρd (0, t) < ∞
ρd (rfs, t) = ρdsat (4.39)

ρd (rf , 0) = ρdsat

gdzie ρdsat jest gȩstościa̧ nasyconej pary dimerowej.
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Równanie 4.38 można rozwia̧zywać analitycznie analogicznie jak 4.30 wykonuja̧c
podstawienie ξd(rf , t) = ρd (rf , t) − ρdsat oraz używaja̧c metody Fouriera (porównaj:
Dodatek A):

ρd (rf , t) =
∞X
m=1

AmC9m

exp
−Dd

Ã
γ0m
rfs

!2
t

− 1
J0

Ã
γ0m
rfs
rf

!
+ ρdsat (4.40)

gdzie

C9m =
AmC8ρdsat³

γ0m
rfs

´2
Dd

rfsZ
0

exp

Ã
−r

2
f

r20

!
rfJ0

Ã
γ0m
rfs
rf

!
drf .

4.3.1. Końcowa gȩstość pary

ÃLatwo sprawdzić, podstawiwszy wartości liczbowe, że już dla t ≥ 1 s uzyskuje siȩ

exp
·
−Dd

³
γ0m
rfs

´2
t
¸
¿ 1. Oznacza to, że dla t ≥ 1 s, czyli przez wiȩksza̧ czȩść ewolucji,

z niezÃlym przybliżeniem, można traktować gȩstość dimerów jako ustalona̧ i używać
rozwia̧zania asymptotycznego (zobacz Dodatek B.2.1):

ρd (rf , t→∞) = ρdsat −
∞X
m=1

AmC9m · J0
Ã
γ0m
rfs
rf

!
. (4.41)

4.4. Dyfuzja klasterów

Problem dyfuzji rosna̧cych klasterów sformuÃlować trzeba w sposób przybliżony, ze
wzglȩdu na jego znaczna̧ komplikacjȩ, obecność niestochastycznych i niekontrolowal-
nych czynników zakÃlócaja̧cych (np. konwekcja) oraz trudności w jego doświadczalnej
weryfikacji.
Bȩdȩ siȩ posÃlugiwaÃl caÃlkowita̧ koncentracja̧ klasterów o zmiennym w czasie promie-

niu średnim hrk(t)i (w sensie rozkÃladu symetrycznego) ale bez uwzglȩdniania szerokości
rozkÃladu (rozkÃlad nieskończenie wa̧zki). Uwzglȩdniȩ zmiany wspóÃlczynnika dyfuzji
klasterów (o promieniu średnim) Dk(hrki) na skutek wzrostu promienia średniego.
Wydaje siȩ [40], że ruch klasterów skutkiem istnienia przestrzennego rozkÃladu Ãladunku
w komórce (a co za tym idzie wypadkowej siÃly kulombowskiej skierowanej na zewna̧trz)
można zaniedbać, gdyż klastery szybko wyrównuja̧ swój potencjaÃl do potencjaÃlu otaczaja̧cego
je ośrodka oraz zderzaja̧ siȩ z neutralnymi atomami helu dużo czȩściej niż miȩdzy soba̧.
Powstawanie klasterów, jak to już zostaÃlo powiedziane, wia̧że siȩ z istnieniem

jonów Na+2 dziaÃlaja̧cych jako ja̧dra kondensacji. Podstawowm zagadnieniem jest zatem
zbadanie koncentracji jonów.

4.4.1. RozkÃlad koncentracji jonów Na+2

Prawdopodobieństwo dwufotonowej jonizacji cza̧steczki Na2 jest proporcjonalne do
kwadratu gȩstości strumienia fotonów, a wiȩc do kwadratu gȩstości mocy wia̧zki
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laserowej W 2
las. Ponadto, szybkość jonizacji

∂n
(in)
+ (rf)
∂t

jest proporcjonalna do bieża̧cej
koncentracji niezjonizowanych dimerów sodowych nd(rf , t)−n+(rf , t) (porównaj wzór
4.26), gdzie nd(rf , t) jest caÃlkowita̧ koncentracja̧ cza̧steczek Na2 (bez uwzglȩdnienia
ubytku na drodze dwufotonowej jonizacji). Można zatem przedstawić wzrost koncen-
tracji jonów Na+2 jako

∂n
(in)
+ (rf )

∂t
= p+ ·W 2

las (rf) · (nd(rf , t)− n+(rf , t)) (4.42)

gdzie wspóÃlczynnik proporcjonalności p+ odgrywa rolȩ przekroju czynnego cza̧steczki
Na2 na dwufotonowa̧ jonizacjȩ.
Wśród procesów zmniejszaja̧cych koncentracjȩ jonów najistotniejsze wydaja̧ siȩ

być: rekombinacja oraz koalescencja atomów sodu (pocza̧tki kondensacji).

∂n
(out)
+ (rf)

∂t
=

∂n
(rec)
+ (rf)

∂t
+

∂n
(coa)
+ (rf )

∂t
(4.43)

Zmniejszenie koncentracji jonów Na+2 na drodze rekombinacji można opisać ogólnym
wzorem

∂n
(rec)
+ (rf)

∂t
= α+ · n+ne

gdzie k jest staÃla̧ Boltzmanna, n+ i ne sa̧ odpowiednio koncentracja̧ jonów i elektronów,
a wspóÃlczynnik rekombinacji jonów α+ wyraża siȩ dla używanych przeze mnie (niskich)
císnień wzorem Thomsona [51]:

α+ =
8π

27

e6−
(kTf )

3

1

l+

s
6kTf
m+

(4.44)

przy czym l+ jest droga̧ swobodna̧ jonu (staÃla̧ przy danym císnieniu helu pHe), a
m+ jego masa̧. Z kolei, zmniejszenie koncentracji jonów Na

+
2 na drodze koalescencji

atomów sodu można, z niezÃla̧ dokÃladnościa̧, wyrazić wzorem opisuja̧cym czȩstość
zderzeń sztywnych przycia̧gaja̧cych siȩ kul [45]:

∂n
(coa)
+ (rf)

∂t
= αa (na) · n+na (4.45)

przy czym αa, po zaniedbaniu nieistotnych wyrazów (masa jonu m+ jest zbliżona do
masy atomu ma: m+ ' ma), można wyrazić jako:

αa (na) =
q
8πkTf

2 · b2col√
ma

· pc (na)

gdzie na = ρa/ma jest koncentracja̧ atomów, bcol jest parametrem zderzenia jonu z
atomem, a pc (na) jest prawdopodobieństwem koalescencji. Dla uproszczenia można
przyja̧ć, że:

pc (na)

(
= const 6= 0 dla na ≥ nabarrier
= 0 dla na < nabarrier

(4.46)
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gdzie nabarrier jest koncentracja̧ atomów konieczna̧ do zaj́scia kondensacji. Parametr
zderzenia bcol można z kolei, w naszym przypadku, opisać nastȩpuja̧co:

bcol = (r+ + ra) ·
Ã
1 +

γcolu
∗
a

kTf

! 1
2

(4.47)

gdzie u∗a = C (r+ + ra)
−q jest energia̧ potencjalna̧ ,,zetkniȩtego” jonu i atomu sodu w

modelu przycia̧gaja̧cych siȩ sztywnych kul, a γcol oraz C i q sa̧ dodatnimi staÃlymi.
Wobec znacznie wiȩkszej ruchliwości elektronów niż jonów Na+2 (De À D+) mogȩ

w pierwszym przybliżeniu przyja̧ć, że dziȩki uziemieniu pancerza komórki koncen-
tracja elektronów jest staÃla w czasie i przestrzeni objȩtości komórki (i niewielka)
oraz niezależna od mocy lasera indukuja̧cego ne(Plas, rf ) = const. Na mocy anal-
izy wyrażenia 4.34 można także poÃlożyć na(Plas, rf) = nasat . Koncentracja dimerów
sodowych nd(rf , t) osia̧ga staÃla̧ wartość szybciej niż pozostaÃle zmienne w czasie kon-
centracje, zatem można uwolnić siȩ od zależności czasowej przechodza̧c do ustalonej
koncetracji nd(rf , t→∞).
Wobec istnienia wydajnej rekombinacji jonów i elektronów proces dyfuzji jonów

wydaje siȩ być zaniedbywalny. Porównuja̧c zatem tempo jonizacji 4.42 i rekombinacji
4.43, można znaleźć równowagowa̧ koncentracjȩ jonów:

n+ (Plas, rf ) =
p+ ·W 2

las (rf) · nd(rf , t→∞)
α+ne + αana + p+ ·W 2

las (rf )
(4.48)

Wyrażenie 4.48 dla gaussowskiego rozkÃladu gȩstości mocy w wia̧zce laserowej (wzór
4.8) naśladuje zachowanie progowe koncentracji jonów w funkcji Plas dla rf = const
(zobacz Dodatek B.2.2) oraz w funkcji rf dla Plas = const (zobacz Dodatek B.2.2 oraz
krzywa̧ kropkowana̧ na rysunku 5.5).

4.4.2. Powstawanie i transport klasterów

Równanie dyfuzji caÃlkowitej koncentracji klasterów uwzglȩdniaja̧ce istnienie stale dzia-
Ãlaja̧cego źródÃla klasterów można sformuÃlować w sposób przybliżony z wykorzystaniem
wyrażenia 4.45 opisuja̧cego tworzenie siȩ klasterów:

∇2 (Dk (hrki)nk (rf , t))− ∂nk
∂t

+ αa(na)n+na = 0 (4.49)

gdzie Dk (hrki) jest wspóÃlczynnikiem dyfuzji klasterów w helu, który można wyrazić
wzorem [45, 48]:

Dk (hrki) = 3

8

vuut R3T 3f
2πMHe

1

NApHe · hrki2
(4.50)

gdzie MHe i pHe sa̧ odpowiednio: masa̧ molowa̧ i císnieniem helu. Warunki brzegowo-
pocza̧tkowe należaÃloby sformuÃlować nastȩpuja̧co:
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• koncentracja klasterów jest wielkościa̧ skończona̧
nk (0, t) <∞ (4.51)

• w chwili wÃla̧czenia wia̧zki laserowej koncentracja klasterów odpowiada koncen-
tracji ja̧der kondensacji

nk (rf , 0) = n+(rf ) (4.52)

• na ściankach rozważanego cylindra (komórki) klasterów nie ma, ze wzglȩdu
wystȩpowanie tam pary nasyconej (parowanie ze ścianek - warunek 4.32) co
uniemożliwia powstawanie klasterów.

nk (rfs, t) = 0 (4.53)

Można zauważyć, że zależność prawdopodobieństwa koalescencji pc od na ukryta
we wspóÃlczynniku αa(na) przesunie jedynie skalȩ czasu równania 4.49 o czas narastania
na do wartości nabarrier , który jest zaniedbywalny wobec czasów charakterystycznych
dla procesów obserwowanych w doświadczeniu.
WspóÃlczynnik dyfuzji klasterów Dk (hrki) zależy od czasu i odlegÃlości od wia̧zki

indukuja̧cej poprzez średni promień klastera hrk(rf , t)i, który w ogólności opisany jest
równaniem 4.17. Analiza szczególnego przypadku liniowego wzrostu promienia 4.21
nasuwa dwa ogólne wnioski:

1. WspóÃlczynnik dyfuzji Dk (hrki) można sfaktoryzować na czȩść zależna̧ od czasu
i czȩść zależna̧ od odlegÃlości od osi komórki, co umożliwi poprawne sfaktory-
zowanie równania 4.49.

2. We wspóÃlczynniku dyfuzjiDk (hrki) zmienność w czasie dominuje nad zmiennościa̧
w przestrzeni, dziȩki czemu można rozważać tylko zależność czasowa̧ Dk(t).

Korzystaja̧c z drugiego wniosku można znależć metoda̧ Fouriera analityczne rozwia̧zanie
równania 4.49 (porównaj Dodatek A) w postaci:

nk (rf , t) =
∞X
m=1

AmTm(t)J0

Ã
γ0m
rfs
rf

!
(4.54)

gdzie Tm(t) jest rozwia̧zaniem równania:

T 0m(t) +Dk(t)

Ã
γ0m
rfs

!2
Tm(t) = −hm (4.55)

przy czym wspóÃlczynniki Fouriera hm sa̧ na mocy rozważań przeprowadzonych w
rozdziale 4.4.1 niezależne od czasu i z dobrym przybliżeniem można je wyrazić nastȩpuja̧co:

hm = −αaAmnasat
rfsZ
0

rfn+(rf)J0

Ã
γ0m
rfs
rf

!
drf . (4.56)
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Ogólne rozwia̧zanie równania 4.55 ma postać:

Tm(t) = e
−Fm(t)

Cm − hm tZ
0

eFm(τ)dτ

 , (4.57)

gdzie

Fm(t) =

Ã
γ0m
rfs

!2 tZ
0

Dk (τ) dτ . (4.58)

Korzystaja̧c z warunku pocza̧tkowego 4.52 można znaleźć wspóÃlczynniki Cm:

Cm = Am

rfsZ
0

rfn+(rf)J0

Ã
γ0m
rfs
rf

!
drf . (4.59)

Ostatecznie rozwia̧zanie równania 4.49 z warunkami brzegowo-pocza̧tkowymi 4.51
- 4.53 przyjmuje postać:

nk (rf , t) =
∞X
m=1

AmCme
−Fm(t)

1 + αanasat

tZ
0

eFm(τ)dτ

J0
Ã
γ0m
rfs
rf

!
(4.60)

4.4.3. Końcowa koncentracja klasterów

Jeśli spodziewać siȩ stabilizacji ilości klasterów dla dÃlugich czasów, to kÃlada̧c T 0m = 0
uzyska siȩ nastȩpuja̧ce asymptotyczne rozwia̧zanie równania 4.55:

Tmfin
(t) =

−hm
Dk(t→∞)

Ã
rfs
γ0m

!2
, (4.61)

gdzieDk(t→∞) jest wartościa̧, do jakiej zbiega wspóÃlczynnik dyfuzji klasterów wobec
stabilizacji średniego promienia klastera. Dziȩki temu asymptotyczne rozwia̧zanie 4.49
można przedstawić w postaci

nkfin (rf , t) = −
∞X
m=1

Amhm
Dk(t→∞)

Ã
rfs
γ0m

!2
J0

Ã
γ0m
rfs
rf

!
. (4.62)

Warto zauważyć, że końcowa koncentracja klasterów nkfin w dużej mierze dziedziczy
poprzez hm wÃlaściwości koncentracji jonów Na

+
2 (zobacz wzór 4.48, rozdziaÃly 5.2.1 i

5.2.2 oraz Dodatek B.5.2).

4.5. Wnioski (z symulacji)

Korzystaja̧c z analitycznych rozwia̧zań uzyskanych w poprzednich rozdziaÃlach próbo-
waÃlem (przy pomocy programuMathcad5.0+) symulować ewolucjȩ wszystkich rozważanych
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wielkości, a w szczególności tych, które byÃly dostȩpne doświadczeniu - średniego
promienia klasterów hrki oraz koncentracji klasterów o takim promieniu nk, a co za
tym idzie, także caÃlkowitej powierzchni klasterów nk hrki2 (wielkość tȩ można wia̧zać z
obwiednia̧ obserwowanego sygnaÃlu rozproszeniowego - porównaj rozdziaÃl 5.1.2). Jako
parametrów używaÃlem odlegÃlości rf od osi wia̧zki indukuja̧cej oraz mocy Plas wia̧zki
indukuja̧cej.
Trudności w uzyskaniu ilościowej zgodności symulowanych wielkości z wielkościami

znanymi z doświadczenia sugeruja̧ pewne niedostatki modelu lub/i niesÃluszność pewnych
uproszczeń poczynionych w trakcie rozwia̧zywania równań:

• nierealistycznie wielka koncentracja jonów sugeruje konieczność rozwia̧zania peÃl-
nego zagadnienia dyfuzji elektronów i jonów w komórce;

• nierealistyczna szybkość wzrostu klasterów oraz problem zszycia obszaru (prawie)
liniowego wzrostu promienia klastera z obszarem stabilizacji promienia sugeruje
nadmierne rozcia̧gniȩcie obszaru liniowego i chwianie siȩ użytego modelu rozprasza-
nia;

• konieczność sztucznego zmniejszenia koalescencji jonów Na+2 z atomami sodu
oraz zwiȩkszenia staÃlej dyfuzji klasterów w celu uzyskania realistycznego za-
chowania koncentracji klasterów sugeruje niedostatki w zrozumieniu mechanizmu
powstawania klasterów oraz być może konieczność uwzglȩdnienia oddziaÃlywania
klasterów z polem elektrostatycznym powstaja̧cym w komórce.

Ze wzglȩdu na ich jakościowy charakter prezentujȩ sumulacje w Dodatku B.
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5. Wyniki eksperymentu

Wczasie eksperymentu rejestrowano przebiegi natȩżeń rozpraszanego światÃla niebieskiego
i czerwonego dla różnych parametrów termodynamicznych (temperatury komórki Tf
i císnienia helu pHe) dla:

• różnych odlegÃlości miȩdzy wia̧zka̧ próbkuja̧ca̧ (czerwona̧) a indukuja̧ca̧ (niebieska̧)
(rys.5.1) - w celu zbadania przestrzennego rozkÃladu wzrostu i ewolucji koncen-
tracji klasterów;
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Rysunek 5.1: Zależność czasowa natȩżenia rozproszonego światÃla czerwonego Iscatt(t)
dla różnych odlegÃlości rf od osi wia̧zki indukuja̧cej (komórki). PrzykÃladowe obwiednie
Ienv(t) sa̧ zaznaczone linia̧ kropkowana̧ (porównaj wzór 5.3 oraz Dodatek B.4.5).
Warunki doświadczalne: Tf = 735 K, pHe = 500 Tr, Plas = 0.3 W.
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• różnych natȩżeń wia̧zki indukuja̧cej (rys.5.2) - w celu zbadania wpÃlywu gȩstości
mocy wia̧zki indukuja̧cej na produkcjȩ klasterów.
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Rysunek 5.2: Zależność czasowa natȩżenia rozproszonego światÃla czerwonego Iscatt(t)
dla różnych mocy Plas wia̧zki indukuja̧cej (niebieskiej). PrzykÃladowe obwiednie Ienv(t)
sa̧ zaznaczone linia̧ kropkowana̧ (porównaj wzór 5.3 oraz Dodatek B.4.5).
Warunki doświadczalne: Tf = 735 K, pHe = 500 Tr, rf = 0.

Obserwowana ewolucja klasterów może (co sugeruja̧ również rozważania teorety-
czne) być podzielona na etapy zgodnie z tym co jest widoczne na rysunkach 5.1 -
5.2:

• tworzenie i pocza̧tek wzrostu klasterów (niewidocznych) - wczesny etap,
• wzrost klasterów (w natȩżeniu światÃla rozproszonego obserwuje siȩ szerokie mak-
simum z naÃlożonymi oscylacjami o wyższej czȩstości) - średni etap,

• stabilizacja klasterów (osia̧gniȩcie równowagowej gȩstości i równowagowego promienia
klastera; stabilizacja natȩżenia światÃla rozproszonego - późny (końcowy) etap.
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5.1. Powstawanie i wzrost klasterów

5.1.1. Klastery w ,,ciemności”

Proces powstawania klasterów zależy od natȩżenia światÃla w sposób progowy, (zobacz:
rysunek 5.2). W zależności od warunków termodynamicznych, poÃlożenie progu (obser-
wowanego na osi wia̧zki indukuja̧cej) zmienia siȩ nieco wokóÃl 70 mW caÃlkowitej mocy
wia̧zki niebieskiej (zobacz: równanie 4.8). Dla 70 mW caÃlkowitej mocy w wia̧zce
maksymalna gȩstość mocy (skutkiem gaussowskiego rozkÃladu gȩstości mocy) wynosi
33.9 mW/mm2 w centrum wia̧zki. Tak wiȩc, dla (najczȩściej stosowanej) 300 mW-
owej caÃlkowitej mocy wia̧zki niebieskiej, gȩstość mocy spada poniżej 33.9 mW/mm2 na
odlegÃlości 0.98 mm od osi wia̧zki (zobacz: rysunek 2.2). Poza ta̧ odlegÃlościa̧ klastery
nie moga̧ być wytworzone przy takiej mocy wia̧zki niebieskiej. Wbrew temu, obser-
wowalísmy rozproszone światÃlo pochodza̧ce od czerwonej wia̧zki sonduja̧cej odsuniȩtej
do 4 mm od osi komórki (rysunek 5.1). Oznacza to, że klastery moga̧ również istnieć
w obszarach oświetlonych poniżej progowej wartości natȩżenia (obszary ,,ciemne”).
Powstaje w zwia̧zku z tym pytanie, czy klastery rodza̧ siȩ tylko w obszarach

dostatecznie jasno oświetlonych a później dyfunduja̧ do obszarów ,,ciemnych”, czy
też rodza̧ siȩ w każdym miejscu komórki skutkiem dyfuzji pary atomowej (zobacz:
równanie 4.30) prowadza̧cej do powstania w tymmiejscu przesycenia (dyfuzja przesyce-
nia).
Odpowiedź na to pytanie wymaga uprzedniego zbadania procesu powstawania

klasterów oraz ich szybkości wzrostu. Rozważania te powinny także pomóc w zrozu-
mieniu progowości zjawiska.

5.1.2. Szybkość wzrostu klasterów

Badaja̧c zmiany natȩżenia światÃla rozproszonego przez klastery można, w oparciu o
matematyczny model rozpraszania światÃla, wnioskować o szybkości wzrostu klasterów.
Rozpraszanie światÃla na metalowej kuli opisuje w sposób najpeÃlniejszy teoria Mie’go
[44]. Do opisu rozpraszania w prezentowanym doświadczeniu używam jednak dla pros-
toty modelu Rayleigh’a-Gansa [49] rozszerzonego poza zakres zwykÃlej stosowalności w
kierunku dużych promieni. Ze wzglȩdu na silne zaburzenie obrazu rozpraszania światÃla
przez sygnalizowane w rozdziale 3 procesy model ten wydaje siȩ być wystarczaja̧cym
do wstȩpnego opisu obserwowanych w doświadczeniu zjawisk.
Natȩżenie światÃla rozproszonego pod ka̧tem prostym przez pojedyńcza̧ kulȩ met-

alowa̧, wyprowadzone z modelu Rayleigh’a-Gansa, może być w przybliżeniu (asympto-
tycznym) wyrażone jako proporcjonalne do kwadratu promienia kuli r2k (pola powierzchni

kuli) z wÃlaściwym przekrojem czynnym: r2k cos
2
³√
2krk

´
, gdzie k jest liczba̧ falowa̧

padaja̧cej fali świetlnej [49, 47]. Natȩżenie Iscatt światÃla rozproszonego przez zbiór
klasterów o dowolnych promieniach, w chwili t i dla odlegÃlości rf wia̧zki sonduja̧cej od
wia̧zki indukuja̧cej (przy zaniedbaniu rozkÃladu gȩstości mocy w wia̧zce sonduja̧cej),
można z kolei wyrazić, przy zaniedbaniu przesÃlaniania i wtórnych rozproszeń, jako
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natȩżenie od pojedynczego klastera scaÃlkowane z rozkÃladem koncentracji klasterów
nk (rf , rk, t) drk:

Iscatt (rf , t) ∝ I0
∞Z
0

nk (rf , rk, t) r
2
k · cos2

³√
2krk

´
drk (5.1)

gdzie I0 jest staÃlym natȩżeniem światÃla padaja̧cego (mierzonym w eksperymencie).
Ponieważ natȩżenie światÃla rozproszonego wykazuje regularne oscylacje w funkcji

czasu (zobacz rysunek 5.2, oczekujȩ, że wzór 5.1 można zapisać w postaci przek-
sztaÃlcenia caÃlkowego, a co za tym idzie, znaleźć nkr

2
k. W celu zrealizowania tego

zamierzenia należy wykonać nastȩpuja̧ce operacje:

• ZaÃlożyć (zgodnie z sugestia̧ pÃlyna̧ca̧ z rozważań modelowych w rozdziale 4.1.1),
że klastery rosna̧ liniowo w czasie oraz, że wszystkie powstaja̧ w chwili t = 0.
Można wtedy przyporza̧dkować każdemu klasterowi o promieniu rk (w chwili t)
określona̧ szybkość wzrostu vk i wykonać podstawienia

rk = vkt (5.2)

RozkÃlad promieni klasterów bȩdzie w zwia̧ku z tym nastȩpstwem istnienia roz-
kÃladu szybkości wzrostu f (rf , vk).

• Korzystaja̧c z tożsamości trygonometrycznej zapisać wzór 5.1 w postaci

Iscatt (rf , t) ∝ Ienv (rf , t) + Iosc (rf , t)

gdzie

Ienv (rf , t) =
1

2
I0

∞Z
0

nk (rf , rk, t) r
2
kdrk (5.3)

Iosc (rf , t) =
1

2
I0

∞Z
0

nk (rf , rk, t) r
2
k · cos

³
2
√
2krk

´
drk (5.4)

Można przy tym zidentyfikować Ienv (rf , t) z obwiednia̧ sygnaÃlu eksperymental-
nego (linia przerywana na rysunku 5.1, podczas gdy Iosc (rf , t) odpowiada czȩści
oscyluja̧cej tegoż sygnaÃlu.

• Można także oczekiwać, że koncentracja klasterów nk (rf , vk, t) podlega w ogól-
ności faktoryzacji na zależna̧ od czasu gȩstość klasterów nk (rf , t) oraz funkcjȩ
rozkÃladu szybkości wzrostu f (rf , vk):

nk (rf , vk, t) = f (rf , vk) · nk (rf , t) (5.5)
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co umożliwi uzyskanie (ze wzoru 5.3) czasowej zależności koncentracji klasterów
wyrażonej przez wielkości mierzone w doświadczeniu:

nk(rf , t) ∝ Ienv(rf , t)

I0t3 hv2k(rf )i
(5.6)

gdzie hv2k(rf)i =
∞R
0
v2k ·f (rf , vk) dvk. Wielkość hvk(rf)i można interpretować (dla

spodziewanego symetrycznego rozkÃladu) jako średnia̧ prȩdkość wzrostu klasterów,
z która̧ z kolei wia̧że siȩ średni okres oscylacji

hT i = 2π√
2k hvk(rf )i

. (5.7)

ÃLatwo można pokazać, iż średniowanie Iscatt (rf , t) po tym okresie przy zaÃlożeniu,

że nk (rf , t) t
2 zmienia siȩ dużo wolniej niż cos2

³√
2kvkt

´
, prowadzi do wyrażenia

5.3. Średni okres oscylacji hT i (przybliżony) można, wobec tego, odczytywać
bezpośrednio z obserwowanego przebiegu natȩżenia światÃla rozproszonego.
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Rysunek 5.3: RozkÃlad f(0, vk) szybkości wzrostu klasterów. Punkty reprezentuja̧
wyniki przetworzenia danych doświadczalnych prezentowanych na rysunku 5.1 krzywa̧
Lorentza o szerokości poÃlówkowej 1.9 nm/s i maksimum dla hvk(0)i = 37 nm/s.
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• Podstawiaja̧c koncentracjȩ klasterów we wzorze 5.4 wyrażeniem 5.6 można przed-
stawić oscyluja̧ca̧ czȩść natȩżenia światÃla rozproszonego Iosc(rf , t) w postaci
transformaty Fouriera nk (rf , vk) v

2
k:

Iosc(rf , t) =
2Ienv (rf , t)

hv2k(rf)i
∞Z
0

f (rf , vk) · v2k · cos
³
2
√
2kvkt

´
dvk (5.8)

Odwrotna transformata Fouriera wyrażenia Iosc(rf , t)/I
env (rf , t) prowadzi do roz-

kÃladu f (rf , vk) v
2
k . Wynikaja̧cy z niego rozkÃlad koncentracji f (rf , vk) klasterów rosna̧-

cych z szybkościa̧ vk, dla danych z rysunku 5.1, jest prezentowany na rysunku 5.3. Do
rozkÃladu tego można dopasować krzywa̧ typu lorentzowskiego o szerokości 1.9 nm/s i
maksimum dla hvk(0)i = 37.4 nm/s.
W ten sposób znajdujȩ średnia̧ prȩdkość wzrostu klasterów z wiȩksza̧ dokÃladnościa̧

niż ze średniego okresu oscylacji odczytanego bezpośrednio z wykresu. ZakÃladaja̧c
stabilizacjȩ klasterów po ostatnim widzialnym maksimum (w warunkach termodynam-
icznych z rysunku 5.1, na osi komórki - okoÃlo 24 s) znajdujemy, poprzez wykonanie
prostego iloczynu, średni promień stabilnego klastera na poziomie 0.9 µm.
Stosuja̧c wzór 5.8 do danych doświadczalnych prezentowanych na rysunku 5.1

można znaleźć średnia̧ szybkość wzrostu klasterów hvk(rf )i odpowiadaja̧ca̧ różnym
odlegÃlościom od osi komórki rf . Przestrzenny rozkÃlad hvk(rf )i okazuje siȩ być gaus-
sowski (rysunek 5.4), co pozostaje w zgodzie z teoretycznie wyprowadzonym wzorem
4.21 (zobacz też Dodatek B.3). RozkÃlad ten decyduje o rozrzucie wielkości klasterów
obserwowanych w caÃlej komórce jednocześnie.

5.1.3. Dyfuzja pary atomowej i klasterów

Badanie evolucji nk(rf , t) powinno dać pewien wgla̧d w problem dyfuzji klasterów oraz,
pośrednio, par sodu. Zastosowanie wzoru 5.6 do danych doświadczalnych prezen-
towanych na rysunku 5.1 dla t = 5, 15, 20, 30 s umożliwia prześledzenie czasowej
zależności koncentracji klasterów nk(rf , t) (rysunek 5.5). Iloczyn f (rf , vk) · nk(rf , t)
(po dokonaniu podstawienia 5.2) opisuje kompletna̧ ewolucjȩ rozkÃladu rozmiarów
klasterów nk(rf , rk, t), która jest prezentowana na rysunku 5.6 (porównaj też Dodatek
B.4.3). RozkÃlad ten jest wzglȩdnie wa̧zki co potwierdza sÃluszność upraszczaja̧cego
zaÃlożenia o nieskończonej wa̧zkości rozkÃladu przyjȩtego w rozważaniach teoretycznych
(porównaj rozdziaÃl 4.4).
Warto zauważyć, że przestrzenny rozkÃlad koncentracji klasterów nk(rf , t) na wczes-

nym etapie ewolucji naśladuje rozkÃlad koncentracji jonów Na+2 (opisany wzorem 4.48).
Istnienie jonów jest konieczne, ale nie wystarczaja̧ce, do zapocza̧tkowania konden-
sacji - wymagana jest jeszcze odpowiednia wielkość przesycenia. Zatem, ponieważ
koncentracja powstaja̧cych klasterów jest w jakís sposób zdefiniowana przez koncen-
tracjȩ jonów, wnioskować można, że klastery powstaja̧ na jonach także w obszarach
,,ciemnych” i rosna̧ dziȩki przesyceniu pary atomowej, która wdyfundowuje w obszary
,,ciemne”.
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Rysunek 5.4: Średnia szybkość wzrostu klasterów w funkcji odlegÃlości rf od wia̧zki
indukuja̧cej. Punkty reprezentuja̧ rezultaty przetworzenia danych doświadczalnych
prezentowanych na rysunku 5.1, natomiast linia cia̧gÃla jest dopasowana̧ krzywa̧ Gaussa
o szerokości poÃlówkowej 3 mm.

Można także Ãlatwo zauważyć na rysynku 5.1, że maksimum Ienv przesuwa siȩ wraz
ze wzrostem rf w kierunku dÃluższych czasów oraz wiȩkszych promieni (zobacz także
rysunek 5.5 oraz Dodatki B.4.5 i B.4.1). Na rysunku 5.7 prezentowane sa̧ w funkcji
odlegÃlości rf od wia̧zki indukuja̧cej: średni promień klastera hrk (rf , tmax)i znaleziony
dla chwili t = tmax, w której nk(rf , t) osia̧ga maksimum, jak również tmax. Średni
promień klatera wyliczony jest ze wzoru 5.2. Powstawanie maksimum koncentracji
klasterów nk(rf , t) w funkcji czasu poza osia̧ wia̧zki indukuja̧cej oraz jego przesuwanie
siȩ z rf oznacza formowanie siȩ fali gȩstości klasterów i jej propagacjȩ. Klastery także
rosna̧ dyfunduja̧c od osi wia̧zki - średni promień klastera dla maksymalnej koncentracji
klasterów rośnie wraz z rf .
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Rysunek 5.5: Kropkowana linia reprezentuje znormalizowana̧ koncentracjȩ n+(0.3, rf)
jonów Na+2 dla Plas = 0.3 W oraz γ/p+ = 0.0017.

5.2. Końcowa faza ewolucji

Ustalenie siȩ średniego promienia i koncentracji klasterów jest w czasie omawianych
eksperymentów obserwowane jako ustalenie siȩ natȩżenia światÃla rozpraszanego przez
klastery dla czasów t > tevol ' 25 s.

5.2.1. Zależność przestrzenna

Ponieważ niezależnie od wielkości odsuniȩcia rf wia̧zki sonduja̧cej od wia̧zki indukuja̧cej
obserwuje siȩ jednakowa̧ ilość oscylacji (rysunki 5.1), nasuwa siȩ wniosek, że rozkÃlad
przestrzenny końcowego średniego promienia klastera jest jednorodny. Pozostaje to
w zgodzie z wnioskami ze wzoru 4.24 wycia̧gniȩtymi w rozdziale 4.1.2 (zobacz Do-
datek B.5.1). W zwia̧zku z tym, zgodnie ze wzorem 5.1, spodziewać siȩ można, że
przestrzenny rozkÃlad końcowego natȩżenia światÃla rozproszonego Iscatt (rf , t > tevol)
dziedziczy wÃlaściwości rozkÃladu nk(rf). Warto przy tym zwrócić uwagȩ na fakt, iż jest
tak niezależnie od użytego modelu rozpraszania. Badaja̧c rozkÃlad Iscatt (rf , t > tevol)
poznaje siȩ zatem bezpośrednio rozkÃlad nk(rf). Jego ksztaÃlt pozostaje w zgodzie z
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Rysunek 5.6: Ewolucja rozkÃladu rozmiarów klasterów nk(0, rk, t) wyznaczona na pod-
stawie danych prezentowanych na rysunkach 5.3 i 5.5.

teoretycznym przewidywaniem (wzór 4.54 oraz Dodatek B.5.2).
Końcowe przestrzenne rozkÃlady koncentracji klasterów nie moga̧ być, oczywíscie,

w prosty sposób otrzymane poprzez ekstrapolacjȩ odpowiednich rozkÃladów z etapu
wzrostu (porównaj rysunki 5.5 i 5.8), ponieważ zaÃlożenie o liniowym w czasie wzroście
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Rysunek 5.7: PoÃlożenie w czasie tmax maksimum nk(rf , t) w funkcji odlegÃlości rf od

wia̧zki indukuja̧cej - puste kóÃlka wraz z linia̧ przewodnia̧. Średni promień klastera
hrk(rf , tmax)i w chwili t = tmax - wypeÃlnione kóÃlka.

promienia zaÃlamuje siȩ na etapie stabilizacji. Niemniej, te same procesy transportu
rza̧dza̧ obydwoma etapami ewolucji i z tego powodu obserwuje siȩ podobne rozkÃlady
nk(rf ) na obydwu etapach, co dobrze ilustruje porównanie rysunków 5.5 i 5.9.

5.2.2. Zależność od mocy lasera indukuja̧cego

Na mocy analizy wzoru 4.24 przeprowadzonej w rozdziale 4.1.2 można spodziewać
siȩ niewielkich zmian końcowego promienia klastera rkfin(Plas) w funkcji mocy Plas
(zobacz Dodatek B.5.1), w stosunku do zmian końcowej koncentracji nk (Plas). Wydaje
siȩ to również pozostawać w zgodzie z obserwacjami ilości oscylacji przebiegów doświadczalnych
(rysunek 5.2). Wobec tego, zgodnie ze wzorem 5.1, spodziewać siȩ można, że zależność
końcowego natȩżenia światÃla rozproszonego Iscatt (Plas, t > tevol) (rysunek 5.10) dziedz-
iczy wÃlaściwości zależności nkfin(Plas). Z kolei końcowa koncentracja klasterów nkfin (Plas),
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Rysunek 5.8: Końcowy poziom czerwonego światÃla rozproszonego w funkcji odsuniȩcia
od osi komórki (wraz z symulacja̧ oparta̧ o model) dla Tf = 760 K.

na mocy analizy wzoru 4.61 przeprowadzonej w rozdziale 4.4.3, dziedziczy w pewnej
mierze zależność koncentracji jonów n+(Plas) od mocy lasera opisana̧ wzorem 4.48.
Symulacjȩ takiej zależności dla wybranych warunków termodynamicznych przedstaw-
iam także na rysunku 5.10 (porównaj Dodatek B.5.2).
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Rysunek 5.9: Końcowy poziom natȩżenia Iscatt(rf , t > tevol) rozproszonego światÃla
czerwonego w funkcji odlegÃlości rf od wia̧zki indukuja̧cej dla różnych císnień helu pHe.

6. Wnioski

Przestrzenny rozkÃlad koncentracji jonów Na+2 wraz z dyfuzja̧ atomowej pary sodu sa̧
odpowiedzialne za przestrzenny rozkÃlad koncentracji klasterów na wczesnym etapie
ewolucji. Dyfuzja klasterów okazaÃla siȩ być odpowiedzialna̧ za istnienie maksimum
koncentracji klasterów leża̧cego poza osia̧ komórki na późniejszych etapach ewolucji.
Ewolucjȩ klasterów, a w szczególności jej zależność od odlegÃlości od osi komórki

oraz od mocy wia̧zki indukuja̧cej można w sposób (jak dota̧d) jakościowy symulować
w oparciu o rozważania modelowe.
W przedziale czasu, gdy widoczne sa̧ oscylacje natȩżenia światÃla rozproszonego,

przestrzenny rozkÃlad średniej szybkości wzrostu klasterów hvk(rf )i (wyznaczony w
oparciu o model rozpraszania Rayleigha-Gansa) jest gaussowski i przyjmuje wartość
37 nm/s na osi komórki. Rozrzut (lokalnej) prȩdkości wzrostu nk(vk) wykazuje rozkÃlad
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Rysunek 5.10: Zależność końcowego poziomu natȩżeniaIscatt(Plas, t > tevol)
rozpraszanego światÃla czerwonego od mocy wia̧zki indukuja̧cej dla różnych temper-
atur Tf .

lorenzowski o szerokości 1.9 nm/s na osi komórki.
Przestrzenny rozkÃlad końcowego stabilnego promienia klastera rkfin(rf) okazaÃl siȩ

być prawie staÃly, a przestrzenny rozkÃlad końcowego natȩżenia światÃla rozproszonego
Iscatt (rf , t > tevol) odzwierciedla końcowy rozkÃlad przestrzenny koncentracji klasterów
nkfin(rf). Podobnie, zależność końcowego stabilnego promienia klastera od mocy
wia̧zki indukuja̧cej rkfin(Plas) jest sÃlaba, a zależność końcowego natȩżenia światÃla
rozproszonego od mocy wia̧zki indukuja̧cej Iscatt (Plas, t > tevol) naśladuje analogiczna̧
zależność koncentracji jonów Na+2 n+(Plas).

44



Dodatki

A. Rozwia̧zywanie równania dyfuzji pary atomowej

Przy rozwia̧zywaniu równań transportu używaÃlem z niewielkimi modyfikacjami prak-
tycznie jednej procedury. Przedstawiȩ ja̧ teraz, jako schemat do kopiowania, prezen-
tuja̧c szczegóÃlowo rozwia̧zanie zagadnienia dyfuzji pary atomowej.

A.1. Zagadnienie

skÃladaja̧ce siȩ z niejednorodnego równania typu dyfuzji z niejednorodnymi warunkami
brzegowo-pocza̧tkowymi:

Da

Ã
1

rf

∂

∂rf
ρa +

∂2

∂r2f
ρa

!
− ∂ρa

∂t
=

= 4π

rkfinZ
rk0

rkDa (ρa − ρar (rk, Tk))nk (rk, t) drk − C8 (Plas) ρd exp
Ã
−r

2
f

r20

!
(A.1)

ρa (0, t) < ∞ (A.2)

ρa (rfs, t) = ρasat (A.3)

ρa (rf , 0) = ρasat (A.4)

rozwia̧żȩ zmodyfikowana̧ metoda̧ Fouriera.

A.2. W pierwszym kroku

wykorzystam fakt, że niejednorodność zarówno warunku pocza̧tkowego jak i brze-
gowego jest taka sama i dokonam podstawienia:

ξa (rf , t) = ρa (rf , t)− ρasat (A.5)

dziȩki któremu uzyskam niejednorodne równanie z jednorodnymi warunkami brzegowo
pocza̧tkowymi:

1

rf

∂

∂rf
ξa +

∂2

∂r2f
ξa − 1

Da

∂ξa
∂t
− 4π

rkfinZ
rk0

rknk (rk, t) ξadrk =

= −4π
rkfinZ
rk0

rknk (rk, t) (ρar (rk, Tk)− ρa) drk − C8 (Plas)
Da

ρd exp

Ã
−r

2
f

r20

!
(A.6)

ρa (0, t) < ∞ (A.7)

ξa (rfs, t) = 0 (A.8)

ξa (rf , 0) = 0 (A.9)
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A.3. W drugim kroku

rozwia̧zujȩ równanie jednorodne uzyskane z A.6 przy zaÃlożeniu wolnozmienności wyrazu
rknk (zaÃlożenie omówione w rozdziale 4.2):

1

rf

∂

∂rf
ξa +

∂2

∂r2f
ξa − 1

Da

∂ξa
∂t
− 4π

rkfinZ
rk0

rknk (rk, t) ξadrk = 0 (A.10)

Stosujȩ kluczowy chwyt, konieczny do użycia metody Fouriera, czyli faktoryzacjȩ
gȩstości wzglȩdnej ξa:

ξa (rf , t) = P (rf) · T (t) (A.11)

na czȩść T (t) zależna̧ od czasu i czȩść P (rf) zależna̧ od zmiennych przestrzennych, w
tym przypadku, dziȩki symetrii cylindrycznej zagadnienia, tylko od jednej zmiennej rf .
Wstawiaja̧c wyrażenie A.11 do równania A.10 uzyskujȩ po wykonaniu odpowiednich
pochodnych:

∂2P

∂r2f
T +

1

rf

∂P

∂rf
T − 1

Da

∂T

∂t
P − 4π

rkfinZ
rk0

rknk (rk, t) drkPT = 0 (A.12)

Dziela̧c A.12 obustronnie przez PT i grupuja̧c wyrazy otrzymujȩ:

d2P
dr2
f
+ 1

rf

dP
drf
− 4π

rkfinZ
rk0

rknk (rk, t) drk

P
=

1
Da

dT
dt

T
= const = −λ2 (A.13)

czyli dwa - dziȩki wolnozmienności rknk - niezależne równania różniczkowe zwyczajne.
Najpierw rozwia̧żȩ równanie czȩści przestrzennej:

d2P

dr2f
+
1

rf

dP

drf
(λ2 − 4π

rkfinZ
rk0

rknk (rk, t) drk)P = 0 (A.14)

do którego doÃla̧czam warunki brzegowe wyrażone w nowych zmiennych:

P (0) < ∞ (A.15)

P (rfs) = 0 (A.16)

Równanie A.14 jest - dziȩki wolnozmienności rknk - równaniem Bessela zerowego rzȩdu,
oczekujȩ zatem rozwia̧zań w postaci:

P (rf) = AJ0

vuuuutλ2 − 4π
rkfinZ
rk0

rknk (rk, t) drkrf +BY0

vuuuutλ2 − 4π
rkfinZ
rk0

rknk (rk, t) drkrf

(A.17)
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Ze wzglȩdu na warunek A.15 i wÃlaściwości funkcji Y0, B = 0. Z kolei z warunku A.16
wynika, że

√
λ2 − 4πrknkrfs = γ0m, czyli

λ2 =

Ã
γ0m
rfs

!2
+ 4π

rkfinZ
rk0

rknk (rk, t) drk (A.18)

Rozwia̧zania równania A.14 tworza̧ zatem cia̧g postaci(
AmJ0

Ã
γ0m
rfs
rf

!)
(A.19)

przy czym Am znajduje siȩ z warunku ortogonalności:

rfsZ
0

rfJ0

Ã
γ0m
rfs
rf

!
J0

Ã
γ0n
rfs
rf

!
drf =

(
0 dla m 6= n
1
2
r2fs [J1 (γ

0
m)]

2
dla m = n

. (A.20)

W ten sposób można otrzymać cia̧g funkcji ortonormalnych( √
2

rfsJ1 (γ0m)
J0

Ã
γ0m
rfs
rf

!)
. (A.21)

Rozwia̧zanie równania jednorodnego A.10 trzeba wiȩc również napisać w postaci:

ξa (rf , t) =
∞X
m=1

Tm(t)

√
2

rfsJ1 (γ0m)
J0

Ã
γ0m
rfs
rf

!
. (A.22)

A.4. W trzecim kroku

rozwijam niejednorodność równania A.6 w bazie A.21:

−4π
rkfinZ
rk0

rknk (rk, t) (ρar (rk, Tk)− ρa) drk − C8 (Plas)
Da

ρd exp

Ã
−r

2
f

r20

!
=

=
∞X
m=1

fm(t)

√
2

rfsJ1 (γ0m)
J0

Ã
γ0m
rfs
rf

!
(A.23)

oraz różniczkujȩ odpowiednio równanie A.22 i wstawiam wraz z rozwiniȩciem A.23
do równania A.6. Redukuja̧c wyrazy podobne i korzystaja̧c z warunku ortogonalności
A.20 otrzymujȩ po pogrupowaniu wyrazów równanie różniczkowe zwyczajne na czȩść
zależna̧ od czasu:

1

Da
T 0m(t) +

Ãγ0m
rfs

!2
+ 4π

rkfinZ
rk0

rknk (rk, t) drk

Tm(t) = −fm(t) (A.24)
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do którego należy doÃla̧czyć warunek pocza̧tkowy w nowych zmiennych:

Tm(0) = 0 (A.25)

przy czym warto zwrócić uwagȩ na to, że fm zależy od czasu tylko poprzez wolnozmi-
enny wyraz rknk :

fm(t) = −
rfsZ
0

4π
rkfinZ
rk0

rknk (rf , rk, t) [ρar (rk, Tk)− ρasat ] drk +
C8 (Plas) ρd

Da exp
µ
r2
f

r20

¶
 ·

·AmrfJ0
Ã
γ0m
rfs
rf

!
drf (A.26)

Równanie jednorodne powstaÃle z A.24 rozwia̧zujȩ natychmiast metoda̧ zmiennych
rozdzielonych i uzmienniania staÃlej:

Tm(t) = C(t) exp (−C3mDat) (A.27)

gdzie C(t) mogȩ znaleźć typowa̧ metoda̧ korzystaja̧c przy caÃlkowaniu z faktu wol-
nozmienności fm(t) :

C(t) = −fm(t) 1

C3mDa
exp (C3mDat) + C4 (A.28)

StaÃla̧ C4 Ãlatwo znajdujȩ z warunku pocza̧tkowego A.25: C4 =
fm(t)
C3m

i otrzymujȩ ostate-
cznie:

Tm(t) =
fm(t)

C3m
[exp (−C3mDat)− 1] (A.29)

A.5. Rozwia̧zanie

ÃLa̧czȩ rozwia̧zania A.22 i A.29 zgodnie z A.11 i przywracam pierwotne zmienne. Otrzy-
mujȩ w rezultacie rozwia̧zanie zagadnienia:

ρa (rf , t) =
∞X
m=1

fm(t)

C3m
[exp (−C3mDat)− 1]AmJ0

Ã
γ0m
rfs
rf

!
+ ρasat (A.30)
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B. Symulacje

B.1. StaÃle i definicje

długość szeregu Fouriera-Bessela: m ..0 5 krok całkowania: δs .0015 zera funkcji Bessela J0:

stałe uniwersalne: stała Boltzman'a [J/K]: k .1.38 10 23 liczba Avogadr'a [1/mol]: N A .6.022045 1023 γ 0m

2.40482
5.52007
8.65372
11.79153
14.93091
18.07106
21.21163
24.35247
27.49347
30.63460

stała gazowa [J/(mol⋅K)]: R g 8.3144 promień Bohra [m]: a 0 .5.29 10 11

stałe fizyczne: masa molowa Na  [kg/mol]: M .23 10 3 gęstość ciekłego Na [kg/m3]: ρ c 950

masa molowa He  [kg/mol] : M He .4 10 3 energia kwantu 488nm [J]: E 488 .4.1 10 19

promienie: atomu Na, dimeru Na2 oraz atomu He [m]: r Na .0.189 10 9 r Na2 .0.268 10 9 r He a 0

stałe empiryczne (stablicowane): A Na 10.86423 B Na 5619.406 C Na .00000345 D Na 1.04111

A Na2 5.33624 B Na2 6866.162 C Na2 .00106668 D Na2 1.23023

stałe parametry układu: temperatura pieca [K]: T f 760 promień rury komórki [m]: r fs .015

ciśnienie helu [Pa]: p He .500 133.322 szerokość wiązki indukującej [m]: r 0 ..8106 10 3

wielkości stałe w obszarze bieżących zastosowań: parametr zderzenia atomu Na z jonem  Na2 + : b col r Na
napięcie powierzchniowe ciekłego sodu w He [N/m]: γ .19 współczynnik przewodnictwa cieplnego He  [J/(m⋅s⋅K)] : λ .013

dobierany empirycznie współczynnik absorpcji światła przez powierzchnię sodu: a absmet .03

przekrój czynny na absorpcję kwantu 488nm przez dimer (przybliżenie geometryczne)  [m2] : d abs .π r Na2
2

prawdopodobieństwo dysocjacji dimeru  Na2 po absorpcji kwantu 488nm: p d 10 3

stałe dyfuzji pary atomowej i dimerowej  [m2/s]: D a .3
8

..R g
3 T f

3 M He M
...2 M He M π

..N A p He r Na r He
2

D d .3
8

..R g
3 T f

3 M He .2 M
...4 M He M π

..N A p He r Na2 r He
2

=D a 5.48 10 4 =D d 2.997 10 4

gęstość nasyconej pary [Nesmejanow]   [kg/m3]:

atomowej: ρ asat .T f
D Na 1

exp .1
log( )e

A Na log
R g
.M 133

B Na
T f

.C Na T f =ρ asat 0.001

dimerowej: ρ dsat .T f
D Na2 1

exp .1
log( )e

A Na2 log
R g

..2 M 133

B Na2
T f

.C Na2 T f =ρ dsat 1.05 10 4

koncentracja atomów i dimerów w parze nasyconej [1/m3]: =.ρ asat
N A
M

3.772 1022 =.ρ dsat
N A

.2 M
1.375 1021

gęstość mocy w wiązce indukującej [W/m2]: W las ,r f P las

.P las exp
r f
r 0

2

.π r 0
2

współczynnik koalescencji atomów Na na jonach Na2+: α a ....10 12 ...8 π k T f 2 b col
2 N A

M

zmienne parametry układu: moc lasera [W]: P las ..,0.01 .05 .5 odsunięcie od osi pieca [m]: r f ..,0 .0001 .001

zmienne i stałe pomocnicze: C 0
..2 M γ

.R g ρ c
C 1 .B Na

log( )e
1

T f
2

D Na 1

T f
C 2 ,r f P las .a absmet

W las ,r f P las
4

Am
2

.r fs J1 γ 0m

C 3m
1012 C 5'

..3 k T f
ρ c

.5

C 8 P las
..P las d abs p d

..π E 488 r 0
2
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B.2. Końcowe (stabilne) gȩstości pary atomowej i dimerowej oraz koncen-
tracja jonów w funkcji Plas i rf .

B.2.1. Stabilny rozkÃlad gȩstości pary dimerowej w funkcji mocy wia̧zki in-
dukuja̧cej oraz odlegÃlości od osi komórki

ρ dinfty ,r f P las ρ dsat
m

.

...C 8 P las Am
2 ρ dsat

= 0

r fs
δs

s

....s δs J0 ..
γ 0m

r fs
s δs exp

.s δs
r 0

2
δs

.
γ 0m

r fs

2

D d

J0
.γ 0m
r f

r fs

koncentracja dimerów w funkcji mocy wiązki indukującej oraz odległości od osi komórki:

0 0.2 0.4 0.6
1.2 1021

1.3 1021

1.4 1021
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[1
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1.314 1021

[m]
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.ρ dinfty ,r f 0.3
N A

.2 M

r f

B.2.2. Koncentracja jonów w funkcji mocy wia̧zki indukuja̧cej oraz od-
legÃlości od osi komórki

(stała Cion=γ /p+ jest dobierana empirycznie)
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B.2.3. Końcowa gȩstość par atomowych w funkcji mocy wia̧zki indukuja̧cej
oraz odlegÃlości od osi komórki

(stała Cnr jest dobierana empirycznie)

C nr .4 105

ρ ainfty ,r f P las ρ asat ..4 π

m

.

.Am
2

= 0

r fs
δs

s

...C nr
.C 8 P las ρ dinfty ,10 3 P las

.D a exp
.s δs
r 0

2
s J0

..γ 04
s δs

r fs
δs

2

C 3m

J0 .
γ 0m

r fs
r f

koncentracja atomów w funkcji mocy wiązki indukującej oraz odległości od osi komórki:
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przesycenie na osi komórki dla Plas=0.3W: =
ρ ainfty( ),0 0.3

ρ asat
1.007
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B.3. Zależność szybkości (liniowego) wzrostu promienia klastera rk od mocy
wia̧zki indukuja̧cej oraz odlegÃlości od osi komórki

czas liniowego wzrostu [s]: t lin 20

prędkość wzrostu:

v k ,r f P las ...1012 C 0
T f

.C 1
C 2 ,r f P las

λ

D a
ρ c

ρ asat

zależność prędkości wzrostu vk  od rf oraz od Plas

0 0.001 0.002 0.003
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2 10 6

3 10 6
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3 10 6

4 10 6
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]
v k ,0 P las
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promień klastera po czasie tlin:

r klin ,r f P las r k0 .v k ,r f P las t lin
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B.4. Stabilizacja promienia i koncentracji klasterów

B.4.1. Stabilizacja promienia klastera w funkcji odlegÃlości rf od wia̧zki in-
dukuja̧cej

(rf=i*10-4) chwila początkowa [s]:t0 5

ilość kroków: n ..0 40 krok czasu [s]: δt .23 zdyskretyzowana skala czasu: tn 1 tn δt

promień początkowy: r k ,0 i
..015 r klin ,.i 10 4 .3 np. [m]: =r k ,0 5

6.143 10 7

równanie w postaci różnicowej: r k ,n 1 i
r k ,n i

..D a
ρ c

ρ ainfty ,.10 4 i .3

r k ,n i

..ρ asat exp
C 0

.r k ,n i
T f

1
r k ,n i

.C 1
C 2 ,.10 4 i .3

λ
δt

4 6 8 10 12 14 16
0

2 10 6

4 10 6

6 10 6

[s]

[m
]

r k ,n 0

r k ,n 2

r k ,n 3

tn

numeryczne rozwiązanie równania metodą Eulera 
dla trzech odległości od wiązki indukującej rf : 

B.4.2. Stabilizacja promienia klastera w funkcji mocy Plas wia̧zki indukuja̧cej

(Plas=i*.05)

promień początkowy: r k ,0 i
..015 r klin( ),0 .i .05 np.: =r k ,0 5

6.741 10 7

równanie w postaci różnicowej: r k ,n 1 i
r k ,n i

..D a
ρ c
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r k ,n i

..ρ asat exp
C 0
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C 2( ),0 .i .05

λ
δt

4 6 8 10 12 14 16
0

5 10 6

1 10 5

[s]

[m
]

r k ,n 1

r k ,n 2

r k ,n 3

tn

numeryczne rozwiązanie równania metodą Eulera 
dla trzech mocy wiązki indukującej Plas : 
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B.4.3. Stabilizacja koncentracji klasterów w funkcji odlegÃlości rf od wia̧zki
indukuja̧cej

współczynnik dyfuzji klasterów i pomocnicza całka: D k ,n i
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B.4.4. Stabilizacja koncentracji klasterów w funkcji mocy Plas wia̧zki in-
dukuja̧cej

współczynnik dyfuzji klasterów i pomocnicza całka: D k ,n i
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B.4.5. Ewolucja (stabilizacja) nkr
2
k w funkcji odlegÃlości rf od wia̧zki in-

dukuja̧cej i mocy Plas wia̧zki indukuja̧cej

ewolucja nkrk2 dla czterech odległości od wiązki indukującej rf :
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ewolucja nkrk2 dla trzech mocy wiązki indukującej Plas :
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B.5. Końcowy (stabilny) średni promień klastera oraz końcowa koncen-
tracja klasterów w funkcji rf i Plas

B.5.1. Końcowy (stabilny) średni promień klastera w funkcji rf i Plas

rejon poszukiwania rozwiązań: r k .1 10 7 Nota bene: =.C 1
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B.5.2. Końcowa koncentracja klasterów (a tym samym końcowe nkr
2
k) w

funkcji rf i Plas
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Dresden 1909)
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