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Calkowity i ulamkewy kwantowy efekt Halla

Integer and Fractional Quantum Hall Effect

Abstract: The paper gives a review of recent Hall measurements in high-mobility two-dimensional
electron systems at low temperatures and in intense magnetic ficlds. These measurements show quantiza-
tion of the Hall resistivity at integer and fractional occupations of the Landau levels. The current status of
the theory is discussed in some details. The main attention is focussed on the physical reasons which may
lead to the extremaly high precision of the quantization observed in the experiment.

1. Wstep

Juz od ok. stu lat wiadomo, ze przylozenie pola magnetycznego do materiatu, przez
ktéry plynie prad elektryczny, powoduje powstanie pola elektrycznego prostopadiego do
" kierunku wektora gestosci pradu elektrycznego. Efekt Halla, bo 'taka nazwe nosi oma-
wiane zjaWisko, od wielu lat stanowi gtéwna metode opisu podstawowych cech przewodni-
kéw, gdyz z reguly powstale pole elektryczne w prosty sposéb wiaZe si¢ z koncentracja
nosénikéw pradu i ich tadunkiem ¢ (g = e odpowiednio dla dziur i elektronéw). W szcze-
g6lnosci, dla prébki o ksztalcie prostopadlodcianu, stosunek napigeia Halla U, do pradu
elektrycznego I, (tzw. opér Halla R ) okresla wyrazenie:

U, B
Ryx = == (1)
I,  4qN;

gdzie B jest skladowa pola magnetycznego prostopadla do powierzchni xy, a .V liczba
nos$nikéw pradu na jednostke powierzehni w tej plaszezyzmie (rys. 1a).
Znajomos¢ N, oraz skladowej diagonalnej R, tensora oporu pozwala na wyznaczenie
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ruchliwosci nosnikéw pradu u zgodnie ze Znanym wyrazeniem

L;

euN.L,’

U,
=7 )
gdzie L, i L,, jak pokazano na rys. la, oznaczaja odpowiednio odlegtosé migdzy sondami
i szerokos§¢ prébki.

Jednym z najbardziej zaskakujacych osiagnig¢ fizyki doswiadczalnej ostatnich lat
jest wykazanie, ze w pewnych warunkach R, przyjmuje wartosci skwantowane
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gdzie # jest staly Plancka, 4 n jest badz liczbg catkowita (1,2, 3...), badz wymierna o nie-
parzystych mianownikach (1/3, 2/3, 4/3,..., 1 /5,2/5,...). W pierwszym przypadku mé-
wimy o calkowitym kwantowym efekcie Halla (IQHE), w drugim za$ o ulamkowym kwan-
towym efekcie Halla (FQHE).
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Rys. 1. Geometria probki przy pomiarach: a) sktadowych R,..1R,, tensora oporu elektrycznego, b) skla-
dowej o,, tensora przewodnictwa elektrycznego (zacieniowano obszar wdyfundowanych kontaktow).

Zalezno$é R,, od pola magnetycznego w heterostrukturze GaAs-Al, ;Ga, ,As dla
réznych temperatur przedstawia rys. 2. W wysokich temperaturach, tj, 7>4.2 K, R,
roénie liniowo z polem magnetycznym, przy czym R,,/B, zgodnie ze wzorem (1), okreslone
Jest przez koncentracje elektronéw N,. W nizszych temperaturach, I'S4.2 K, oraz w od-
powiednio silnych polach magnetycznych i w prébkach o duzej ruchliwoéci w zaleznodci
R,(B) pojawiaja sie charakterystyczne zalamania przechodzace w odpowiednio niskiej
temperaturze w plateau. Warto§é R,, w obszarze plateau opisuje dokladnie wyrazenie (3),
niezaleznie od 0p. wymiaréw geometrycznych proébki.

Plateau w zaleznosci R.,(B) obserwowane byly w tzw. strukturach MOS (metal-tlenek-
pélprzewqdnik) od polowy lat siedemdziesigtych [1]. Istnialy tez przestanki teoretyczne
!2], ze R,, moze opisywaé wyraZenie (3) z catkowitym n. Uwazano jednak, Ze podobnie
Jak w innych sytuacjach w fizyce ciala stalego, na wyniki doswiadczalne wplywa szereg

niekontrolowanych efektéw (np. kontakty, defekty,...). Ponadto istniejaca teoria 2] zbu-
dowana zostala przy wielu zatozeniach upraszczajacych. W zwigzku z tym nie spodziewano
si¢ zgodnosci teorii z wynikami doswiadczalnymi lepszej od powiedzmy 10%.

Pierwszym fizykiem, ktéry podjal precyzyjne pomiary R,, w obszarze plateau dla r6z-
nych probek, byt Klaus von Klitzing [3]. Wyniki jego eksperymentéw wykazywaly, ze
réwnanie (3) jest speinione z dokladnoscia do biedu eksperymentalnego, ktory w pierw-
szych doswiadczeniach von Klitzinga z 1980 r. wynosit 1073 %.
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Rys. 2. Zalezno§¢ oporu Halla R,, 0d pola magnetycznego B w heterostrukturze GaAs-AlGaAs w roznych
temperaturach [4].

Ulamkowy kwantowy efekt Halla zostat wykryty w 1982 r. przez D. C. Tsui i wspol-
pracownikéw [4]. Motywem prowadzenia pomiaréw R,,(B) przez grupg z laboratoriéw
Bella byt wczesniej wykryty calkowity efekt Halla oraz spodziewana kondensacja Wignera
gazu elektronowego w odpowiednio silnych polach magnetycznych. Nie bylo wéwczas
Zadnych teoretycznych sugestii dotyczacych mozliwoéci istnienia ulamkowej kwantyzacji.

W artykule tym oméwimy warunki, przy speiieniu ktérych obserwuje sie kwantowy
efekt Halla oraz zreferujemy najbardziej interesujace z dotychczas uzyskanych wynikéw
doswiadczalnych. Wspomnimy takze o znaczeniu kwantowego efektu Halla w metrologii.
Znaczna cze$é artykuhu poswigcona jest omoéwieniu istniejacych teorii zjawiska. Wiele
uwagi poswigcono fizycznym przyczynom mogacym prowadzié do tak duzej precyzji
kwantowania R,,.

Dodajmy, ze kwantowemu efektowi Halla po§wiccono juz szereg artykuléw przeglado-
wych [5—11], w tym krétki artykut w Postepach Fizyki [12].



2. Warunki obserwacji i wyniki doSwiadczalne

Do najbardziej znanych uktadéw, w ktérych obserwuje sic kwantowy efekt Halla naleza
tranzystory krzemowe z izolowang bramka typu MOS-FET oraz heterostruktury GaAs-
AlGaAs. O wykorzystanin tranzystoréw MOS-FET do pomiaréw kwantowego efektu
Halla byla mowa wczesniej [12], tutaj omowimy budowe modulacyjnie domieszkowanej
heterostruktury GaAs-AlGaAs [9].

Przedstawiona na rys. 3 heterostruktura GaAs-AlGaAs sklada si¢ z warstw GaAs
ALGa, _,As i Al,Ga, _ As:Si (x~0.3, N,~10'® cm™?). Warstwy te naklada si¢ metoda
wiazek molekularnych (MBE) na pélizolacyjne podioze z GaAs:Cr. Poniewaz dno pasma

Rys. 3. Schemat modulacyjnie domieszkowanej heterostruktury GaAs-Al Ga, _ . As. Zaznaczono: przerwe
energetyczna w GaAs (E,) i AlGaAs (E,,); poloZenie poziomu Fermiego (E,.) polozenie poziomu do-
mieszkowego Si w AlGaAs (E,) oraz podpasma elektrycznego w GaAs (4EY [9].

przewodnictwa w GaAs lezy nizej niz w AlGaAs, elektrony z donoréw krzemowych prze-
chodza do GaAs. Ze wzgledu na przyciaganie kulombowskie elektronéw przez zjonizo-
wane domieszki, elektrony pozostaja przy miedzypowierzchni GaAs i AlGaAs. Efektywny
potencjal ¥(z) w obszarze przypowierzchniowym ma ksztalt tréjkatnej studni potencjalu
i prowadzi do skwantowania ruchu elektronéw w kierunku .prostopadtym do miedzy-
powierzchni, a wiec do powstania stanéw zwiazanych (tzw. podpasm elektryczaych).
Odlegtosci miedzy podpasmami elektrycznymi sa rzedu kilkudziesieciu meV. Dla typowych
koncentracji elektron6w na jednostke powierzchni w plaszczyZnie miedzypowierzchni,
Ns=~2:10'* cm™%, obsadzone jest tylko najnizsze podpasmo. W miskich temperaturach
elektrony, ktére pozostaly w AlGaAs:Si, wymrozone s3 na donorach. Wéwczas jedyny
przyczynek do przewodnictwa elektrycznego heterostruktury pochodzi od elektronéw
w GaAs. Ruch tych elektronéw ma charakter kwaziswobodny jedynie w plaszczyZnie

miedzypowierzchni. Z tego wzgledu gaz elektronéw w GaAs jest uvkladem dwuwymiaro-
wym. Stanowi on obiekt badan w pracach pos$wieconych kwantowemu efektowi Halla.

Zjawiska przenoszenia (transportu) ladunku w ukladach dwuwymiarowych w polu
magnetycznym opisuje tensor przcwodmctwa & lub odwrotny do niego tensor opornosci ¢

o wymiarach 2 x 2. Jak wiadomo, tensor o okresla zwigzek migdzy wektorem pola elektrycz-

nego a wektorem gestosci pradu elektrycznego, E = ¢j. Poniewaz w ukfadach dwuwymia-
rowych gestosé pradu elektryczneoo jest réwna stosunkowi pradu elektrycznego do szero-
kosci probki, sktadowe tensora ¢ maja wymiar oporu.

W proébkach o geometm hallowskiej (rys. la) zwigzek migdzy tensorem oporu R
a teasorem Opornosci g ma postaé

UL = Rex = 0u:Ls/Ly,

Uy/[x = Ryx = ny9
Przy Czym Qyy = Qxx OTAZ Qxy = —Qyx-

Tensor przewodnictwa wiaze si¢ z tensorem opornosci zalezno$ciami

Qxx c —_ ny

oktoo T okteh

Wielko$é o, mozna wyznaczyé bezposrednio z doswiadczenia w prébkach o ksztalcie
tzw. dysku Corbino (rys. 1b)

Oy =

I,
In—.
2n¥V, ny

Oex =

Bardzo wazna cecha heterostruktur GaAs-AlGaAs, istotna nie tylko dla kwantowego
efektu Halla, ale takze z punktu widzenia zastosowan do szybkich urzadzes przelaczaja-
cych, jest duza ruchliwo$é elektronéw w dwuwymiarowej warstwie. Male rozpraszanie
na zjonizowanych domieszkach osiaga si¢ umieszczajgc miedzy GaAs i AlGaAs:Si cienka
(ok. 200 A) warstwe niedomieszkowanego AlGaAs. Obecno$¢ tej warstwy ma na celu
przestrzenne odseparowanie elektronéw i zjonizowanych domieszek. Ponadto dobre do-
pasowanie statych sieci GaAs i AlGaAs prowadzi do malej gestosci defektéw na migdzy-
powierzchni. Réwniez male znaczenie ma rozpraszanie stopowe, gdyz funkcja falowa
elektronéw w GaAs ma tylko niewielki ,,ogon” w AlGaAs. Teoretyczne oszacowania su-
geruja, e ruchliwoé w heterostrukturze moze siggaé 6-10° cm?/Vs [49]. Obecnie otrzymuje
sie juz struktury z ruchliwoécia ponad 10° cm?/Vs w temperaturze 1.5 K [20, 22, 23].

Istnicje szereg metod pozwalajacych na ,sterowanie” koncentracja Ns. Dla przykladu,
przylozenie napigcia migdzy kanat przewodzacy w GaAs, a podioze lub AlGaAs :Si zmie-
nia potencjat ¥(z), a wigc i Ns. Podobny efekt uzyskuje si¢ przez odpowiednie oswietlenie
badZ przylozenie ci$nienia hydrostatycznego [9].

Zaleznodé energii od wektora falowego w ukladach dwuwymiarowych ma postaé

E(K) = Eq+h2(K2+K2)[2m*, (4a)

gdzie E, jest polozeniem podpasma elektrycznego, k. i k, sa skladowymi wektora falo-
wego w plaszczyZnie miedzypowierzchni, m* jest masa efektywna noénikéw (zatozono, Ze
pasmo przewodnictwa jest sferyczne i paraboliczne).



W obecnosci pola magnetycznego prostopadlego do migdzypowierzchni nastepuje
pelna kwantyzacja gazu elektronowego

E(n) = Eg+(m+Dho.+3ho,, n=0,1,2 3., (4b)
gdzie ho, jest rozszczepieniem cyklotronowym, a #ew, rozszczepieniem spinowym. Jak
wiadomo, bez wzgledu na szczegoly zaleznosci Ek), kazdy poziom Landaua jest ze wzgledn
na liczb¢ kwantows k, SeB/h-krotnie zdegenerowany, gdzie S jest powierzchniz prébki.
Gestos¢ stanéw stanowi zespél funkeji & scentrowanych wokét energii E(n). W zerowej
temperaturze liczbg obsadzonych pozioméw Landaua okreéla wigc wyrazenie

V= th/eB. (5)

Zwréémy uwage, ze petna kwantyzacja widma elektronowego jest cecha szczegdlna
ukladéw dwuwymiarowych w polu magnetycznym i stanowi podstawowy warunek obser-
wacji kwantowego efektu Halla.

W rozwazaniach, ktére doprowadzily nas do réwnan (4) zaniedbywalismy obecnosé
defektéw struktury krystalicznej. Potencjat rozpraszajacy V(r) prowadzi do poszerzenia
rozproszeniowego podpasm elektrycznych. Poszerzenie I' jest rzedu Sredniej amplitudy
fluktuacji potencjalu ¥ (r). Wielkos¢ I' mozna oszacowaé z ruchliwoéci elektrondw u
zgodnie z wyraZeniem

I ~ehfum*. Q)

Jesli odleglos¢ migdzy podpasmami elektrycznymi S jest mniejsza od ich poszerzenia
T, gaz clektronowy zatraca dwuwymiarowy charakter gdyz mozliwe staja si¢ przejécia
migdzy poszczegllnymi podpasmami, a wiec ruch elektronu w kierunku z (funkcja fa-
lowa kazdego podpasma ma maksima przy innej wartosci ).

W przypadku heterostruktur GaAs-AlGaAs poszerzenie rozproszeniowe jest znacznie
mniejsze od odleglosci miedzy podpasmami elektrycznymi lub, co jest réwnowazne, droga
swobodna elektronu jest znacznie dhuzsza od szerokosci studni potencjatu ¥ (z). Warunek
dwuwymiarowosci jest wiec w tej strukturze bardzo dobrze speliony.

W obecnosci pola magnetycznego i potencjatu V(r) gestos¢ stanow dwuwymiarowego
gazu elektronowego przestaje byé zespolem funkcji 6, a przyjmuje ksztalt naszkicowany
na rys. 4. Rozmycie pozioméw Landaua okresla w pierwszym przyblizeniu wyrazenie (6),
chociaz w ogélnosci I' jest funkcja pola magnetycznego. W przypadku gdy I' > ho,, pole
magnetyczne stabo zaburza gestoéé stanéw. W tym obszarze 0x- Praktycznie nie zalezy od
pola magnetycznego B, a 0y, T0$nie linjowo z B, Dla prébki, dla ktérej wyniki przedsta-
wiono na rys. 5, odpowiada to polom mniejszym od ok. 1 T. Zwickszanie pola magnetycz-
nego prowadzi do wyostrzania si¢ maksiméw gestoéci stanéw oraz do przechodzenia
kolejnych pozioméw Landaua przez poziom Fermiego. Widoczne na rys. 5 dla BR17T
maksima g,, odpowiadaja przechodzeniu kolejnych maksiméw gestoéci stanéw przez
poziom Fermiego gdyz wtedy rozpraszanie elektrondéw jest najwieksze. Miedzy maksi-
mami g., obserwuje sic minima Oxx, ktére sa tym glebsze im niZsza jest temperatura T
i silniejsze pole magnetyczne B.

Zalezno$¢ ¢, (T) w polach, w ktérych poziom Fermiego znajduje si¢ w minimach
gestosci standw jest bardzo cickawa i istotna z punktu widzenia kwantowego efektu Halla
wlasnoscia ukladéw dwuwymiarowych. Stwierdzono, e w odpowiednio silnych polach

Energia

Gesto<c standw

Rys. 4. Schemat zaleinosci jednoelektronowej gestosci stanéw od epergii dla dwuv.ry.miarmfvego gizku
elektronowego w polu magnetycznym: a) energia cyklotronowa hw, wicksza od sr.edme; amplitudy -
tuacji potencjatu, I'; b) I' > hw,. Zacieniowano obszar stanéw zlokalizowanych.
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Rys. 5. Calkowity kwantowy efekt Halla w heterostrukturze GaAs-AlGaAs o kc{ncventra.cji N,' =
= 4.2-10" ¢cm-? i ruchliwosci p = 1.8-10° cm?/Vs. Dla p6l mniejszych od 3 T rozs.zczepxeme spinowe jest
mniejsze od amplitudy fuktuacji potencjatu, I' i nie obserwuje si¢ Tozszczepien spinowych [13].

magnetycznych i niskich temperaturach g,, staje sie m'niejsze od dok}adno.m nawet 2;1(]1-1
bardziej precyzyjnych eksperymentéw. Zerowa warto$€ g,, oznacza, Ze“ nie ma splz;k ,

napiecia w kierunku pradu elektrycznego. Jest to oznaka braku dys.ypac_n elzergn w ukla-
dzie (gesto$é mocy M pradu elektrycznego okreél.a zna.ln’e. wyrazenie M = j-E). :I‘en za-
skakujacy wynik eksperymentu staje sig zrozumm}').( jesh zguwalyé, ze poten.cja{ Vgr)_
moze prowadzié do przestrzennej lokalizacji funkcji falowej w obsz‘arze malej gestoscl
stanéw (rys. 4). Elektrony w przestrzennie zlokalizowanych stanach nie przewodza pmd'?g
elektrycznego w T= 0 K. Wtedy jedyny przyczynek do pradu elektrycz_nego pochodzi
moze od elektronéw znajdujacych si¢ w stanach rozcigglych (zdelokalizowanych) pod
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poziomsm Fermiego. Ruch tych elektronéw zachodzi pod wplywem wzajemnie prosto-
p;dlego polua elek.trycznego (pola Halla) E = (0, E,, 0) i pola magnetycznego B = (0, 0, B)
( rzl():i)o:nnumy, zz w przyblizeniu klasycznym elektron porusza sig po cykloidzie ,w ’kie-
;1::;1 Sm;:}rg)\;tapadlyn(:i zarovlslmo do E jak i B). Elektrony dryfuja bez rozproszen, bo w oko-
przewodzacych nie ma standw nieobsadzony 5 : 3 ié
s 3 nych, do ktérych mogioby nastapié
!Voc’lre.:go r;)d;aﬂ!x 'uk}ad prz":yvodzqcy miglby wigc zastugiwaé na miano idealnego prze-
{V km-fi(t- J2 nla.\ze opornosé Qxx' = 0 tylko w temperaturze zera w skali bezwzgizdnej.
azdej inne) temperaturze g, jest rdzne od zera, choé bardzo mate. Do dysynacv}acgo
tranzp!:;rtu ladu}ﬂm w T>Q mogg prowadzi¢ dwa procesy [13—15]. Po pierwszé, i:::duko-
}vzvanv_ ononami przeskoki .eiektronéw z okolicy poziomu Fermiego (przewodnictwo
ipp{.zgo.we lx;m@dzy stanami zlo.kalizowanymi). Po drugie, przewodnictwo elektrondw
\;lnznczme ta. tywowanych Z poziomu Foarmiego do wyzej lezgcych stanéw rozciagtych.
pOZii/:: ;:ritlilm fr-zy;:;idlicludg“(l‘)zg“exp(—A/kT), gdzie AShw /2 (4d~hw,/2, gdy
o lezy dokladni . . . . L
Sy g y nie w polowie odlegtosci migdzy maksimami gestosci sta-
Jak widaé bs 5 i
o w1d‘ac na rys. 5: W obszarze, w ktérym g.,~0, o,, nie zalezy od pola magnetycz-
a‘df ?rzyjmu?e wartosc1. skwantowane, Oy = hfe*n, gdzie n jest liczba pozioméw Landaua
tznaJ .“JJ.ay:ych sie 1?01d po;xomem Fermiego. Stwierdzono [25, 26, 74], ze dokladno$é kwan-
yzacji jest ’tym WigKsza Im mniejsza jest warto$¢ g, w obszarze plateau. Opisuje to empi-
ryczay wzor [74] o,,—hfe’n = —sg,., gdzie s=0.1—0.4
: = . 4.

; S.de:dowe-tex}soraf opornosci w waruankach kwantowego efektu Halla mozemy wyznaczyé
p:os ym ujlcfnu polklasycznym. (Bardziej realistyczne modele teoretyczne znajdzie czy-

telnik w czedei teoretycznej artykutu.) ’

Sila dzialajaca na kazdy clektron znajdujacy si¢ w stanie rozciaglym wynosi
F = g(E+vxB),

prz;: fzym ze wzgledu na bezdysypacyjny charakter transportu pomingliémy czlon roz-
proszeniowy. .W warunkach stacjonarnych F = dv/dt =0, a wiec dla B = (0,0 B)
oraz vgN, = j = (j,, 0, 0) otrzymujemy o

E.,=0, E = 5
gN,

jx’

gdzie N jest ilorazem liczby standw rozci itej i
3 iagtych i tej powierzchni prébki, kté j -
czynek do transportu tadunku. Stad . " probic Jaore daje ey

QXS = 0’
Oxy = —B/qNs
Jedli N . e
rozcifh}y ;::d ;tmzxozn,m. Fermiego znajduje si¢ n zapelnionych pasm Landaua ze stanami
gitymi, to, zgodnie ze wzorem (5), N, = neB/h. Otrzymujemy ostatecznie Oy =

= ny = _h/qen a wi i i i
R s ¢c zgodnie z wynikami do$wiadczalnymi R., nie zale:
miarow geometrycznych i pola magnetycznego. g 7 % od -

P . .
ny‘:h’oc‘l:,(ristlfny, :e pov.vy25ze wy;?Zenxa na g, i g,, sa stuszae jedynie w polach magnetycz-
orych poziom Fermiego znajduje si¢ w obszarze standw zlokalizowanych

W przeciwnym razie 0:#0, @ 0z = Cxy (B) gdyz wzrost pola magnetycznego w wyrazeniu
na sile Lorentza nie jest kompensowany przez wzrost liczby nosnikéw na stanach roz-
ciaglych: stany te przy wzroécie pola magnetycznego ,,wychodza” nad poziom Fermiego.

Pewnej informacji o stosunku liczby stanéw rozciaglych i zlokalizowanych dostarcza
stosunek szerokosci maksimow g, do szerokosci plateau g.,. Dla probki przedstawionej
na rys. 5, stosunek ten jest bardzo maly. Swiadezy to o tym, ze tylko niewielka czgs$é sta-
noéw na poziomach Landaua jest rozciagla.

W dotychczasowych rozwazaniach pomijali§my spin elektronu. Jezeli rozszczepienie
spinowe jest mniejsze od I', migdzy spinowo rozszczepionymi poziomami Landaua xnie
ma stanéw zlokalizowanych i w obdszarze plateau 9y, = hje*p, gdzie p jest liczba parzysty
(patrz rys. 5). W ogdlnym przypadku mozemy napisac g,, = hje*gn, gdzie g jest iloczynem
degeneracji poziomow Landaua i ilodci warstw dwuwymiarowych dajacych przyczynek
do transportu ladunku. Dla przyktadu, w tranzystorach krzemowych MOS-FET g =4
(spin i dwie doliny). Z kolei w heterostrukturach GaAs-AlGaAstypup g = 1 [21]. Wynika
to ze zniesienia szesciokrotnej degeneracji pasma walencyjnego przzz kombinacje oddzia-
lywan k-p, spin-orbita oraz przypowierzchniowego pola elekirycznego 9. W dwuwy-
miarowym gazie elektronowym na granicach ziaren w InSb stwierdzono, z¢ g = 4 17}
Poniewaz dla pasma przewodnictwa w InSb degeneracja wynosi 2 (spin), przyjeto {171,
ze gaz dwuwymiarowy na granicy ziaren znajduje sie w dwéch rownolegtych studniach
potencjahun. Widzimy wigc, Z¢ kwantowy efekt Halla stanowi uzyteczne narzedzie do ba-
dania struktury ukladéw dwuwymiarowych.

Na rys. 6 przedstawiono wyniki pomiarow xx i g,, W heterostrukturze GaAs-AlGaAs
o ckstremalnie wysokiej ruchliwoéci elektronow p~108 cm?/Vs [23]. Duza ruchliwos¢,
a wiec mate fluktuacje potencjatu V(¥) prowadza do wigkszsj szarokosci pikéw g, i mnigj-
szej szerokosci plateau g,y W probee tej jest wige wiecej stanéw rozciagtych. Najbar-
dziej cickawa cecha wynikow przedstawionych na rys. 6 i 7 jest obecno$é minimoOw O
i plateaux g, przy czesciowym zapelnieniu poziomow Landaua. Dla prébki z rys. 7 [22]
anomalie wystepuja, gdy najnizszy spinowy poziom Landaua jest obsadzony w 1/3, 2/3,
2/5 i 3/5. Stabsze struktury wida¢ takze przy v = 3/7, 4/7, 4/9 i 5/9. Z kolei w probee
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Rys. 6. Catkowity i ulamkowy kwantowy efekt Halla w heterostrukturze GaAs-AlGaAs o koncentracji
Ng = 2.3:10" cm~? i ruchliwosci u = 10® cm?/Vs [23].
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Rl)(r)s;l 7. H}a.mkowsf k\\"a.ntov>vy efekt Halla w heterostrukturze GaAs-AlGaAs o koncentracji A — 2.1
cm™ 1 ruchliwodci u 2 5-105 cm?Vs. W przedstawionym zakresie p6Sl magnetycznych 21:1(&;}:3;

znajduja si¢ na najnizszym poziomie Landaua [22].
z rys. 6 widaé plateaux 0xy 1 minima g, gdy najnizs
dzony, a wyiszy obsadzony jest w 1/3 i 2/3.
Poniewaz u}amlfowej k.wax?tyzacji nie udaje si¢ opisaé w ramach modelu jednoelektro
now.ego powszechmfa uwaza sig, ze ulamkowy kwantowy efekt Halla wynika z oddzi
wam'a k_qu;nbowskxego elektron-elektron. W fenomenolo -
przyjmuje si¢, Ze przy ulamkowym obsadzeniu
energetyc;vrna 5.‘Przerwa la oddziela wieloelektronowy stan podstawowy od najnizej lez
gc}l}x stanow wz.oudzon‘ycl%. P'otencja{ V(r), podobnie jak w przypadku calkowitego ifek?u
p;ea, 'pgowadm do]pOJawmma si¢ pewnej liczby stanéw w przerwie. Jesli jednak fluktuacje
ncjaiu sa na tyle mate, ze 6> I stany w przerwie s jmniej czesci
2 te, 2, Przynajmniej czeéciowo, nieprze-
wocizafl‘ce w T =0 K Wf)v.vczas dla kT<35 obserwuje sie minima 0xx Oraz plateauxpo
; Informacje oo wielko$ci przerw dostarczaja pomiary 0x(T) W obszarze minim:’;:/‘
gazie ¢..(T) = g,.exp(—5/2 kT). Stwierdzono [20, 22, 23], ze 6 jest rzedu. 1 K. rog ie
fgpglt;m magnetycznym i zalezy od v. Omawiana w czesci .
» 81] przewiduje wystepowanie i j
1 pr: fuj przerw dla v = n,/n, pdzie n Jest liczbg nj
lp;cl)éiaje w1elk’osm przerw dla v = 1/3 1 2/3, § 20.026e5/2B1’2/;1’2 € gdzi:ne]zz:?tit; (:11';1
Tyczng polprzewodnika. Wyliczony z teorii Laughlina parametr ¢ jest co do rzedu wiel-
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Catkowity kwantowy

Zy poziom spinowy jest calkowicie obsa-

. gicznej interpretacii Zjawiska
pozioméw Landaua pojawia sie przerwa

efekt Halla obserwowano juz dla wi 5

wych. P, ) o \ J a wielu struktur pélprzewodniko-

rami Gaz:-x?g;anyml I tra ) stf)ra emowymi MOS-FET [3,26] i heterostruktu-
s [13, 14] wymieni¢ mozna heterostruktury InGaAs-InP [15], tzw. stu-

dnie kwantowe typu GaSb-I
X nAs-GaSb [16], granice ziaren w InSb czn!
.y ® . . ? 17 ? '
Pélprzewodniki w duzej anizotropii przewodnictwa [18]. 7D newetorganicme

Doktadnos¢ z jaka w obszarze plateau g, nie zaleZy od B a g, jest rowne zeru zwiazana
jest z jakoscig materiatu (ruchliwoscia) oraz z zakresem pél maguetycznych i temperatur,
w jakich prowadzono poszczegblns cksperymenty. Istotny wplyw na zalezno$é g..(B)
i 0ey(B) mozs mie¢ takze struktura podpasm elektrycznych. Dla przykladu, autorzy pracy
[17] wiazy duze wartosci g, W obszarze plateau g,, z faktem, ze na granicy ziaren w InSb
elektrony obsadzaja co najmniej dwa podpasma elektryczne (podobna sytuacja ma miejsce
na granicy ziaren w Hg,_ Mn_Te [19]).

Ulamkowy kwantowy efekt Halla obserwuje si¢ w wielu laboratoriach na $wiecie.
Interesujace jest, e jak dotychczas na Zachodzie i w Japonii zaobserwowano go wylgcznie
w heterostrukturach GaAs-AlGaAs [4, 20, 22, 23]. Z kolei, w Zwiazku Radzieckim dwie
grupy donosza [24] o obserwacji efektu w tranzystorach krzemowych MOS-FET. Ruchli-
wosé elektrondw w tranzystorach osiagala 4-10* cm?/Vs, tj. byla okolo 2—3 krotnie wyzsza
niz tranzystoréfw MOS-FET, ktérymi dysponuja laboratoria pomiarowe na Zachodzie
i w Japonii. Jak wiadomo, tranzystory MOS-FET stanowia podstawowy clement uktadow
o duzej skali integracji....

Z powyzszej dyskusji i przedstawionych wynikow doswiadczalnych wyplywa waiosek,
ze obserwacja kwantowego efektu Halla byla mozliwa dzigki postgpowi w technologii ma-
terialowej (W tym technologii wysokiej prézni), technice wysokich pol magnetycznych
i niskich temperatur. Wspolautorami typowej pracy doswiadczalnej o kwantowym efekcie
Halla s3 specjalisci wymienionych dziedzin, a prace powstaja przy wspdlpracy wielu spe-
cjalistycznych laboratoriéw, w tym laboratoriéw o charakterze migdzynarodowym (jak
np. laboratorium silnych pdél magnetyczaych w Grenoble [23] i we Wroctawiu [17]).

3. Zastosowanie w metrologii

Znaczenie kwantowego efektu Halla w metrologii wynika z dwdoch powodéw. Po
pierwsze, dzieki temu efektowi moZemy uzyskaé opdr oduiesienia. Efekt ten moze nawet
byé wykorzystany do zbudowania ,,atomowego” wzorca Ohma (podobnie jak zjawisko
Josephsona moze byé¢ uzyte do budowy ,,atomowego” wzorca Volta). Po drugie, R, =
= hje®n wiaze si¢ w prosty sposéb ze staly struktury subtelnej a,

-1 2h 2n

o« = =—

z
HBoce™  Hol

R, M

gdzie u, jest przenikalno$cia magnstyczna prozni, a ¢ predkoscia $wiatta. Jak wiadomo
lo 1 ¢ majag w ukladzie jednostek SI dokladnie okreslone wartosci. Jak wynika z réwnania
(7) doktadno$é wyznaczenia « jest wigc réwna dokladnosci wyznaczsnia wartosci R,,
w obszarze plateau (jesli nie ma zjawisk zaburzajacych druga réwnosé we wzorze (7).

Po odkryciu calkowitego kwantowego efektu Halla, szereg laboratoriéw podjgto pre-
cyzyjne pomiary R,, w krzemowych tranzystorach typu MOS-FET oraz w heterostruktu-
rach z GaAs-AlGaAs. Okazuje si¢, ze w pierwszym przypadku bardzo precyzyjne pomiary
R., W obszarze plateau s3 mozliwe dla n = 4, w drugim dla n = 2. Z pomiaréw tych,
prowadzonych w polach magnetyczaych rzedu 10 T, wynika, 2e nie ma zalezaosci R,,n
od materiahu, n oraz temperatury (w obszarze 1 5754 K) z odchyleniem standardowym



rzgdu 1078 [25, 26]. Poniewaz liczba ta jest okoto 10 razy mniejsza od dokladnoéci i stabil-
nosci najlepszych obecnie stosowanych oporéw odniesienia wydaje sie, ze catkowity efekt
Halla moze juz by¢ obecnie uzywany jako wysokostabilny op6r cdniesienia.

Na rys. 8 przedstawiono wyniki pomiaréw stalej a otrzymane w réznych laboratoriach
na s’w'iecie.. Jak wida¢, warto$¢ a wyznaczona z kwantowego efektu Halla jest zgodna
z.wymkaml uzyskanymi przy pomocy innych metod. Gléwnym zrédlem bledu jest obecnie
niepewnos¢ stosunku laboratoryjnych oporéw odniesienia do oma w ukiadzie SI.
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—.— QHR  NBS 1982
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ot F.K.,22 NBS 1972

- FX  NBS 1981

e 9 1987

—.— Mhts 1963

—5107
! H 1 1 1 1 1 L
356 356 250 362 364 41074
o« 1137 ——

Rys. 8. Pc:réwna:nie wynik('?w pomiaréw stalej struktury subtelnej @ metoda kwantowego efektu Halla
(QHR) z innymi metodami zanymi z elektrodynamiki kwantowej. Poszczegbine pomiary wykonano
w RFN (PTB), Japonii (ETL) i USA (NBS) [26].

‘ Stwierdzono réwniez, ze w przypadku utamkowego efektu Halla réwnanie (7) spetnione
Jest takze z duza dokladnoscia, a mianowicie z dokladnoécia 3-10~° dla n = 414 oraz
ok. 107* dlan=2i2 22 i
Powyzsze eksperymenty sugerujg, ze kwantowy efekt Halla jest nieczuly, z dokladnoscia
lep'sza od 10~7, na obecnosé domieszek, defektéw, kontaktéw, skorczonych wymiaréw
probek, strukture energetyczna materiat, itp. W dalszej czesci artykulu przedstawiamy
modele teoretyczne podejmujace Probe uzasadnienia tego wyniku doswiadczalnego.

4. Dwuwymiarowy gaz elektrenowy w siloym polu magnetycznym

z e}ementamej elektrodynamiki wiemy, ze pole magnetyczne B opisuje si¢ za pomoca
gotencjdaihl wektorowego 4, przy czym B = rot A. Potencjal 4 okreslony jest z dokladnoscia
z: gra:S entu d-owc?ln?] funkcji skalarnej y(r). Te dowolno$é wyboru 4 wynikajaca z tego,
2 zar a\:lno A Jhak i A- = A+V(r) prowadzi do tej samej wartosci pola magnetycznego B

azywamy cechowaniem. Tu oraz ponizej rozwazam d j S
2aleimotes of ooy j y przypadek stacjonarny, stad brak

Réwnanie Schridingera majace dla elektronu w zewngtrznym polu magnetycznym B

i elektrycznym E postaé

{2—1”—1(—ihv+eA)2—eE'r+ V(r)}‘[’(r) = g¥(r), 8)

pozostaje niezmiennicze ze wzgledu na cechowanie jezeli jednoczesnie ze zmiang A(r)
na A'(r) = A(r)+grady(r) zmienimy ¥(r) na

P'(r) = e Oy (r), ©)

Zmiana cechowania zmienia czynnik fazowy funkcji falowej. Jest to bardzo istotny moment
naszych rozwazan, gdyz traktowany zwykle jako ,nieistotny” czynnik fazowy odgrywa
tu wazng, jak sie przekonamy, rolg.

Chodzi mianowicie o warunki brzegowe. Jezeli funkcja y(r) speinia na brzegu obszaru
pewne warunki, to w ogdlnoéci funkcja ¥'(r) nie spelnia tych samych warunkéw i nie
moze wiec byé rozwigzaniem problemu. Chyba Ze zachodzi jedna z dwu mozliwosci.
Albo funkcja ¥ (r) zdaza do zera, gdy r zmierza do brzegu, albo faza ey(r)/h jest réwna 2n
razy liczba calkowita, gdyz wtedy funkcje sg identyczne na brzegu i moga spetiac te same
warunki brzegowe. Zachodzenie pierwszej z mozliwosci oznacza, ze taka funkcja falowa
jest nieczula na warunki brzegowe. Ta wlasno$§¢ funkcji falowych stala si¢ jednym z kry-
teriéw podziahu funkcji (a wigc i stanéw) na zlokalizowane — nieczute na zmiang warunkéw
brzegowych, majgce niezerowa amplitude w niewielkim obszarze przestrzeni, oraz roz-
ciagle — czule na zmiane warunkéw brzegowych i posiadajace niezerowa amplitude w ca-
lym rozwazanym obszarze, a wiec i na brzegu [36]. Zmiana cechowania, prowadzaca do
zmiany warunkéw brzegowych nie jest wiec w ogélnosci dozwolona dla stanéw rozciaglych.

Na zakoniczenie przypominamy rozwiazanie rownania Schrodingera [8] dla elektronu
swobodnego, V(r) = 0 w dwu wymiarach. Rozwiazanie problemu tréjwymiarowego mozna
znale7é np. w pracy [27]. Dla ustalenia uwagi wybierzmy potencjal 4 w postaci 4 =
= —B(y+a,0,0). Czlon —Ba# wprowadzamy do potencjatu 4, aby zobaczy¢, w jaki
sposob zaleza energie wlasne ¢ oraz stany wlasne ¥ od cechowania. Elementarny rachunek
dla E = (0, E,, 0) daje,

1
Pin(x, ¥) = —== 1y —2— 1) , 10

VL,

gdzie x,(x) jest n-tym stanem wlasnym liniowego oscylatora harmonicznego, natomiast

Vi = Pll+myplh); (1n
“vp = E,/B; I = hjeB. (12

Energie wiasne
& = hw (n+3)+eE, (yx+a)+mvp/2, 13)

zaleza od pola cechowania a. Interesujace, ze bez pola elektrycznego (E, = 0) stany s3
zdegenerowane ze wzgledu na liczbe kwantowa k i energia nie zalezy od a. Liczba kwan-
towa n = 0, 1, 2... numeruje kolejne poziomy Landaua.



W realnych prébkach, np. Si kazdy poziom Landaua jest czterokrotnie rozszczepiony
(spin i dwie doliny), jednakze dla prostoty rozwazan pominiemy ten efekt przy opisie
teoretycznym.

Fukacja falowa (10) opisujaca elektron w stanie n, k jest fala ptaska w kierunku x,
natomiast w kierunku y jest zlokalizowana w obszarze o szerokosci / w otoczeniu swegc;
srodka cigzkosci y = y,, jak tatwo widaé ze wzoréw (10, 11) dla @ = 0. Liczba kwantowa k
jest wektorem falowym w kierunku x, a Jjednoczeénie okresla srednie wartosci potozenia y
oraz energig elektronu w #- tym pasmie Landaua. Narzucenie na funkcj¢ (10) periodycz-
nych warunkéw brzegowych w kierunku x ogranicza dozwolone wartosci k£ do

k = 2mp/L_, (14
gdzie prjesj: liczba calkowita. Kolejne wartoéci k rznia sig 0 4 = 2r/L,, za$ kolejne do-
zvyolox:;e warFos’ci y dla danego n o 2rn/%/L_. Poniewaz Y zawarte jest w przedziale 0, L,)
wige calkowita liczba dozwolonych wartosci k jest réwna L,L [2nl% ”

Powyz‘sze rozwazania, a w szezegolnoscei wyrazenia na funkcje (10) oraz energie wlasne
(13) sg, $cisle rzecz biorac, stuszne dia prébki nieskoficzonej w kierunku y. W rzeczywistoéci
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Rys. 9. Schemat zaleznoici energii poziom5w Landaua od paramstru y,

20 (zdefiniowanego w rown. (11
w probce o szerokosci L,. Pominigto wplyw pola elektrycznego E,; I N

oznacza dlugoéé magnetyczng,

rozmiary prébki sa niewielkie L,~10*1 Nalety wiec oczekiwaé odstepstw od powyZszych
zaleinos'.ci pPrzynajmniej dla stanéw w poblizu brzegéw prébki, y =0 i y = L,, gdzie
wystepuja sil.ne skoki potencjatu. Powoduja one gwaltowny wzrost energii, proporcjo-
nalny‘przynajmniej do y,2 W poblizu brzegéw. Na rys. 9 przedstawiony jest schematyczny
p.rzebxeg pasx'n Foergetycznych z uwzglednieniem brzegéw. Zaznaczono tez polozenie po-
ziomu Fermiego Ej, Przecinajgcego pasma w poblizu brzegéw.

5. Teorie calkowitego kwantowego efektu Halla

Rozpoczynajac omawianie teoretycznej strony zjawiska musimy stwierdzié, Zze mimo
wielu sukceséw w zrozumieniu réznych aspektéw zagadnienia nie ma w chwili obecnej
jednolitej, ogélnie akceptowanej teorii. Co wigcej pewne podejscia wydaja sig by¢ w sprzecz-
nosci ze soba. Istnieja prace objasniajace efekt wylacznie wlasnosciami stanéw brzegowych.
Twierdzi si¢ tam m. in., Ze caly prad plynie na brzegu [48] (zob. takze [42—44]). Nie znana
jest rola oddzialywan elektron-elektron w zjawisku z catkowitymi liczbami kwantowymi.
Wszystkie dotychczasowe objasnienia sa w zasadzie teoriami w ,zerowym przyblize-
niu” zaniedbujacymi niewielkie lecz mierzalne wartosci g, 1 o,,. Skorficzone (niezerowe)
wartosci g, 1 oy, Swiadcza o dyssypacji w uktadzie. Wystepuje ona zawsze w eksperymencie
i jest spowodowana nieelastycznymi procesami w niezerowych temperaturach.

W dalszej czgsci artykulu omoéwimy pokrétce rozne podejscia teoretyczne do zjawiska
rozpoczynajac od catkowitych liczb kwantowych oraz zerowych temperatur.

5.1. Transformacja cechowania

Laughlin [45] (zob. pracg tegoz autora w [9] str. 272) jako pierwszy zauwazyt zwigzek
pomiedzy kwantowaniem oporu Halla, a reakcja stanéw na transformacje cechowania.
Rozwazymy pokroétce podejscie Laughlina.

L
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Rys. 10. Schemat doswiadczenia myslowego Laughlina [45]. Dwuwymiarowy gaz elektronowy znajduje sie
na powierzchni walca i w polu magnetycznym B. Przez érodek walca przechodzi solenoid wytwarzajacy
strumienn magnetyczny ¢ i odpowiadajacy mu potencjal wektorowy a,.

Wyobrazmy sobie, ze dhuga prébka zostala zdeformowana w ten sposéb, ze dwuwy-
miarowy gaz elektronéw znalazt sig na powierzchni bocznej walca (rys.. 10). Pole magne-
tyczne B jest prostopadte, a pole elektryczne E réwnolegle do powierzchni walca w kazdym
punkcie. Jezeli promien walca jest duzy, to mozemy wprowadzié lokalny kartezjariski
ukiad odniesienia, w ktérym wszystkie wektory maja lokalnie te same sktadowe co w przy-
padku ptaskim. Wzdhuz osi walca umieszczamy cienki i dhugi solenoid. Przeplyw pradu



przez solenoid powoduje powstanie w jego wngtrzu pola magnetycznego B,, ktorego stru-
miett ¢ przenika przez podstawe walca. Zmiana strumienia ¢ powoduje pojawienie sie sily
elektromotorycznej indukcji ¥,y = —dg/ds. Jezeli po powierzchni walca plynie prad I,
to ukiadowi zostaje dostarczona na sposéb pracy energia ¥;,,1dt, zmieniajac o tyvle energie
wewnetrzng ukiadu dU. Stad

I= _ﬁ . (15)
Zauwazmy, ze przeplyw strumienia ¢ réwnowazny jest w geometrii z rysunku (10) transfor-
macji cechowania A,~ A, = 4;+a,. Obliczenie pradu Halla wymaga wiec znalezienia
zaleznosci energii wewnetrznej ukladu od pola cechowania a, lub strumienia ¢ przez so-
lenoid. Pochodna we wzorze (15) jest rézna od zera jedynie wéwczas, gdy w ukladzie
istnieja stany rozciagle, gdyz dla stanéw zlokalizowanych (jak juz méwiliSmy) tranisforma-
cja cechowania,

Y’(r) - ‘l”(r) = q,(r)e-iea,x/h = g,(r)e—iZnetpx/L,,h’ (16)

nie wplywajac na warunki brzegowe, nie zmienia energii stanu, ¢(¥) = ¢(¥’) i jest zawsze
dozwolona. Dla stanéw rozciaglych taka transformacja w ogodlnosci zmienia warunki
brzegowe, a wigc i energi¢ chyba ze ¢ = ¢, = hfe lub catkowitej wielokrotnosci ¢,,
gdyz wtedy zaréwno ¥(r), jak ¥'(r) spehiaja cykliczne warunki brzegowe, ¥(x, y) =
=¥(x+L,,y). Kazda zmiana strumienia o kwant strumienia ¢o = hfe prowadzi do
wyjsciowych warunkéw brzegowych. Oznacza to periodycznos¢ warunkéw brzegowych,
a takZe i energii gazu elektronowego w funkcji ¢, (twierdzenie Byersa-Yanga [46]). W wa-
runkach eksperymentu gaz elektronéw nie jest uktadem izolowanym, lecz znajduje sie
W zewnetrznym polu o réznicy potencjaléw réwnej napieciu Halla V5. Pole to mozemy
zasymulowaé wyobrazajac sobie, ze dwuwymiarowy gaz elektronéw znajduje si¢ w kon-
takcie z dwoma rezerwuarami elektronéw umieszczonymi po obu jego brzegach, ktérych
potencjaly chemiczne rézmia si¢ o eVy.

Zmiana energii wystgpujaca we wzorze (15) jest zmiang energii calego ukladu (gazu
elektronéw oraz rezerwuaréw). Laughlin pokazuje, ze przeplyw strumienia ¢, przez
solenoid powoduje przemieszczenie si¢ pewnej liczby elektronéw z jednego rezerwuaru
do drugiego. Zmieni to energi¢ calego ukladu o AU = neVy. Obliczajac w sposéb przy-
blizony pochodng we wzorze (15)

=0 AU neVu (17)

znajdujemy, Ze oprées Halla przyjmuje skwantowane wartodci
0y = —h/ne®.

Jezeli pasmo zapelione jest czesciowo, elektrony przemieszczone sg do sasiednich sta-
néw w pasmie, dajac do energii ukladu wkiad mniejszy od eVy, co niweczy kwantowanie.
Odpowiada to zmianie 0.y pomiedzy kolejnymi wartoéciami kwantowymi. Istotnym wiec

warunkiem kwantowania jest, ze pozioi Fermiego lezy w przerwie energetycznej (przerwie
ruchliwosci).

Do wyjasnienia pozostaje wplyw domiesz'ek oraz brz.egéw probki na wynik pow::.sezeic;
rozumowania, przeprowadzonego w oparciu 0 funkcie (10): .Laugh.hn arg@en j ,ia'
stany brzegowe (rys. 9) sa wreez niezquP)e dla stosowalnosci analizy gdyz zapewniaja
c toczeniem (rezerwuarami). . ’
Lonésgy\g;vaztjﬁ:szek jest ba(Idz.iej zlozony. Mo-dyﬁkujac one i:?tniejqce tw ukl;jxdz;em si):ny
i powodujg powstanie nowych stanéw o energiach w pr'zerWJe energe yC.Z.'DZ_] P Wkl_a;z
poziomami Landaua. Poniewaz jednak sa tq §tany zlokahzov.vane,_ wxqc'ge”;ijqozosta'e
do przewodnictwa. Przerwa ruchliwosci istnieje w.dalsz-ym ciagu i wyni .( éc? oS (;u
stuszny. Obecno$é domieszek nie vup};fwa na syme’mg lfw';iiix:jazn ixaxllegzmxemnczo a

cechowanie (wzér 16) i nie niweczy kw x5+

ze v;z%iiilslz: ?)bjaénienie ca}(kowitego kwantowego ci:ektu' Halla uogdlniono na przy('ga:elf
ulamkowego kwantowego efektu Halla [47], zak}ada_y_ac, ze stan Qodstawowy gfmi . Z:z_
$ciowo zdpehmionym najnizszym poziomie Landaua? jest Tz -.krc?tnle Zfiegensll;;)“dana.() -
cza to, ze przeplyw przez solenoid strumienia ¢ nie spowoduje Powrotu 'a u O
wyjéciowego. Dopiero przeplyw strumienia n, ¢, ‘mOZe ewent_ualme powtorzyé st'ax:o i =
JeZeli przy tym n; elektronéw zostanie przeniesionych pomigdzy rezerwuarami,

= n;eVy, i

Nastepne dwa paragrafy poswigcamy omoéwienin kwantowych tfaorii, szczegolowo
objaéniajacych fakt niezaleznosci pradu Halla i p,, 0d obecnosci domieszek.

5.2. Teoria rozproszei — przesunigcia fazowe — kompensacja

Sprébujmy zastanowi¢ si¢ nad zmiang wartoséci wlasnych g, (13) i flimkcji wlasslgflh
(10), jezeli w swobodnym gazie elektronéw umieécimy domieszke o potencjale V(). \
wlasne hamiltonianu

1 N
H = Ho+V(r) = E[Px—eB(y+a)] +o Py eE,+V(r),

réznia si¢ od stanéw (10) szczegdlnie silnie dla fcych w.artos'.ci we],(tora.leo:\;egci)eliozz
ktérych stany (10) maja duza amplitude w otoczcmwfl flomleszkl. Elzqsé Z nich u ;zgr;mowe)
lizacji w otoczeniu domieszki, inne ulegna niewielkiej m9dyﬁkac11 (stany rozpro en réin;
Energia wlasna elektronu g, w rozproszeniowyc‘h (rozcwfglyc}}) itanach czo m:v:; Eoergie
si¢ od energii tychze stanéw przed wprowadzeniem domleszlfl, €y 8 = &gt e.": neree
stanéw zlokalizowanych beda si¢ znacznie réznily [291. Pozmr.ny te' odszczeplajlq Q'ci
kwazikontinuum (13) i przesuwaja si¢ w obszar przerwy ruchliwoéci. Istotng w ;;nos ‘2
jest, Ze ich energia nie zalezy od potencjatu cechowania a. Pozwala to na latwe obliczen:

wartoéci pradu Halla w stanie kwantowym o [29]

Moo, 13e; 1045 o 1034 (18)
Je=B% " Boa B da B da




Stany zl.okalizowane, ktérych liczbe oznaczymy N, nie uczestnicza w przewodnictwie,
stad obliczajac catkowity prad Halla sumujemy po N—N, rozcigglych stanach. Jak widaé
ze wzoru (13), j? nie zalezy od «, wiec

L 1 dde
I= E o = (N= N+~ ; -
Je=( 0J 7 52 19

a a

Drugi czlon w ostatnim wzorze mozna tatwo wyliczyé wprowadzajac funkcje 7(e2) opisu-
jaca przesuniecie kazdego z pozioméw &2; Ae = —1(e9)/x. Jest to znana z teorii TOZpIoO-
szen funkcja przesunieé fazy, zwiazana twierdzeniem Levinsona [50] z liczba stanéw zlo-
kalizowanych przez potencjal V(r). Szczegélowe rachunki [29, 28] pokazuja, ze drugi
sk{ad%ik w %statnim wzorze daje dokladnie wartosé Nu°, co oznacza ze prad calkowity
I=I"=Nj.

Prad Halla jest wigc po wprowadzeniu domieszki taki sam jak przed jej wprowadze-
niem. Ten sam potencjal ¥(r), ktory lokalizuje czesé stanéw wylaczajac je z udziatlu w prze-
wodnictwie, jednoczesnie przyspiesza inne (drugi czton we wzorze (18)) nie zmieniajac
warto$ci pradu, I = J,. Mamy wiec do czynienia ze swoista kompensacja. Istotnym wa-
runkiem kompensacji jest calkowite zapelmienie pasma stanéw przewodzacych.

Uogdlnienie powyzszego wyniku na przypadek dowolne;j ilosci domieszek mozna zna-
lez¢ w pracach [28-32].

5.3. Formalizm Kubo-Greenwooda

Obliczenia przewodnictwa Halla dwuwymiarowego gazu elektronéw dokonane zostaty
metoda Kubo-Greenwooda [51] w samouzgodnionym przyblizeniu Borna {[2] znacznie
przed odkryciem kwantowego efektu Halla. Wyniki obliczen do$é dobrze zgadzaly sie
z eksperymentem {52]. Nieoczekiwane odkrycie K. von Klitzinga stalo sie¢ bodZcem do
dokladniejszej analizy formuly Kubo-Greenwooda dla Oyy, & W szCzegblnosci wkiadu sta-
néw zlokalizowanych. )

W pracy [53] wskazano na mozliwoéé odseparowania wktadu 4, stanéw zlokalizo-
wanych do przewodnictwa Halla

eN
Gy = =zt A, (20)

W ostatnim wzorze N oznacza liczbe wszystkich stanéw na jednostke powierzchni pod
poziomem Fermiego. Wkiad pojedynczego zlokalizowanego stanu « o energii g, do czionu
4o, jest

dos, = f(e)e/B,

gd‘zie f(g,) jest funkcja Fermiego-Diraca. Z obu powyZszych wzordéw wynikajg intere-
sujace wlasnosei o, w temperaturze T = 0 K. 0., Pozostaje stala tak diugo jak diugo po-
ziom Fermiego lezy w obszarze stanéw zlokalizowanych, gdyz wklad kazdego takiego
stanu od pierwszego czlonu w (20) jest doktadnie kompensowany jego wktadem do Ao%,.
W szezegblnosci a,, = 0, jezeli wszystkie stany ponizej poziomu Fermiego sa zlokalizowane.

Stany rozciggle daja wkiad tylko do czlonu eN/B, zwigkszajac warto$¢ o, o e?/h,
gdy poziom Fermiego przejdzie poza kolejne pasmo w obszar przerwy ruchliwosci.

Interesujace zastosowania formalizmu Kubo mozna znaleZé w [54, 55], a takze [56],
gdzie g, i ¢, wyliczono w ramach przyblizenia potencjatu koherentnego.

5.4. Teoriz przeciekania (perkolacii)

Metody klasycznej teorii perkolacji, wiasciwie nogdlnione, pozwalaja na poczynienie
nietrywiainych uwag odnosnie zachowania si¢ stanéw elektronowych w zewnetrznych
polach magnetycznym i elektrycznym oraz w obecnoéci domieszek [57-61]. Pozwalaja
w szczegolnosci na okreslenie stopnia lokalizacji stanéw 1 ich wzglednej ilosci.

Rozwazmy przypadek stacjonarny bez pola elektrycznego. Stan stacjonarny elektronu
o energii ¢, opisujemy niezalezng od czasu funkcje falowa ¥,. Pomijajac dla prostoty roz-
wazan degeneracje stwierdzamy, Ze stany « istnieja na hiperpowierzchni stalej energii
g, = const. Poza ta hiperpowierzchnia stan « jest niedozwolony i ¥, zmierza
do zera.

W rozwazanym przypadku dwuwymiarowym bez domieszek hiperpowierzchnia jest
okreslona wzorem &, = const. Sa to wigc linie proste o rownaniu ); = const. Funkcja
falowa ¥, rzeczywiscie zanika wykladniczo dla y#y,. Jezeli uklad zawiera domieszki
o potencjale ¥V = V(x, y), to linie ekwienergetyczne beda krzywymi plaskimi. Dozwolone
stacjonarne stany elektronéw ¥, rozciagaja si¢ wzdhiz tych krzywych. Amplituda stanu
¥, szybko maleje w miare oddalania si¢ od krzywej. Charakterystyczng odlegloscia jest
dhugo$é magnetyczna ! malejaca do zera, gdy pole B wzrasta do nieskoriczonosci. Dla
silnych pél mozna wiec stwierdzié, ze stan ¥, istnieje ,,na linii” ekwipotencjalnej. Rozmiary
linii daja informacj¢ o rozmiarach, a2 wigc stopniu rozciaglosci stanow. Ksztalt i rozmiary
linii ekwipotencjalnej zaleza od potencjatu domieszek, podobnie jak topologia linii brzegu
morskiego okreslona jest uksztaltowaniem terenu i rzecz jasna poziomem woéd. Zmiana
poziomu wod (odpowiadajaca zmianie energii) wplywa na ksztalt i dlugo$¢ linii brzegowe;j
(linii ekwipotercjalnej wzdhuz ktérej |¥,| £0). Przy niskich stanach wod prawie cala ,,prze-
strzef” wypelnia lad, a woda zbiera sic w jeziorach. Brzegi jezior reprezentujace, w tej
analogii, stany elektronowe ukladu maja niewielkie rozmiary. Stany sa wigc zlokalizo-
wane. Paradoksalnie, gdy poziom wody jest wysoki wtedy prawie cala przestrzen wypeinia
wszechocean, z ktérego ,,wystaja” wyspy. Linie woda-lad odpowiadajace dozwolonym
stanom maja i w tym przypadku male rozmiary, reprezentuja wigc znowu stany zlokalizo-
wane. Gdzie§ pomiedzy tymi skrajnymi polozeniami istnieje poziom wéd (energia), gdy linia
brzegu jest bardzo dtuga (nieskonczenie dluga w granicy termodynamicznej).Reprezentuje
wigc stan ¥, ktorego amplituda jest niezerowa w calej przestrzeni, stan mogacy uczestniczy¢
w transporcie. Teoria perkolacji stwierdza, ze zachowanie si¢ stanéw o duzych rozmiarach
jest uniwersalne oraz daje oszacowanie rozmiaréw tych stanéw. Obwdd (dhugos€) L stanu
0 ,$rednicy” R roénie jak RP, p = 91/48 (sa to wigc fraktale).

Przylozenie zewngtrznego pola elektrycznego (pole Halla w warunkach eksperymentu)
powoduje znaczna komplikacje zagadnienia. Rozklad stanéw ulega drastycznej zmianie.
Analiza [61] pokazuje, Ze cze$é standw zostaje zdelokalizowana, przy czym procent stanéw



;glz]ciqglych wzrasta przynajmniej liniowo z polem. Srednia predkosé elektronu zapiszemy

v= [E(r)x B)/B?, (21

gdzie E(r) = E+VV(r)/e jest lokalng wartosci
r 3 pola elektrycznego. Prad I j
przez linig¢ x = const zapiszemy ’ L procplywajacy

E,
2

Ly
eB 1
I = ea[dyvx(r)nT = n%{j‘Edy— ; (V(x,L)—-V(x, 0)]} .
0

Wyr'aie.nie w n.awiasie klamrowym jest mierzonym w eksperymencie napieciem Halla ¥
Znajdujemy wige, Ze g,, = Vy/IL, = hje’n. *
) kBralill pijsca nie pozwala na omoéwienie catego szeregu innych interesujacych metod
Jak symulacje numeryczne [62-65], metody teorii pola [66-71] czy metod

: s - opart -
dynamike kwantowa [88-92]. ZY Y oparte o clelaro

6. Calkowity kwantowy efekt Halla przy 7 # 0 K

Omawiane dotychczas teorie zakladaly, ze uklad znajduje si¢ w temperaturze zera
bezv.vzglqdnego oraz brak proceséw prowadzacych do dyssypacji i niezerowych wartosci
Qxx 1 0xx W warunkach plateau. Poniewaz eksperyment zawsze mierzy niezerowe, choé
bardz'o male, wartoéci o,, pojawilo si¢ pytanie o mechanizm transportu, gdy p’oziom
Fermiego lezy w obszarze stanéw zlokalizowanych. Pomiar temperaturowych zaleznosci
Q"".[13’ 14] wskazywal, ze w najnizszych temperaturach mamy do czynienia ze zmienno-
zasiggowym hoppingiem. Dok}adna analiza pokazala, ze In[To,, (T)]~(To/T)*. Zalezno$é
te otrzymano takze teoretycznie przy zaloZeniu, ze funkcje wlasne s3 typu Gaussa [72]
W wyzszych temperaturach Ine, (7)~ — 4/kT. Mamy wiec do czynienia z aktywach.
przy czym A.:hw,/Z. Hopping zmiennozasi¢ggowy daje znacznie mniejszy wkiad do o, ,
W poréwnaniu z o,, [73] i to tlumaczy wyniki eksperymentu [79] nie stwierdzajace ocf
stepstw o,, od zaleznoéci aktywacyjnej (por. jednak [74]).

w za.lsto.sowaniach kwantowego efektu Halla w metrologii szczegdlnie waine jest
okreﬁlen}e sily termoelektrycznej i termicznie indukowanych napieé mogacych prowadzié
do blgdow. przy okreslaniu wartosci g,, [75, 76]. Zar6wno eksperyment [75] jak i teoria
[771 zgodme stwierdzaja, ze sila termoelektryczna S zmierza do zera dia polozen poziomu
Fermiego odpowiadajacych plateau na krzywej 0xy. Obliczenia przeprowadzone w pracy

[77] (zobacz takze W. Zawadzki w [9] j i
B . str. 79) pokazuja, zgodnie z ekspe
maksymalne wartosci sity termoelektry’cznej . perymentem, %

kln2
Temrh 2

mx=

traktowane w pracach [54, 76] jako uniwersalne, s3 ewentualnie osiggalne w granicy

KT/, tzn. w niskich temperaturach dla parametru rozmycia pasma I'»0. (Teoria
zaniedbuje unoszenie fononowe).

Doktadna analize termodynamicznych wlasnosci dwuwymiarowego gazu elektronéw
w silnym polu magnetycznym mozna znalez¢é w pracach [9, 77, 78].

7. Teorie utamkowego kwantowego efektu Halla

Objasnienie utamkowego efektu wymaga, aby oddzialujacy gaz elektronéw posiadat
szezegblnie niska energi¢ w stanie podstawowym dla pewnych wymaganych eksperymen-
talnie warto$ci parametru zapelienia pasma v. Pierwsze teorie odwolywaly sie do fal ge-
stodci tadunku lub tworzenia si¢ krysztatu Wignera o okreélonej symetrii, np. tréjkatnej
gdy v = }. Obliczenia [80] pokazaly jednak, Ze energia stanu podstawowego jest zbyt
wysoka oraz jest ciagla funkcja parametru v. Sposréd istniejacych teorii ulamkowego
kwantowego efektu Halla wyodregbnimy dwie grupy rézniace si¢ zastosowang metoda.

Propozycja Laughlina [81] uogéiniona w pracach [11, 82, 83] oparta jest na metodzie
wariacyjnej. Zaproponowatl on ksztalt (wariacyjnej) funkcji falowej 1 pokazal, Zze energia
stanu podstawowego dwuwymiarowego gazu opisanego ta funkcja jest nizsza od energil
krysztatu Wignera. Oznacza to, ze uktad wybierze ten stan (posiadajacy jak sig okazalo
[10] cechy dwuwymiarowej niescifliwej cieczy kwantowej).

Analiza wzbudzei elementarnych ukiadu prowadzi do zaskakujacego wniosku, ze s3
to czastki o ladunku utamkowym g = +e/m [81]. Obrazowo moéwiac wzbudzenia te sa
obszarami cieczy o rozmiarach rzedu dlugosci magnetycznej / o zwigkszonej (zmniejszonej)
gestosci tadunku. Nadmiar (niedobdr) tadunku w tym obszarze g = —e/m, jest tadunkiem
wzbudzenia kwaziczastkowego (kwazidziurowego).

Pewnym niedostatkiem omawianego powyZej podejscia jest brak dowodu, Ze funkcja
P, daje najnizsza energi¢ stanu podstawowego [86]. Doktadna diagonalizacja Hamilto-
nianu oddzialujacych elektronéw w polu magnetycznym mozliwa jest dla ukladu kilku
(czy najwyzej kilkunastu) elektrondw [84]. Nic pozostaje wigc nic innego, jak zastosowaé
standardowe metody teorii wielu cial [85-87]. Taka prébe rzeczywiscie podjeto [85]. Kilo-
poty, ktére pojawily si¢ w zwigzku z tym, Ze oddziatywanie elektron-elektron jest tu jedno-
czesnie zaburzeniem, a zarazem czynnikiem znoszacym degencracje poziomu Landaua,
pokonano sumujac pewne klasy rozbieznych diagraméw. Otrzymano, Ze energia uktadu
w stanie podstawowym przyjmuje minimalne wartosci, gdy obsadzenie stanéw w pasmie
wynosi v = 1/m. Gléwny wklad do niemonotonicznej zaleznodci energii od parametra
zapelnienia pasma v pochodzi od energii korelacji.

Teoria ta stwierdza [87], Ze stan ukladu o v = 1/m jest m-krotnie zdegenerowany,
oraz na obecnym poziomie zaawansowania nie przewiduje szczegdlnie niskich energii
dla nieparzystych m.

Jedna ze sprzecznoici migdzy rézaymi pracami teoretycznymi [81, 82] jest rodzaj
statystyki (Fermiego, Bosego) wzbudzed elementarnych. Istnieja powazne argumenty
teoretyczne, Ze statystyka ta jest rézna od fermionowej i bozonowej [91, 92]. Zamiana miej-
scami dwu czastek prowadzi w dwu wymiarach w obecnosci pola magnetycznego do ciaglej



zmiany fazy funkcji falowe;:
Y(1,2) = %2, 1. (23)

Wartos¢ parametru fazy zalezy od drogi, wzgledem trzeciej czastki, na ktérej dekcnuje
si¢ zamiana 12, Warto$é 0 = 0 odpowiada bozonom, natcmiast 6 = x fermionom

(spin 4). Nietypowa ulamkowa statystyka wzbudzen wigze sie do¢é écisle z ich ulamkowym
fadunkiem [92].

8. Podsumowanie

Kwantowy efekt Halla jest jednym z najbardziej interesujacych cdkryé fizvki poi-
przewodnikéw ostatnich lat. Jest on bardzo intensywnie badany zaréw
talnie, jak i teoretycznie. Zjawisko obserwuje sig¢ w coraz wigkszej liczbie st
Wspélna cechg wszystkich ukladow pomiarowych jest dwuwvmiarow
Otrzymanie odpowiednich struktur stawia bardzo wysckie wymag
i materialowe. Do obserwacji zjawiska konieczne sa ekstremalnie sil
oraz bardzo niskie temperatury.

Réznorodne podejicia teoretyczne i brak
wynikaja ze zlozonosci zagadnienia. Jest to b
»prawa”, ze przestrzenie o parzystej liczbie wymiaréw sprawiajg zawsze wigcej kiopotéw.
Znaczenie efektu w metrologii, jego nieoczekiwanie wielka dokladncéé i niewyjasnione do
korica podstawy teoretyczne powoduja rosngce zainteresowanie zjawiskiem. Ulamkowy
kwantowy efekt Halla staje si¢ poligonem doswiadczalnym wspélczesnych meted tecretycz-
nej fizyki ukladu wielu ciat. '

Wszystko to obiecuje nowe niewatpliwie interesujace wyniki w najblizszej przyszlosci.
Musimy tu stwierdzié, ze juz istniejaca literatura jest znacznie obszerriejsza od przyto-
czonej w niniejszym artykule i w pewnej mierze sprawa subiektywnego odczucia autoréw

byt taki a nie inny wybér literatury 1 oczywiscie oméwionych aspektéw teorii i ekspery-
mentu.

o eksperymen-
ruktur i zwigzkéw .
0¢¢ gazu nosnikéw.
ania technologiczne
ne pola magnetyczne

Jjednomyéinosci w interpretacji wynikéw
y¢ moze cdbiciem znanego matematykom

Artykut ten zostal napisany podczas pobytu autoréw na Wydziale Fizyki Politechniki
Monachijskiej. Autorzy dzigkujg Profesorom W. Brenigowi, F. Kochowi i K. von Klitzin-

gowi za wiele cennych dyskusji. Jeden z aut oréw (T. D.) dzigkuje Fundacji Humboldta
Za przyznane stypendium naukowe.

Dodano w korekcie: Klausowi von Klitzingowi zostala przyznana Nagroda Nobla za 1985 r.
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